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非均匀磁场和杂质磁场对自旋1系统
量子关联的影响∗

秦猛1)2)† 李延标2) 白忠2)

1)(南京大学物理学院, 南京 210093)

2)(解放军理工大学理学院, 南京 211101)

( 2014年 8月 18日收到; 2014年 9月 12日收到修改稿 )

通过负值度和测量诱导的扰动, 研究了非均匀磁场和杂质磁场对自旋为 1的Heisenberg系统量子关联的
影响. 研究发现非均匀磁场的增加会降低纠缠, 但也可用来产生纠缠, 并且会提高临界非线性作用Kc的值,
测量诱导的扰动的临界磁场要高于负值度的临界磁场, 而且测量诱导的扰动不会随着非线性作用 |K|的减小
而消失, 它能全面反映量子关联的存在. 研究还发现, 不同杂质磁场对测量诱导的扰动的影响彼此间无交叉.
杂质磁场下, 相互作用 |J |必须小于非线性作用 |K|才会有纠缠存在, 但是测量诱导的扰动却可以在相互作用
|J | 大于非线性作用 |K|时依然存在, |J |与 |K|相同时只是测量诱导的扰动的最小取值点. 此外, 系统粒子数
目对量子关联也具有重要影响.
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1 引 言

20世纪 80年代以来, 人们将量子力学基本原
理运用到信息论和计算机科学中, 产生了一门新兴
前沿交叉学科——量子信息学 [1], 它既有着比经典
信息学更加优越和丰富的特性, 又有潜在的巨大应
用前景, 使其成为当前国际、国内研究最活跃和最
重要的课题之一. 2012 年度诺贝尔物理学奖就因
“在实验方法上的基础性突破, 使得单量子操作和
单量子测量成为可能”颁给了法国物理学家Serge
Haroche和美国物理学家David Wineland, 这两位
科学家的开创性工作让人们向着研制具有超越经

典运算速度的量子计算机迈出了坚实的一步.
在完成量子信息处理任务的过程中, 作为一

种物理资源的纠缠扮演着非常重要的角色, 纠缠

的概念源于Einstein, Podolsky, Rosen三人 [2]于

1935年提出的 “EPR佯谬”思想实验中所使用的一
种特殊量子态, 量子通信和量子计算之所以能够实
现诸多经典方法所不能完成的任务 [3−5], 很大程度
上都是因为纠缠的存在, 因此纠缠态的制备、操控、
刻画、传输等方面的研究也自然是量子信息学研究

的热点领域 [6−11]. 但是在研究的过程中, 人们也注
意到, 对于很多的不含纠缠的态, 依然存在有非经
典的关联, 并且可用于量子信息处理. 比如确定性
的单比特量子计算模型 [12], 可以用来实现指数加
速, 其中却几乎没有纠缠, 该模型之所以能够实现
量子加速算法, 是因为其中有另一个表征量子关联
的物理量QuantumDiscord(QD) [13]不为零且与量

子效率成比例, 即QD在量子计算中起到了关键作
用, 这一观点也得到了实验的验证 [14]. 还有研究表
明在Grover 搜索算法中, 单纯用经典的方法没法
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完成量子任务, 但在应用量子方法时量子纠缠却并
非是完全必要的 [15]. 这些都说明纠缠并非是惟一
不同于经典情形的量子特性, 也不是量子信息处理
任务中惟一可利用的基本资源 [16], 纠缠只刻画了
量子关联中很特殊的一部分, 而不是所有的量子关
联. 但由于QD的计算涉及到最优化投影测量, 即
使对两量子比特的态, QD也不存在解析解. 数学
上已经证明, 到目前为止, 仅对一些特殊的态可以
解析计算出QD [17]. 因此, QD非常不易于对各类
系统进行计算.

Luo [18]提出, 如果一维正交局域测量能够保
证复合体系的两个约化密度算符在测量后保持不

变,那么测量后的量子态与原始态之间是最接近的,
二者之间的交互信息量之差Measurement-induced
disturbance(MID)必然可以用来度量存在于原始
量子态中的量子关联. 由于MID易于计算, 作为度
量量子关联的一种实用方法得到了广泛的关注. 比
如Zhang等 [19,20]研究了自旋 1/2模型以及有自旋
-轨道耦合的自旋模型中的MID和其他度量方法之
间的关系, 并与量子纠缠进行了对比. Shen等 [21]

研究了包含内禀退相干的XY模型中的MID, 发现
MID有周期性的退相干特性.

已经有文献说明 [22], 我们可以用自旋大于 1/2
的磁性分子作量子存储或者量子编码, 所以高自旋
系统中量子关联的研究对于量子计算的实现富有

意义. 最近Guo 等 [23]研究了自旋为1的一维光学
晶格链中的量子关联, 发现MID较纠缠更为强壮,
MID可以探测量子相变的临界点等特性. 但是他
们的研究限定于磁场是均匀的, 没有考虑到更一般
的非均匀磁场或者杂质磁场对量子关联的影响, 而
这是非常重要的一种实际情形, 所以我们将对包
含非均匀磁场和杂质磁场的自旋为1的Heisenberg
系统中的量子关联进行研究. 除此之外, 我们还会
讨论粒子数目对量子关联的影响.

2 负值度和测量诱导的扰动介绍

Vidal等 [24]在 2002年提出混合纠缠可以用负
值度 (Negativity)来度量, 它是一个操作性好并易
于计算的两体混和态的纠缠度量方法, 是Peres-
Horodeckis可分判据导出的一种自然纠缠度, 系统
的两体纠缠负值度 (N)的定义为

N(ρ) = (||ρTA ||1 − 1)/2, (1)

这里, ρTA代表密度矩阵ρ在希尔伯特空间对A系
统进行部分转置, 下标 1表示矩阵的第一类范数,
上式也等于ρTA所有负本征值绝对值之和, 据此可
对系统中任一粒子进行部分转置, 然后计算其负本
征值, 即可得到相应的负值度表达式.

下面介绍测量诱导的扰动概念, 在量子信息
中, 我们可以使用希伯尔空间来表示两体系统的
总关联. 如果该系统的密度矩阵为ρ, 那么其互信
息为

I(ρ) =
∑

i=A,B
S(ρi)− S(ρ), (2)

其中ρi表示A或者B系统的约化密度矩阵, S(ρ) =
−Tr(ρ log2 ρ)为冯诺依曼熵.

对于一个确定的量子态, 以及和该量子态最接
近的经典态Πρ, 二者之间互信息的差值即为由量
子测量所导致的距离, 即测量诱导的扰动 [18]

MID(ρ) = I(ρ)− I[Πρ], (3)

其中Πρ =
∑
i,j

(
ΠA

i ⊗ΠB
i

)
ρ
(
ΠA

i ⊗ΠB
i

)
是对一

组完备测量基
{
ΠA

i

}
和

{
ΠB

i

}
测量得到的经典量

子态.

3 非均匀磁场对量子关联的影响

3.1 理论模型

处于非均匀磁场中自旋为 1的包含非线性作
用的Heisenberg XXX链的哈密顿量为

H =
L∑

i=1

J(Si · Si+1)+K(Si · Si+1)
2

+ (B + b)Sz
i + (B − b)Sz

i+1, (4)

其中J为粒子间的线性相互作用, K为粒子间的
非线性相互作用, B和 b分别为均匀和非均匀磁场,
Sα(α = x, y, z) 为自旋1算子, 其三个分量为

Sx
i =

1√
2


0 1 0

1 0 1

0 1 0

 , Sy
i =

1√
2


0 −i 0

i 0 −i

0 i 0

 ,

Sz
i =


1 0 0

0 0 0

0 0 −1

 . (5)

经过简单计算, 可以得到两粒子系统的哈密顿量的
矩阵形式为
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H =



J +K + 2B 0 0 0 0 0 0 0 0

0 K +B − b 0 J 0 0 0 0 0

0 0 −J + 2K − 2b 0 J −K 0 K 0 0

0 J 0 K +B + b 0 0 0 0 0

0 0 J −K 0 2K 0 J −K 0 0

0 0 0 0 0 K −B − b 0 J 0

0 0 K 0 J −K 0 −J + 2K + 2b 0 0

0 0 0 0 0 J 0 K −B + b 0

0 0 0 0 0 0 0 0 J +K − 2B


.

(6)

在热平衡条件下系统的态可写为 ρ =

Z−1 exp(−βH), Z为系统的配分函数, Z =

Tr(exp(−βH)), β = 1/kBT , kB为玻尔兹曼常数,
为简单起见, 一般令kB = 1. 在系统本征值和本征

态的基础上, 我们可以写出系统的密度矩阵表示

ρ =
1

Z

∑
i

e−βEi |ψi⟩⟨ψi|. (7)

利用矩阵对角化的方法可以求出 (6)式相应的
本征值和本征态, 在此基础上可得密度矩阵, 但是
对该系统, 其本征值和本征态的表达式特别繁琐,
这里不拟给出密度矩阵的具体表达式, 以下讨论将
主要是数值模拟结果.

3.2 结果和讨论

图 1给出了负值度N和测量诱导的扰动MID
在不同的非均匀磁场条件下随着相互作用J的变

化关系. 由图 1 (a), 在非均匀磁场为0时, 只有相互
作用系数J达到−0.4时才有纠缠,随着 b值的增加,
临界相互作用系数Jc 会减小, 但是随着 b 进一步

增大, 临界Jc 消失, 比如 b = 1.8时, 纠缠的变化是
从 0.256减小到 0.069, 然后再增加到 0.228. 当然,
总体上随着 b的增加, 纠缠的最大值是不断减小的,

但是, 纠缠能够出现在一些原本不存在的区域, 这
就表明 b的作用一方面是抑制纠缠的峰值, 另一方
面是诱导纠缠产生. 由图 1 (b)可见, 在 b = 0时, 测
量诱导的扰动并不为 0, 这就说明此时是有量子关
联存在, 但是负值度这种度量纠缠的方法不能完全
表征出来. 随着 b的增加, 测量诱导的扰动的峰值
也在下降, 类似于纠缠的变化, b的增加能够使得某
些区域原本较小的测量诱导的扰动变大. 从两图中
还可看出, 随着 b值的增加, 量子关联改变的临界
点在J = −0.5处.

图 2表明, 负值度N和测量诱导的扰动MID
基本都是随着非线性作用 |K|的减小而减小. 由
图 2 (a)可见, 适当增加非均匀磁场会提高临界非
线性作用Kc 的值. 如果磁场增加到 1.2和 3, 纠缠
在K = −0.2 时取最小值, 此时有J = K = −0.2,
这表明非均匀磁场的增加促使此处变作最小纠缠

取值点. 类似的特性也在图 2 (b) 中体现, 不同的是
图 2 (b)中的测量诱导的扰动不会随着 |K|的减小
而消失, 亦即测量诱导的扰动更能全面的反映量子
关联的存在. 图 2 (b)中的插图给出了 b = 3时, 测
量诱导的扰动在−0.5 < K < 0时的变化图, 从中
也可看出当K = −0.2时, 量子关联取最小值0.
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图 1 (网刊彩色) 不同非均匀磁场下量子关联随相互作用 J的变化 (K = −0.5, B = 0.5, T = 0.2)
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图 3 (网刊彩色) 不同非均匀磁场下量子关联随均匀磁场B的变化 (J = −0.1, K = −0.3, T = 0.2)

图 3表明, 负值度N和测量诱导的扰动MID
关于均匀磁场B的变化是对称的. 随着非均匀磁场
的增加, 纠缠和测量诱导的扰动的峰值会下降, 但
是二者在均匀磁场下的存在区域却会增大, 定义量

子关联消失时的磁场为临界磁场, 我们能够发现测
量诱导的扰动的临界磁场要大于负值度的临界磁

场, 这进一步反映了测量诱导的扰动能够体现纠缠
不能反映的那部分量子关联.
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J = −0.1, K = −0.3, T = 0.2; (c) J = −0.1, B = 0.5, T = 0.2; (d) K = −0.6, B = 0.5, T = 0.2

030301-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 3 (2015) 030301

图 4给出了不同的外界条件下, 负值度N随着

非均匀磁场 b的变化. 从图 4 (a)发现, 随温度增加,
纠缠下降很快. 在T较小时, b = 0点为纠缠峰值,
但是随着温度的增加, b = 0处不再是纠缠峰值点,
并且温度越高, 纠缠越低, 能够产生纠缠的临界非
均匀磁场也越大. 从图 4 (b)可见, 随着均匀磁场的
增加, 中心区域纠缠在不断降低, 纠缠曲线最后会
汇聚成一条线. 从图 4 (c)看出, 纠缠随着 |K|的增
加不断增加. 图 4 (d)表明, 在 |J | = |K|时, 纠缠峰
值最小, |J | − |K|的差值越大, 纠缠越大.

图 5给出了不同的外界条件下, 测量诱导的扰
动MID随着非均匀磁场 b的变化. 对比图 4我们
发现, MID也会随着温度的增加而逐渐下降, 不

同之处在于MID的峰值点始终在 b = 0处. 而且
MID也会出现所有的曲线都汇聚成一条线的情
形. 随着非线性作用的增加, MID也在增加, 并且
在K = −0.5时, MID在 b = 0处出现峰值. 比较
图 5 (d)和图 4 (d)可见, 在 b为 0时, MID并不为 0,
而是仍有一定的取值, 只有非均匀磁场的增加, 才
会让MID减小为0.

图 6给出了负值度N和测量诱导的扰动MID
在不同的非均匀磁场条件下随着温度T的变化关

系. 图 6 (a)表示, b = 0时, N是从 0增加到最大,
然后减小为 0, 相比于其他 b值, b = 0 时对应的纠

缠最小, 随着 b的增加, 在低温时能够获得的纠缠
值也在变化. 我们注意到, 虽然过高的 b值会导致
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图 5 (网刊彩色) 不同外界条件下测量诱导的扰动随非均匀磁场 b的变化 (a) J = −0.1, K = −0.3, B = 0.2;
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图 6 (网刊彩色) 不同非均匀磁场下量子关联随温度 T 的变化 (J = −0.2, K = −0.4, B = 0.5)
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纠缠下降, 但是纠缠存在的临界温度Tc却会

增加, 也即 b越大, Tc越大. 图 6 (b)表明, MID 不
会随着温度的增加而减小为 0, 是始终存在的渐近
衰减函数, 这再一次表明MID可以很好的表征系
统中全部的量子关联.

4 杂质磁场对量子关联的影响

4.1 理论模型

处于杂质磁场中且包含非线性作用的两粒子

Heisenberg XXX链的哈密顿量可以写为

H = J(S1 · S2) +K(S1 · S2)
2 +BSz

1 . (8)

系统参数和 (4)式中一致. 其中B为加在第一个粒

子上的磁场, 第二个粒子不加磁场, 此即为杂质磁
场. 由于系统的对称性, 保证无论磁场加载哪个粒

子上都是一样的结果. 按照第二节中的方法, 我们
也可计算得到此模型的数值结果.

4.2 结果和讨论

图 7给出了负值度N和测量诱导的扰动MID
在不同的杂质磁场B下随着相互作用J的变化关

系. 从图 7 (a)可见, 相互作用J必须增加到一定数

值时才会有纠缠产生. 我们注意到B = 0时, J的
临界值约为−0.4383, 随着B的增加, J的值分别为
−0.5245, −0.7. 可见, 随着杂质磁场的增加, 临界
Jc的绝对值也在增加. 从图 7 (b)可见, 不存在产生
MID的Jc值, 亦即MID一直存在, 这再一次表明
测量诱导的扰动比纠缠更能体现出全部的量子关

联. 我们还注意到, 随着杂质磁场的增加, 负值度
和测量诱导的扰动整体值都呈下降趋势. 而且各个
杂质磁场对量子关联的的影响彼此间没有交叉.
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图 7 (网刊彩色) 不同杂质磁场下量子关联随相互作用 J的变化 (K = −0.5, T = 0.2)
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图 8 (网刊彩色) 不同杂质磁场下量子关联随非线性作用K的变化 (J = −0.2, T = 0.2)

图 8表明, 在杂质磁场条件下, 负值度N和测

量诱导的扰动MID也是随着非线性作用 |K|的减
小而减小, 在杂质磁场增加的情况下, N和MID是
不断降低的. 和图 7 (a) 类似, 图 8 (a)中的非线性

作用也存在临界Kc值, 也即负值度为 0处. 对于
图 8 (b), 测量诱导的扰动随着杂质磁场的增加, 整
体数值在不断下降, 并且随着K的变化趋势是从在

K = −0.2处有所反弹直到逐渐趋近于0.
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图 9给出了不同的外界条件下, 负值度N随着

杂质磁场B的变化. 我们看到, N随着温度的增加
逐渐减小, 并且会很快趋近 0. 由图 9 (b), N是随
着 |K|的增加而逐渐增加, 并且增加的幅度很快.

图 9 (c)表明, N随着B的变化, J必须小于某个值,
即此时的 |K|取值, 如果 |J |的取值从 0增加到 |K|
在此时的取值 0.4, N会越来越小, 只要 |J |一旦大
于 |K|, 再大的 |J |值都不会产生纠缠.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

N

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

N

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

N

(a)

-3 -2 -1 0 1 2 3

B

-3 -2 -1 0 1 2 3

B

(b)

-3 -2 -1 0 1 2 3

B

(c) J=0

J=-0.2

J=-0.3

J=-0.6

K=0
K=-0.2
K=-0.4
K=-0.6

T=0.1

T=0.2

T=0.3

T=0.4

图 9 (网刊彩色) 不同外界条件下负值度随杂质磁场
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图 11 (网刊彩色) 不同杂质磁场下量子关联随温度 T 的变化 (J = −0.1, K = −0.3)
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图 10给出了不同的外界条件下, 测量诱导的
扰动 MID 随着杂质磁场B的变化关系. MID随着
温度和非线性作用的变化趋势和图 9类似. 有意义
的是图 10 (c), MID首先是随着 |J |的增加而减小,
到临界 |Jc|值, 即此时 |K| 的取值点, MID 取最小
值, 之后, |J |值再增加, MID能随之再次增加, 这
一点有别于图 9 (c).

图 11是负值度N和测量诱导的扰动MID在
不同的杂质磁场条件下随着温度T的变化图. 由
图 11 (a), 我们发现, 不同的B值具有不同的临界

温度, B为 0, 0.3, 0.5, 1时对应的临界温度分别为
0.5, 0.51, 0.535, 0.62. 临界温度值随着B的增加不

断增大. 由图 11 (b), 测量诱导的扰动随着温度的
增加将无限趋近于 0, 但始终不为 0, 这和此前的研
究结论是一致的.

5 多体系统中的量子关联

以上的研究主要是两个粒子的情形, 从以上研
究可以看出, 非均匀和杂质磁场对系统中量子关联
的影响是多方面的, 为了提高系统的量子关联, 需
要恰当的组合系统参数. 那么, 如果系统不是这种
两格点的体系, 而是多个格点所组成的多体系统,
量子关联随着粒子数目的变化会是怎样的呢?
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图 12 (网刊彩色) 量子关联随粒子数的变化 (a)
J = −0.065, K=-0.3, B = b = 0, T = 0.2; (b)
J = −0.065, K = −0.3, B = b = 0, T = 3

图 12给出了系统包含2—7个粒子时量子关联
随粒子数的变化情况. 图 12 (a)是负值度随着粒子
数目的变化图, 从中可见, 整体上随着粒子数目的

增加, 负值度也在增加, 但是在粒子数为 3, 5时的
纠缠较之前偶数粒子时的纠缠会下降, 不过, 在粒
子数目达到 7时的纠缠却比粒子数目为 6时的纠缠
大. 测量诱导的扰动MID也会随着粒子数目的增
加而起伏变化. 以上可见粒子数目的多少对量子关
联的大小有极大的影响. 在我们进行量子信息处理
相关实验的时候, 要考虑到格点数目对量子关联的
影响, 以便实验的顺利进行.

6 结 论

论文研究了两种不同情形的外界磁场对包含

非线性作用的自旋为 1的Heisenberg系统量子关
联的影响, 结果表明: 负值度这种度量纠缠的方法
不能完全表征量子关联, MID更能全面的反映量子
关联的存在. MID不会像纠缠一样达到临界Kc就

消失, 能够随着 |J |的增加而增加, 而且随着杂质磁
场的增加, 临界Jc的绝对值也在增加, N和MID都
是随着非线性作用 |K|的减小而减小. MID在两种
磁场条件下都不会随着温度的增加而消失, 而是变
作渐近衰减函数. 此外, 我们还给出了多体系统中
量子关联变化的普遍性质. 我们的研究结果能够为
认识多体物理体系中量子关联的特征以及理解测

量诱导的扰动和纠缠之间的关系, 为量子信息处理
相关实验的进行提供理论支持.
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Effects of inhomogeneous magnetic field and magnetic
impurity on the quantum correlation of spin-1 system∗
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Abstract
We investigate the effects of inhomogeneous magnetic field and magnetic impurity on the quantum correlation in

spin-1 system by means of negativity and measurement-induced disturbance. Results show that the increase of the
inhomogeneous magnetic field not only decreases entanglement, but also can induce the entanglement, and increases the
value of critical nonlinear coupling Kc. The critical magnetic field for measurement-induced disturbance is higher than
that for negativity, and the measurement-induced disturbance (MID) will not disappear with the decrease of nonlinear
coupling |K|, so it can reveal all the properties of quantum correlation. Results also show that the effects of different
magnetic impurity on MID are independent of each other. Under the magnetic impurity, the entanglement exists only
if the couplings |J | are less than the nonlinear couplings |K|, while there will be the MID when the couplings |J | are
greater than the nonlinear couplings |K|. It is just the minimum point for MID when |J | equals to |K|. Moreover, the
size of the Chain will influence the quantum correlation also.
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