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本文研究一类切换线性系统在异步切换下的镇定问题. 由于控制器的切换信号中存在时滞使得控制器的
切换和系统的切换出现了异步的情况. 首先, 提出了相邻模型依赖平均驻留时间的定义. 然后, 通过合并切换
信号的方法和多Lyapunov函数方法, 给出了相邻模型依赖平均驻留时间切换下整个切换系统稳定的充分条
件和控制器设计. 这些条件反映了系统的连续动态、切换时滞和平均驻留时间之间的关系. 最后, 通过例子验
证了本文方法的有效性.
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1 引 言

切换系统是一类非常重要的混杂动态系统, 它
是由一组连续或离散子系统和一个调节这些子系

统如何运行的切换信号构成的 [1]. 受到计算机科学
和电子技术迅猛发展的影响, 切换系统的研究和应
用具备了广阔的平台. 切换系统理论已发展成为当
今自动控制领域热点课题之一 [2−11], 并且在工程
实际中具有非常广泛的应用, 例如飞行器控制、机
器人行走控制、网络控制系统等 [12−16]. 切换系统
理论在解决很多实际问题中都凸显了其很大的优

势, 即在解决系统基本问题的同时, 也改善了系统
的暂态性能和提高了系统的控制精度.

异步切换是指切换系统的控制器 (观测器等)
的切换信号 (切换序列)与子系统的切换信号 (切换
序列)不一致的切换行为. 造成异步切换的原因有
很多, 例如, 切换信号中存在时滞、不确定和扰动

等. 本文考虑由切换时滞所引起的异步切换, 例如,
切换信号的测量需要一定的时间造成的切换时滞;
信息交换和传送过程中拥堵而造成的切换时滞等.
一般来说, 异步切换的存在往往导致系统的性能指
标下降, 甚至破坏系统的稳定性 [17−20]. 异步切换
理论在通信系统、电力系统、网络控制系统等诸多

实际领域中都有着广泛的应用. 例如, 蜂窝移动通
信系统是一个典型的切换系统. 蜂窝移动通信系
统的特点是将整个网络服务区域划分为若干小区,
然后在每个小区分别建设一个或者多个基站, 用以
负责本小区移动通信的联络和控制等功能 [21]. 当
用户从一个基站移动到另外一个基站时, 用户和旧
的基站之间的链路中断或者释放, 与新的基站之间
建立新的链路, 也就是随着用户的移动, 根据基站
接收到的信号的强弱, 用户和基站之间的链路发生
切换. 另外, 在通信过程和切换过程中, 信号传输
需要一定的时间, 引发异步切换现象, 影响着话音
质量, 甚至可能导致掉话. 此时, 就需要利用异步
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切换系统理论解决移动通信覆盖中的切换问题和

时滞问题, 从而提高蜂窝移动通信网络的性能. 因
此, 对于切换系统异步切换下的稳定性问题的研究
有着重要的理论意义, 日益受到国内外学者的关注
和重视. 文献 [19]和文献 [22]基于平均驻留时间方
法研究了一类切换线性系统的异步切换下的控制

问题, 给出了使得整个切换系统在异步切换下指数
稳定的充分条件和所有的子系统应满足的公共驻

留时间. 文献 [23]将平均驻留时间切换信号扩展到
了模型依赖的平均驻留时间切换信号, 允许不同的
子系统拥有各自不同的平均驻留时间. 文献 [24] 将
文献 [23]所提出的模型依赖的平均驻留时间方法
应用到了切换正时滞系统的异步L1控制问题的讨

论中, 给出了闭环系统指数稳定和具有L1性能的

充分条件. 值得指出的是, 在文献 [24]中, 在切换
时刻点处刻画Lyapunov函数跳变的参数是仅仅依
赖于将要切换到的子系统的, 而与从哪个子系统
切换过来无关. 这就表现为, 每个子系统的平均驻
留时间与其相邻的前一个运行的子系统无关. 事
实上, 针对每个子系统, 从不同的子系统切换而来,
Lyapunov函数的跳变程度是不一样的. 如, 在蜂窝
移动通讯系统中, 一个基站有多个相邻基站, 用户
和基站之间的链路发生切换时, 从不同的相邻基站
切换到同一个基站对话音质量的影响也是不同的,
可能从某个基站切换到该基站会发生掉话, 而从另
外一个基站切换过来不会发生掉话现象, 但是可能
导致串线. 所以, 在切换时刻点处, 把同一个子系
统根据其是由哪个子系统切换而来再次进行分类,
得到相邻模型依赖平均驻留时间是非常有意义的.

本文研究一类切换线性系统异步切换下的镇

定问题. 首先, 提出了相邻模型依赖的平均驻留时
间概念. 然后, 利用多Lyapunov函数方法和合并
切换信号的方法, 通过允许Lyapunov函数在子系
统与控制器不匹配的运行时间段上有限增长, 并且
在切换时刻点处, 把同一个子系统根据其是由哪个
子系统切换而来再次进行分类, 得到相邻模型依赖
的Lyapunov函数跳变参数, 从而给出使得整个切
换系统镇定的充分条件和切换信号所满足的相邻

的模型依赖的平均驻留时间. 所给出的Lyapunov
函数跳变参数不仅依赖于即将切换到的子系统而

且依赖于从哪个子系统切换而来. 最后, 通过例子
验证了本文方法的有效性和较小的保守性.

2 问题描述和预备知识

考虑如下的切换线性系统P:

ẋ(t) = Aσ(t)x(t) +Bσ(t)u(t), x(0) = x0, (1)

其中x(t) ∈ Rn是系统的状态; σ(t) : [0,∞) → S =

{1, 2, · · · ,M}是切换信号, 对应于σ(t), 有切换序
列 {x(t0) : (l0, t0), · · · , (li, ti), · · · , |li ∈ S, i ∈ N},
表明了当 t ∈ [ti, ti+1)时, 第 li个子系统被激活. 本
文考虑如下形式的控制器:

u(t) = Kσ(t−τs)x(t), (2)

其中, τs是切换时滞. 这里, 假设切换时滞 τs是已

知的, 并且满足 τs < ti+1 − ti, i ∈ N.
此时, 对应的闭环系统为

ẋ(t) = (Aσ(t) +Bσ(t)Kσ(t−τs))x(t). (3)

定义1[18] 系统 (1)的平衡点x∗ = 0称为在

切换信号σ(t)下是全局一致指数稳定的, 如果对于
任意的初始条件x0, 系统 (1)的解x(t)满足

∥x(t)∥ 6 κ e−λ(t−t0)∥x(t0)∥, ∀t > t0,

其中, 常数κ > 0, λ > 0.
定义2[23] 对于切换信号σ(t)和任意时刻T ,

t, T > t > 0, 令Nσp(T, t)代表在时间区间 [t, T ]

上子系统 p, p ∈ M被激活的切换次数, Tp(T, t)

代表子系统 p在 [t, T ]上总的运行时间. 如果存在
N0p > 0, τap > 0, 使得不等式

Nσp(T, t) 6 N0p +
Tp(T, t)

τap
, ∀T > t > 0 (4)

成立, 那么就称切换信号σ(t)具有模型依赖的平均

驻留时间 τap, N0p代表了模型依赖的抖振界, σp表
示切换信号σ(t) = p.

在给出相邻模型依赖的平均驻留时间定义之

前, 我们先给出下面记号: 令 pq代表子系统 p, 该
子系统 p是由子系统 q切换来的. 例如, p1表示子
系统 p是由子系统 1切换来的, p2 表示子系统 p是

由子系统 2 切换来的. 对于任意的 p ∈ S, 定义
Sp = {p1, p2, · · · , pM}.

定义3 对于切换信号σ(t)和任意时刻T , t,
T > t > 0, 令Nσpq(T, t), p, q ∈ S, q ̸= p代表

在时间区间 [t, T ]上子系统 pq被激活的切换次数,
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Tpq(T, t)代表子系统 pq在 [t, T ]上总的运行时间.
如果存在N0pq > 0, τapq > 0, 使得不等式

Nσpq
(T, t) 6 N0pq

+
Tpq(T, t)

τapq

, ∀T > t > 0 (5)

成立, 那么就称切换信号σ(t)具有相邻模型依赖平

均驻留时间 τapq , N0pq 代表了相邻模型依赖的抖

振界.
在定义 3中, 把同一个子系统根据其是由哪个

子系统切换而来再次进行了分类, 给出了相邻模型
依赖平均驻留时间的定义. 因而, 与定义 2相比较,
有下面的关系式成立:

Tp(T, t) =
M∑

q=1,q ̸=p

Tpq
(T, t),

Nσp(T, t) =

M∑
q=1,q ̸=p

Nσpq(T, t).

令Save[τapq , N0pq ]代表具有相邻模型依赖平均驻

留时间 τapq 和抖振界N0pq的一类切换信号.
类似于文献 [22], 我们建立虚拟的切换信号

σ′(t) : [0,∞) → S × S: σ′(t) = (σ1(t), σ2(t)). 用
符号⊕表示合并行为使得σ′ = σ1 ⊕ σ2. 该定义
表明切换信号σ′的切换次数是切换信号σ1的切换

次数与切换信号σ2的切换次数的和. 本文中, 令
σ1(t) = σ(t), σ2(t) = σ1(t− τs).

下面我们给出两个引理.
引理1 对于任意的 p ∈ S, i ∈ Sp, 令

σ1i(t) ∈ Save[τai, N0i] 且σ2i(t) = σ1i(t − τs), 则
有σ2i(t) ∈ Save[τai, N0i +

τs
τai

].
证明 考虑任意的时间区间 (t0, t]. 令 τik ,

k = 1, · · · , Nσ2i(t, t0)代表在区间 (t0, t]上 σ2i的

切换时刻, 并且令 τ ′ik , k = 1, · · · , Nσ2i(t, t0)代表

在区间 (t0, t]上与 τik相对应的σ1i的切换时刻, 即
τik = τ ′ik + τs, 则

τ ′iNσ2i(t,t0)
6 τiNσ2i(t,t0)

6 t,

且

τ ′i1 = τi1 − τs > t0 − τs.

因此, 可以得到

Ti(τ
′
iNσ2i(t,t0)

, τ ′i1) < Ti(t, t0 − τs).

选取任意小的 ε > 0使得

Ti(τ
′
iNσ2i(t,t0)

, τ ′i1 − ε) 6 Ti(t, t0 − τs)

且 τ ′i1 − ε > t0. 因为在区间 (τ ′i1 − ε, τ ′iNσ2i(t,t0)

]
上,

切换了Nσ2i(t, t0) 次, 并且

Nσ1i(τ
′
iNσ2i(t,t0)

, τ ′i1 − ε)

6 N0i +
Ti(τ

′
iNσ2i(t,t0)

, τ ′i1 − ε)

τai
,

下式成立:

Nσ2i(t, t0) = Nσ1i(τ
′
iNσ2i(t,t0)

, τ ′i1 − ε)

6 N0i +
Ti(τ

′
iNσ2i(t,t0)

, τ ′i1 − ε)

τai

6 N0i +
Ti(t, t0 − τs)

τai

6 N0i +
Ti(t, t0)

τai
+

τs
τai

. (6)

引理2 对于任意的p ∈ S, i ∈ Sp,令σ1i(t) ∈
Save[τai, N0i]且σ2i(t) = σ1i(t−τs). 对于任意的时
间区间 (t0, t), 令mi(t, t0)代表使得σ1i(t) = σ2i(t)

的总时间, 并且令 m̄i(t, t0) = Ti(t, t0) − mi(t, t0).
如果对于正常数 αi,i, βi,j和 āi ∈ [0, αi,i],

τs(αi,i + βi,j) 6 (αi,i − āi)τai. (7)

则下式成立:

−αi,imi(t, t0) + βi,jm̄i(t, t0) 6 ci,j − āiTi(t, t0),

∀t > t0 > 0, (8)

其中, ci,j = (αi,i + βi,j)N0iτs.
证明 令 τ1, · · · , τNσ1i代表σ1i在区间 (t0, t]

上的切换时刻, 那么在区间 (τk, τk+1]上σ1i(t) ̸=
σ2i(t)的时间最多为 τs. 因此, 在区间 (t0, t]上

σ1i(t) ̸= σ2i(t)的总的时间最多为 Nσ1i(t, t0)τs,
表明

m̄i(t, t0) 6 Nσ1i(t, t0)τs,

因而

mi(t, t0) > Ti(t, t0)−Nσ1i(t, t0)τs.

因为σ1i(t) ∈ Save[τai, N0i], 我们有

Nσ1i(t, t0) 6 N0i + Ti(t, t0)/τai.

因此,

m̄i(t, t0) 6 N0iτs + Ti(t, t0)τs/τai,

且

mi(t, t0) >Ti(t, t0)− [N0i + Ti(t, t0)/τai]τs

>[1− τs/τai]Ti(t, t0)−N0iτs,
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于是有

− αi,imi(t, t0) + βi,jm̄i(t, t0)

6 αi,iN0iτs + βi,jN0iτs

+ [−αi,i + αi,i
τs
τai

+ βi,j
τs
τai

]Ti(t, t0). (9)

如果 (7)式成立, 则−αi,i + αi,i
τs
τai

+ βi,j
τs
τai

6
−āi, 因而可得 (8)式.

3 主要结论

下面给出使得系统 (1)在异步切换下指数稳定
的镇定控制器存在的充分条件和控制器设计.

定理1 考虑切换系统 (1). 对任意的 i, j ∈ S,
i ̸= j, 令 τs > 0, αi,i > 0, βi,j > 0, µi,j > 1为给定

的常数. 如果存在矩阵 P̄i > 0 和Mi使得

AiP̄i+P̄iA
T
i +BiMi+MT

i BT
i +αi,iP̄i < 0, (10)

AiP̄j+P̄jA
T
i +BiMj+MT

j BT
i −βi,jP̄j < 0, (11)

P̄j 6 µi,jP̄i. (12)

那么, 存在一组镇定控制器使得系统 (2)对于任意
的满足相邻模型依赖平均驻留时间

τaij > τ∗aij =
lnµi,j + (αi,i + βi,j)τs

αi,i
(13)

的切换信号是全局指数稳定的, 并且控制器增益
Ki = MiP̄

−1
i .

证明 考虑如下形式的Lyapunov函数

V (t) = Vi(t) = xT(t)Pix(t), (14)

其中P−1
i = P̄i, i ∈ S.
根据V (t)的定义, 可以得到

min
i∈S

{λmin(Pi)}∥x∥2

6 V (t) 6 max
i∈S

{λmax(Pi)}∥x∥2. (15)

对于任意的 i, j ∈ S, 沿着系统 (3)的轨迹,
我们有

V̇j(t)− βi,jVj(t) = xT(t)Πi,jx(t), (16)

V̇i(t) + αi,iVi(t) = xT(t)Σi,ix(t), (17)

其中

Σi,i = PiAi+AT
i Pi+PiBiKi+KT

i B
T
i Pi+αi,iPi,

Πi,j = PjAi+AT
i Pj+PjBiKj+KT

j B
T
i Pj−βi,jPj .

在不等式Σi,i < 0的两边乘以 P̄i, 在不等式Πi,j <

0的两端乘以 P̄j , 应用Schur引理, 令KiP̄i = Mi,

可以得到不等式 (17)成立等价于不等式 (10)成立,
不等式 (16)成立等价于不等式 (11)成立. 因此, 如
果不等式 (10)和 (11)成立, 有

V̇i(t) < −αi,iVi(t), (18)

V̇j(t) < βi,jVj(t). (19)

由 (12)式, 可得

Vi 6 µi,jVj . (20)

令 τ1, · · · , τNσ′ (τ0,t)代表切换信号σ′在区间

(τ0, T )上的切换时刻, 且 τ0 = t0, τNσ′ (τ0,T )+1 =

T−. 因为σ′对于任意的 t ∈ [τk, τk+1)为常值, 由式
(18)以及引理1, 我们有

V (T )

6 e
−λσ′(τN

σ′ )
(T−τN

σ′ )
hσ′(τN

σ′ )
V (t−Nσ′ )

6 e
−λσ′(τN

σ′ )
(T−τN

σ′ ) e
−λσ′(τN

σ′−1)(τNσ′−τN
σ′−1)

× hσ′(τN
σ′ )

hσ′(τN
σ′−1)V (τ−Nσ′−1)

6
Nσ′−1∏
j=0

hσ′(τj+1)

× exp
[ Nσ′∑

j=0

−λσ′(τj)(τj+1 − τj)

]
V (τ0)

6
M∏
i=1

M∏
j=1,j ̸=i

µ
Nσ2ij

i,j

× exp
{ M∑

i=1

M∑
j=1,j ̸=i

[
βi,jm̄ij (T, t0)

− αi,imij (T, t0)
]}

V (τ0), (21)

其中, hi,i = µi,j , hi,j = 1, λi,i = αi,i, λi,j = −βi,j .
条件 (13)表明存在 āi ∈ [0, αi,i]使得

lnµi,j

τaij
< āi < αi,i −

(αi,i + βi,j)τs
τaij

. (22)

应用引理2, 可得

V (T )

6 g0 exp
{ M∑

i=1

M∑
j=1,j ̸=i

[
ln(µi,j)

τaij
− āi

]

× Tij (T, t0)

}
V (t0)

6 g0 exp
{

max
i,j∈S,j ̸=i

[
ln(µi,j)

τaij
− āi

]
× (T − t0)

}
V (t0), (23)
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其中

g0 = exp
{ M∑

i=1

M∑
j=1,j ̸=i

[
cij +N0ij ln(µi,j)

+
τs
τaij

lnµi,j

]}
.

令 q = max
i,j∈S,j ̸=i

{ ln(µi,j)

τai
− āi

}
, 由 (22)式, 我

们有 q < 0且

V (T ) 6 g0 eq(T−t0)V (t0). (24)

证毕.

4 仿真算例

考虑具有两个子系统的切换线性系统 (1) [19],
其中,

A1 =

0.2 −0.5

0.5 −0.3

 , A2 =

0.2 0.3

−1 0.4

 ,

B1 = [−0.4 1.8]T, B2 = [0.1 1.5]T. (25)

在文献 [19]中, 当切换时滞 τs = 0.5时, 对切换
系统 (1)通过设计满足平均驻留时间的切换信号,
使得整个切换系统达到指数稳定,但是要求两个子
系统的平均驻留时间都大于等于 3.0660 s. 在文献
[24]中, 类切换正系统在异步切换下的镇定问题得
到了研究, 要求切换信号满足模型依赖平均驻留
时间, 但是与相邻模型的动态行为无关. 由于系统
(1)是一般的切换线性系统不是正系统, 所以文献
[24]中的结论不适用. 给定 τs = 0.5, µ1,2 = 1.02,
µ2,1 = 1.02, α1,1 = 0.3, α2,2 = 0.3, β1,2 = 1.5,
β2,1 = 0.75, 本文通过设计相邻模型依赖的平均驻
留时间切换信号, 求解定理 1中的条件, 可以得到
两个子系统分别满足平均驻留时间 τ∗a12 = 3.0660

和 τ∗a21 = 1.8160, 就可以使得整个切换系统得到指
数镇定. 对应的控制器增益为

K1 = [1.2522 − 1.6414] ,

K2 = [−1.6704 − 1.7674] . (26)

子系统 1和子系统 2的闭环系统状态响应曲线
如图 1和图 2所示, 其中初始条件x0 = [0.8−1.2]T.
图 3给出了切换系统 (1)的切换信号. 图 4所示为
切换系统在异步切换信号下的闭环系统的状态响

应曲线.

0 20 40 60 80 100
-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

t/s

x

x1

x2

图 1 系统 1的状态响应曲线

t/s

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

x

x1

x2

0 20 40 60 80 100

图 2 子系统 2的状态响应曲线

t/s

σ

0 20 40 60 80 100
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

σ1

σ2

图 3 切换信号

t/s

0 20 40 60 80 100
-1.5

-1.0
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0
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1.0

x
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x2

图 4 切换系统 (1)的状态响应曲线
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5 结 论

本文通过相邻模型依赖的平均驻留时间方法

研究了一类切换线性系统在异步切换下的镇定问

题. 首先, 提出了相邻模型依赖平均驻留时间的定
义. 然后, 通过合并切换信号的方法和多Lyapunov
函数方法, 给出了相邻模型依赖平均驻留时间切换
下整个切换系统稳定的充分条件和控制器设计. 切
换非线性时滞系统异步切换下的镇定问题将是我

们未来研究的一个主题.
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Abstract
This paper addresses the stabilization problem of a class of switched linear systems. Due to the presence of switching

delay in the switching signal of the controller, the switching of the controller and the of the system are turned out to
be asynchronous. By combining switching signal method with the multiple Lyapunov function method, some sufficient
conditions are provided to guarantee the stability of the whole switched system by an adjacent mode-dependent average
dwell time scheme. These conditions imply the relationship among the continuous dynamics, switching delay, and the
average dwell time. Finally, a numerical example is presented to illustrate the effectiveness of the proposed method.

Keywords: switched system, asynchronous switching, adjacent mode-dependent average dwell time
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