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研究一类非线性相对转动系统在负载Coulomb摩擦效应下的混沌运动行为. 根据Lagrange方程建立一
类含非线性负载Coulomb摩擦阻尼的两个质量相对转动系统的动力学方程. 利用Cardano公式讨论自治系
统的特征值, 在此基础上, 应用待定系数法给出系统同宿轨道的存在性, 并借助Silnikov定理研究了系统的混
沌行为. 最后数值模拟了给定参数下系统的混沌运动, 并给出在Coulomb摩擦阻尼变化下系统由周期、倍周
期通向混沌的途径, 验证了理论分析的正确性.

关键词: 相对转动系统, 混沌, Coulomb摩擦, 同宿轨道
PACS: 45.20.dc, 05.45.–a DOI: 10.7498/aps.64.064501

1 引 言

转动是自然界中比较普遍的物理现象,
Carmeli [1,2]于 1985和 1986年创建了转动相对论
力学理论, 1996年, Luo [3,4]建立了转动相对论分

析力学理论, 并成功应用于动力系统的对称性与守
恒量等研究 [5−7]. 同时, 基于相对性原理, 相对转
动系统在解析计算、稳定性、分岔和混沌等方面也

取得了重要研究进展 [8−11].
相对转动系统是工程实际中一种广泛存在的

动力传递系统, 如轧钢机、涡轮式发电机等大型
旋转机械, 此类系统包含多种非线性因素, 如刚
度、间隙和阻尼等, 会导致系统发生分岔、混沌
等 [12−15]复杂动力学行为. 很多专家学者从不同方
面对其进行了深入研究, 侯东晓等 [16]考虑了材料

的滞后特性, 研究了一类含Davidenkov滞后环的
非线性相对转动系统的动力学特性; Siewe等 [17]在

研究周期驱动下Rayleigh-Duffing振子的Melnikov

混沌运动时, 重点考虑了非线性阻尼扰动因素;
Wang 等 [18]则把间隙作为重要因素, 研究了一类
齿轮转动系统的分岔和混沌.

此外, 在相对转动系统中, 摩擦阻尼是一个广
泛存在且不容忽视的非线性因素, 这在大型旋转机
械的研究中显得更为突出, 受到了不少专家学者的
关注. 唐荣荣 [19]考虑了一类广义摩擦阻力和非线

性弹性力, 研究了相对转动系统在不同激励下系统
的近似解与稳定性问题; 刘爽等 [20]研究了一类含

广义非线性负载摩擦阻尼的相对转动系统的Hopf
分岔现象, 并对其进行了有效控制; Thomsen 和
Fidlin [21]考虑了一类广义非线性黏滑摩擦力, 研究
了传动系统黏滑振动幅值的近似解析.

本文在文献 [20]Hopf分岔研究的基础上, 提出
一种Coulomb摩擦阻尼, 并进一步研究了系统在该
阻尼作用下的混沌运动. 首先应用Lagrange方程
建立一类含非线性负载Coulomb摩擦阻尼的两质
量非线性相对转动系统的动力学方程; 其次利用
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Cardano公式讨论系统的特征值, 在此基础上, 应
用待定系数法给出系统同宿轨道的存在性, 并借
助Silnikov定理给出了系统存在混沌的判据 [22−24];
最后数值模拟了给定参数下系统的混沌运动, 得到
了Coulomb摩擦阻尼变化下的分岔图、最大Lya-
punov指数图、相轨迹图和Poincáre截面图, 并给
出系统由周期、倍周期通向混沌的途径, 验证了理
论分析的正确性.

2 系统的非线性动力学方程

研究两质量非线性相对转动系统, 系统的动能
和势能分别为

E =

2∑
i=1

1

2
Jiθ̇

2
i =

1

2
J1θ̇

2
1 +

1

2
J2θ̇

2
2, (1)

U =
1

2
K(θ1 − θ2)

2, (2)

式中Ji(i = 1, 2)为系统集中质量的转动惯量,
θi(i = 1, 2)为系统集中质量的扭转角, θ̇i(i = 1, 2)

为集中质量的角速度, K为系统扭转刚度.
系统的Lagrange函数L为

L = E − U

=
1

2
J1θ̇

2
1 +

1

2
J2θ̇

2
2 −

1

2
K(θ1 − θ2)

2, (3)

广义力矩为

Qi =
2∑

i=1

F i
i

∂θi
∂qj

(j = 1, 2), (4)

式中F i
i = Ti + F c

i , F c
i 为系统广义阻尼力, Ti为广

义外力矩, qj(j = 1, 2)为广义坐标.
现考虑一类相对转动系统中广泛存在的

Coulomb摩擦阻尼, 对于轧机主传动系统这一典
型相对转动系统, 由文献 [25]可知, 在研究润滑油
膜厚度 ε模型和摩擦因数µ返算方法的基础上, 拟
合得出了两者的定量关系如下:

µ = a0 + a eBεε, (5)

式中a0为液体摩擦影响系数, a为干摩擦影响系数;
Bε为摩擦因数衰减指数.

为便于系统的动力学特性研究, 现重点考虑负
载表面线速度 vr与摩擦因数的作用关系, 在一定条
件下油膜厚度 ε模型可表示为

ε = b0vr + c0, (6)

式中 b0和 c0为相应常系数.

将 (6)式代入 (5)式中, 得到

µ = a0 + a e−bvr+c, (7)

式中 b和 c为相应的摩擦系数.
由Coulomb定律, 并结合 (7)式可得负载

Coulomb摩擦阻尼力矩Tf为

Tf = PµR = PRa0 + PRa e−bvr+c, (8)

式中P为轧制力, R为负载半径, 则 vr = Rθ̇2.
则系统的广义阻尼力F c

1 , F c
2为

F c
1 = −C(θ̇1 − θ̇2),

F c
2 = C(θ̇1 − θ̇2)− Tf , (9)

其中C为系统结构阻尼.
将 (1)—(4)式和 (9)式代入含耗散项的广义

Lagrange方程:
d
dt

(
∂L

∂θ̇i

)
− ∂L

∂θi
+

∂F

∂θi
= Qi (i = 1, 2), (10)

得到J1θ̈1 + C(θ̇1 − θ̇2) +K(θ1 − θ2) = T1,

J2θ̈2 − C(θ̇1 − θ̇2)−K(θ1 − θ2) = −T2 − Tf ,

(11)

式中 θ̈i(i = 1, 2)为系统集中质量的角加速度, T1与

T2分别为转轴两端受到的加载力矩与负载力矩.
实际中不可避免地存在负载扰动, 现将负载力

矩T2分为恒定负载力矩T20和负载扰动力矩T21,
即: T2 = T20 + T21. 假定加载力矩T1为恒定值,
令 θ10与 θ20分别为恒定加载力矩T1和T20共同作

用下造成的转轴两端的扭转角, φ1与φ2分别为负

载扰动力矩T21作用下造成的转轴两端的扭转波动

角, 不难得出:

θ1 = θ10 + φ1, θ2 = θ20 + φ2, (12)

θ̇10 = θ̇20, θ̈10 = θ̈20 = 0. (13)

将 (8), (12)和 (13)式代入 (11)式中, 并将摩擦
阻尼力矩Tf在稳定转速 θ̇20处泰勒公式展开, 取前
两项, 整理后得

J1φ̈1 + C(φ̇1 − φ̇2) +K(∆θ + φ1 − φ2)

= T1,

J2φ̈2 − C(φ̇1 − φ̇2)−K(∆θ + φ1 − φ2)

= −T2 − PRa0

− PRµ0

(
1− bRφ̇2 +

b2R2

2
φ̇2
2

)
,

(14)
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其中∆θ = θ10 − θ20, µ0 = a e−bRθ̇20+c.
当T21 = 0, 即系统在恒定力矩T1和T20作用

下运行时, 有φ1 = φ2 = 0, 将此式代入 (14)式中得K∆θ = T1,

K∆θ = T20 + PRa0 + PRµ0.
(15)

将 (15)式代入 (14)式, 并整理得到
J1φ̈1 + C(φ̇1 − φ̇2) +K(φ1 − φ2) = 0,

J2φ̈2 − Cφ̇1 + (C − Pbµ0R
2)φ̇2

+
Pµ0b

2R3

2
φ̇2
2 −K(φ1 − φ2) = −T21.

(16)

令 c1 =
K

J1
, c2 =

C

J1
, c3 =

K

J2
, c4 =

C

J2
,

c5 =
C − Pbµ0R

2

J2
, c6 =

Pµ0b
2R3

2J2
, F =

T21

J2
, (16)

式可简化为
φ̈1 + c2(φ̇1 − φ̇2) + c1(φ1 − φ2) = 0,

φ̈2 − c4φ̇1 + c5φ̇2 + c6φ̇
2
2

−c3(φ1 − φ2) = −F.

(17)

上式是一类含负载Coulomb摩擦阻尼的两质量非
线性相对转动系统在负载扰动力矩作用下的动力

学方程, 是研究系统动力学行为的基础. 工程实际
中温度、润滑等摩擦条件的变化会改变系统的摩擦

阻尼, 从而影响整个系统的动力学行为. 下面基于
此方程研究负载Coulomb摩擦阻尼作用下系统的
混沌运动行为.

3 系统混沌特性分析

3.1 平衡点及特征值分析

令x1 = φ1 − φ2, x2 = φ̇1, x3 = φ̇2, 则方程
(17)可化为如下等价一阶微分方程组:

ẋ1 = x2 − x3,

ẋ2 = −c1x1 − c2x2 + c2x3,

ẋ3 = c3x1 + c4x2 − c5x3 − c6x
2
3 − F.

(18)

在负载摩擦阻尼力作用下, 为研究系统受扰动
后产生的响应, 在此令扰动力矩T21 = 0, 则F = 0,
得到如下三维自治系统:

ẋ1 = x2 − x3,

ẋ2 = −c1x1 − c2x2 + c2x3,

ẋ3 = c3x1 + c4x2 − c5x3 − c6x
2
3.

(19)

不难得出, 该系统的平衡点x∗
0(x

∗
1, x

∗
2, x

∗
3)有两个:

x0(0, 0, 0), x′
0

(
0,

c4 − c5
c6

,
c4 − c5

c6

)
. 系统在平衡点

x∗
0处的Jacobian矩阵A为

A =


0 1 −1

−c1 −c2 c2

c3 c4 −c5 − 2c6x
∗
3

 . (20)

对于平衡点x0(0, 0, 0), 有

A =


0 1 −1

−c1 −c2 c2

c3 c4 −c5

 , (21)

其特征方程为

λ3 + p1λ
2 + p2λ+ p3 = 0, (22)

其中

p1 = c2 + c5,

p2 = c2c5 − c2c4 + c1 + c3,

p3 = c1c5 − c1c4.

令λ = u− p1
3

, 则 (22)式变为

u3 + pu+ q = 0, (23)

其中

p = p2 −
p21
3
, q = p3 −

p1p2
3

+
2p31
27

.

由Cardano公式可知, 若满足:

∆ =

(
q

2

)2

+

(
p

3

)3

> 0, (24)

Γ = 3

√
−q

2
+
√
∆+ 3

√
−q

2
−
√
∆

<min
(
p1
3
,−2p1

3

)
, (25)

则平衡点x0是一个鞍焦点, 特征方程 (22)存在一
个实根α和一对共轭复根β ± iω, 且满足α < 0,
β > 0, |α| > β > 0.

同理, 对于平衡点x′
0

(
0,

c4 − c5
c6

,
c4 − c5

c6

)
, 可

用同样的方法验证其是否是一个鞍焦点.

3.2 同宿轨道分析

下面利用待定系数法讨论系统 (19)通过平衡
点x∗

0(x
∗
1, x

∗
2, x

∗
3)的同宿轨道.

当 t > 0时, 即考虑正向时间轨道, 此时令:
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x1(t) = x∗
1 +

+∞∑
k=1

ak ekαt,

x2(t) = x∗
2 +

+∞∑
k=1

bk ekαt,

x3(t) = x∗
3 +

+∞∑
k=1

dk ekαt,

(26)

其中ak, bk, dk为待定系数; α为矩阵A的负实根.
将 (26)式代入系统 (19), 比较 ekαt相同次幂系数,
当k = 1时, 可得

a1α = b1 − d1,

b1α = −a1c1 − b1c2 + c2d1,

d1α = a1c3 + b1c4 − c5d1 − 2c6d1x
∗
3,

即

(αI −A)


a1

b1

d1

 = 0; (27)

当k = 2时, 有

(2αI −A)


a2

b2

d2

 =


0

0

−c6d
2
1

 ; (28)

同理, 当k > 3时, 可以得出

(kαI −A)


ak

bk

dk

 =


0

0

−c6
∑

i+j=k

didj

 . (29)

由平衡点分析中可知, 若系统满足条件 (24)和
(25)式, 则Jacobian矩阵A 有惟一负特征根α, 此
时只有惟一的一个负数α使得det(αI −A) = 0, 由
(27)式可知, (a1, b1, d1)有非零解, 并可由一个自
由参数 ξ表示. 由于det(kαI −A) ̸= 0(k > 1), 则
(ak, bk, dk)(k > 1)有与参数 ξ有关的惟一解, 并可
由下式确定:

ak

bk

dk

 = (kαI −A)−1


0

0

−c6
∑

i+j=k

didj

 . (30)

则 (26)—(30)式确定了系统 (19)的正向时间轨道
x1(t), x2(t), x3(t).

当 t < 0时, 求解过x∗
0(x

∗
1, x

∗
2, x

∗
3)的反向时间

轨道, 令 τ = −t(t > 0), 系统 (19)可变为
x′
1

x′
2

x′
3

 =


0 −1 1

c1 c2 −c2

−c3 −c4 c5



x1

x2

x3

+


0

0

c6x
2

 , (31)

其中x′
1 =

dx1

dτ , x′
2 =

dx2

dτ , x′
3 =

dx3

dτ .

令: 

x1(τ) = x∗
1 +

+∞∑
k=1

a′k e−kγτ

x2(τ) = x∗
2 +

+∞∑
k=1

b′k e−kγτ

x3(τ) = x∗
3 +

+∞∑
k=1

d′k e−kγτ

(32)

为系统的反向时间轨道, 其中a′k, b
′
k, d

′
k为待定系

数; γ为待定负实数. 同 t > 0时类似, 把 (32)式
代入 (31)式中, 比较 e−kγτ相同次幂系数可得, 当
k = 1时,

(γI −A)


a′1

b′1

d′1

 = 0; (33)

同理, 当k > 1时, 可得

(kγI −A)


a′k

b′k

d′k

 =


0

0

−c6
∑

i+j=k

d′id
′
j

 . (34)

令γ = α, 由于det(αI −A) = 0, 则上式有非
零解 (a′1, b

′
1, d

′
1), 且可由一个自由参数 η表示. 令

ξ = η, 显然a′k = ak, b′k = bk, d′k = dk, 且 η值可

由x1(t), x2(t), x3(t)在 t = 0处的连续性确定. 又
det(kαI −A) ̸= 0(k > 1), 则 (a′k, b

′
k, d

′
k)可由下式

惟一确定:
a′k

b′k

d′k

 = (kγI −A)−1


0

0

−c6
∑

i+j=k

d′id
′
j

 . (35)

(32)—(35)式惟一确定了系统 (19)的反向时间
轨道x1(t), x2(t), x3(t).

综合 t > 0和 t < 0两种情况, 系统通过平衡点
x∗
0(x

∗
1, x

∗
2, x

∗
3)的同宿轨道可表示为

064501-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 6 (2015) 064501

x1(t) =


x∗
1 +

+∞∑
k=1

ak ekαt t > 0,

x∗
1 +

+∞∑
k=1

a′k e−kαt t < 0;

(36)

x2(t) =


x∗
2 +

+∞∑
k=1

bk ekαt t > 0,

x∗
2 +

+∞∑
k=1

b′k e−kαt t < 0;

(37)

x3(t) =


x∗
3 +

+∞∑
k=1

dk ekαt t > 0,

x∗
3 +

+∞∑
k=1

d′k e−kαt t < 0;

(38)

其中η值由

+∞∑
k=1

ak=
+∞∑
k=1

a′k,
+∞∑
k=1

bk=
+∞∑
k=1

b′k,
+∞∑
k=1

dk=
+∞∑
k=1

d′k

确定.
下面讨论由 (36), (37)和 (38)式给出的同宿轨

道的一致收敛性. 根据 (29)式, 由递推法可得∣∣∣∣(ak, bk, dk)T∣∣∣∣
∞

6
k∏

i=2

∣∣∣∣(iαI −A)−1
∣∣∣∣
∞

× (k − 1)ck6
∣∣∣∣(a1, b1, d1)T∣∣∣∣k

∞ .

由于∣∣∣∣(iαI −A)−1
∣∣∣∣
∞ = O(k−1) 6 Mk−1,

其中M为一个足够大的正整数, 则有∣∣∣∣(ak, bk, dk)T∣∣∣∣
∞ 6 Mk(k − 1)

k!
ck6

∣∣∣∣(a1, b1, d1)T∣∣∣∣k
∞ .

上式说明
∞∑
k=1

∣∣∣∣(ak, bk, dk)T∣∣∣∣
∞是一致收敛的, 因

此
∞∑
k=1

|ak|,
∞∑
k=1

|bk|,
∞∑
k=1

|dk|也是一致收敛的, 即存

在一个正整数L, 使得

|ak| 6 L, |bk| 6 L, |dk| 6 L.

因此当 t > 0时,
∞∑
k=1

∣∣ak ekαt
∣∣ 6 L

∞∑
k=1

ekαt,

∞∑
k=1

∣∣bk ekαt
∣∣ 6 L

∞∑
k=1

ekαt,

∞∑
k=1

∣∣dk ekαt
∣∣ 6 L

∞∑
k=1

ekαt

是一致收敛的. 同理可证当 t < 0时同宿轨道的表

达式也是一致收敛的.
通过以上讨论, 可以得出如下结论:
若 (24), (25)式同时成立, 则系统 (19)的平衡

点x∗
0(x

∗
1, x

∗
2, x

∗
3)是鞍焦点, 且该系统具有通过平衡

点x∗
0的同宿轨道, 根据Silnikov定理可知, 此时系

统 (19)存在Silnikov型Smale马蹄意义下的混沌.

4 数值分析

令系统参数 c1 = 0.8, c2 = −1.2, c3 = 1.2,
c4 = 1.8, c5与 c6随摩擦系数 b的变化而变化, 保持
其他参数不变, 通过改变摩擦系数 b的大小, 得到
b ∈ [0.0178, 0.0222]时系统的分岔图和对应的最大

Lyapunov指数图, 如图 1和图 2所示, 从图中可看
出系统由倍周期分岔进入混沌运动的途径以及混

沌运动的区域.

⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲
−⊲



⊲

⊲

⊲

⊲

b

x


图 1 分岔图

⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲
֓⊲



⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

b

λ
m
a
x

图 2 最大Lyapunov指数图

在图 1中混沌区域内取 b的值, 这里不妨
取 b = 0.0218, 此时 c5 = 3.544, c6 = 1.1881,
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系统 (19)的两个平衡点分别为: x0(0, 0, 0),
x′
0(0,−1.4679,−1.4679). 经计算可知: 对于平衡点

x′
0, 将参数代入 (24)和 (25)式可得: ∆ = 1.8115 >

0, Γ = −0.0149 < −0.3813, 显然两式不能同
时成立. 对于平衡点x0, 有∆ = 1.2023 > 0,
Γ = −1.8068 < −1.5627, 即 (24)和 (25)式同时
成立, 由前面理论分析可知, 此时系统具有通过x0

的同宿轨道, 存在Silnikov型Smale意义下的混沌.
为进一步验证此时系统的混沌运动状态,图 3 (a)和
(b)分别描述了系统的相轨迹和Poincáre截面. 从
图中可以直观地看出系统做混沌运动, 说明数值仿
真结果和理论分析是符合的. 另外, 当 b = 0.0218

时, 求得最大Lyapunov指数λmax = 0.091411 > 0,
也可表明系统的混沌运动状态.
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图 3 b = 0.0218时系统的相轨迹图和Poincáre截面图 (a)相轨迹图; (b) Poincáre截面图
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图 4 b取不同值时系统的相轨迹 (−1)和Poincáre截面图 (−2) (a-1), (a-2) b = 0.018; (b-1), (b-2) b = 0.0194; (c-1),
(c-2) b = 0.0201
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为进一步描述系统由倍周期分岔通向混沌的

途径, 图 4给出了摩擦系数 b取不同值时系统的

相轨迹图和Poincáre截面图. 从图中可以明显看
出, 当 b = 0.018时, 系统做稳定的单周期运动, 如
图 4 (a)所示; 当 b = 0.0194时, 系统处于周期 2运
动状态, 如图 4 (b)所示; 当 b = 0.0201时, 系统做
周期 4运动, 如图 4 (c)所示; 当 b = 0.0218时, 系统
做混沌运动, 如图 3所示.

5 结 论

本文研究了一类含非线性负载Coulomb摩擦
阻尼的相对转动系统的混沌运动, 借助Silnikov定
理给出了系统产生混沌的条件, 最后数值模拟了给
定参数下系统的混沌运动以及摩擦阻尼对系统混

沌运动的影响, 验证了理论分析的正确性. 研究发
现, 不同的摩擦阻尼会导致系统的运动状态发生变
化, 甚至出现混沌运动行为, 导致系统振动剧烈, 因
此, 通过调节实际中的温度、润滑等摩擦条件可以
改变摩擦阻尼, 进而影响系统的运动状态, 这为减
少大型旋转机械的振动危害提供了理论指导.
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Abstract
Chaotic motion of a kind of nonlinear relative rotation system with load Coulomb frictional damping is investigated.

Based on the Lagrange equation of a dissipative system, the dynamic equation of a kind of nonlinear relative rotation
system with two pieces of mass is established, which contains a kind of nonlinear load Coulomb frictional damping. The
eigenvalue of the autonomous system is discussed using Cardano formula. On this basis, the existence of homoclinic
orbits is given by the undetermined coefficient method, and the chaotic motion of the system is investigated by means of
Silnikov theorem. Finally the chaotic motion of the system with the known parameters is studied numerically. With the
variation of Coulomb frictional damping, a route to chaos through period-doubling bifurcations is exhibited. Numerical
calculation can confirm the validity of the analytical results.
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