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双分布函数热晶格玻尔兹曼数值方法在微尺度热流动系统中得到广泛的应用. 本文基于晶格玻尔兹曼平
衡分布函数低阶Hermite展开式, 创新性地提出了包含黏性热耗散和压缩功的耦合的双分布函数热晶格玻尔
兹曼数值方法, 将能量场内温度的变化以动量源的形式引入晶格波尔兹曼动量演化方程, 实现了能量场与动
量场之间的耦合. 研究了考虑黏性热耗散和压缩功的和不考虑的两种热自然对流模型, 重点分析了不同瑞利
数和普朗特数下流场内的流动情况以及温度、速度和平均努赛尔数的变化趋势. 本文实验结果与文献结果一
致, 验证了本文数值方法的可行性和准确性. 研究结果表明: 随着瑞利数和普朗特数的增大, 方腔内对流传热
作用逐渐增强, 边界处形成明显的边界层; 考虑黏性热耗散和压缩功的模型对流作用相对增强, 黏性热耗散和
压缩功对自然对流的影响在微尺度流动过程中不能忽略.
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1 引 言

在微机电系统的设计及应用中, 微尺度流动是
非常重要而突出的问题. 当流场特征尺寸为微米
或亚微米量级时, 在大尺度流动中可以被忽略的因
素 (如热特性变化、速度滑移、黏性热耗散等)占据
了重要地位 [1]. 宏观流体力学方法基于连续介质
的假设, 不适用于处理微尺度流动问题. 分子动力
学方法通过分子间的相互作用研究流体的运动规

律, 理论上可以模拟任意的流体系统, 但对计算量
和存储量的需求非常大. 介观尺度的晶格玻尔兹曼
方法 (lattice Boltzmann method, LBM) [2]将流体
离散为流体粒子团分布到欧拉坐标系的晶格上, 避
免了宏观流体力学方法中对连续介质假设的要求,
降低了计算成本, 在微尺度流体系统中具有较大的
优势.

目前, LBM已经成功地应用于无热变化的流

动领域. 但是当管道的内径减小至微尺度范围内
时, 由于管内流体的速度梯度很大, 黏性热耗散
效应和压缩功的影响也随之变大, 流动过程中总
能量和温度的变化不能忽略. 1993年, Alexander
等 [3] 首次提出考虑流场温度分布和变化的LBM.
此后, 多种热LBM迅速发展起来, 主要分为三类:
多速度模型数值方法 (multi-speed Lattice Boltz-
mann method, MS-LBM), 双分布函数模型数值方
法 (double-distribution function, DDF-LBM)和混
合模型数值方法. MS-LBM [4−6]由等温LBM直接
扩展得到, 通过增加离散速度项描述温度变化, 但
存在存储和计算成本高、温度变化范围窄的缺点,
同时该方法动量模态和能量模态之间存在的非物

理耦合关系严重影响了数值的稳定性 [7]. 混合模
型数值方法 [8,9]和DDF-LBM [10,11]将温度场和速

度场分开处理, 提高了计算的稳定性. 但混合模
型数值方法采用有限差分等经典数值方法模拟温
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度场, 弱化了LBM的优势. DDF-LBM采用两个
不同的晶格波尔兹曼分布函数分别代表流场和温

度场. 1998年, He等从Boltzmann连续方程出发,
基于DDF-LBM方法, 通过引入一个内能分布函数
来模拟温度的变化, 提出了第一个包含黏性耗热
散项和压缩功的热晶格玻尔兹曼数值方法 [12−15],
但其内能分布函数的演化方程需要二阶梯度的计

算, 易造成额外的误差. 为了避免复杂的梯度项,
Peng等直接忽略梯度项构建了简单的热LBM [16],
但这种做法影响了宏观的热传导方程的推导. 为
克服这一缺点, Li等提出了改进的热LBM [17]却忽

略了黏性耗散和压缩功. 2007年, Guo等基于速度
分布函数的动力方程引进总能量分布函数概念构

建了基于总能形式的含有黏性热耗散和压缩功的

DDF-LBM [18], 该数值方法演化方程中没有复杂的
梯度计算, 计算简单, 数值稳定性高. 但是此数值
方法是非耦合的, 即流体演化方程采用恒定温度,
能量场不能通过状态方程影响流场, 因此该数值方
法局限于满足Boussinesq近似的流动问题 [19], 对
于温度变化影响较大的流体模型, 动量和能量之间
的不耦合会造成较大误差. 后来, 基于Shan等 [20]

提出的晶格玻尔兹曼平衡分布函数高阶Hermite
展开式, Hung等 [21]和Li [22]等分别提出了耦合的

DDFLBM, Hung通过选择合适的参考速度耦合能
量场和动量场, Li通过在平衡密度分布函数内引入
流体温度实现耦合. 但是由于采用具有高精确度
的高阶Hermite展开式, 这两种数值方法计算过程
复杂.

综上所述, 目前缺少基于低阶Hermite展开式
的包含黏性热耗散和压缩功的耦合的热晶格玻尔

兹曼数值方法. 在上述诸位学者研究的基础上, 本
文基于晶格玻尔兹曼平衡分布函数低阶Hermite展
开式, 创新性地提出包含黏性热耗散和压缩功的耦
合的双分布函数热晶格玻尔兹曼数值方法, 将能量
场内温度的变化以动量源的形式引入晶格波尔兹

曼动量演化方程, 温度的变化影响流场速度和密度
的分布, 从而实现能量场与动量场之间的耦合. 其
中温度的变化包括不同时刻和不同位置两部分变

化. 此数值方法动量和能量平衡分布函数都基于
低阶的Hermite展开式, 能量场和动量场之间的耦
合可以替代Boussinesq近似对总能形式的双分布
函数热LBM的局限, 扩展热LBM数值方法的应用
范围. 为了验证该理论的有效性和准确性, 本文采
用经典的自然热对流现象对上述数值方法进行验

证. 分析了考虑黏性热耗散和压缩功的自然对流

和不考虑的自然对流两种模型, 模拟了不同瑞利数
(Ra) [23]和普朗特数 (Pr) [24]情况下流场内的流动

情况, 研究温度、速度和平均努赛尔数 (Nu) [25]的

变化趋势, 与相关文献结果做了对比性试验.

2 数值理论

基于总能形式的非耦合的含黏性热耗散和压

缩功的DDF-LBM [18]包含密度和总能两个分布函

数, 总能含内能和机械能两部分, 总能碰撞算子的
物理本质是粒子之间的碰撞过程对能量变化的影

响. 其离散速度模型的演化方程为

fi(x+ eiδt, t+ δt)

= fi(x, t)− wf[fi(x, t)− f eq
i (x, t)]

+ δt

(
1− wf

2

)
· Fi, (1)

hi(x+ eiδt, t+ δt)

= hi(x, t)− wh[hi(x, t)− heq
i (x, t)]

+ (wh − wf)

[
fi(x, t)− f eq

i (x, t) +
δt
2
Fi

]
×
(
ei · u− u2

2

)
+ δt

(
1− wh

2

)
qi, (2)

其中x是晶格的格点位置, t为当前时间, δt是时

间步长, wf =
2δt

(2τf + δt)
, wh =

2δt
(2τh + δt)

, τh和 τf

分别为动量和总能量无量纲松弛时间, τf =
µ

p
,

τh =
κ

cpp
, µ为流体的动力黏度, cp为等压比热容,

κ为热传导系数, p为流体压力. i是迁移方向,对于
D2Q9二维模型 [26], i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. f i

和hi分别为 i方向密度和总能量的分布函数, f eq
i

和heq
i 分别为密度和总能量的平衡态分布函数, ei

和u分别为离散速度和宏观速度. Fi和 qi是与外

力有关的项,

Fi = ωiρ

[
ei · a
RT0

+
(ei · u)(ei · a)

R2T 2
0

− a · u
RT0

]
, (3)

qi =

[
ωi

ρE

RT0
+ f eq

i +

(
1− wf

2

)
×
(
fi − f eq

i +
δt
2
Fi

)]
ei · a, (4)

其中a为外力引起的加速度. R为气体常数, T0为

参考温度, ρ为流体密度. ωi 为权系数 (ω0 = 4/9,
ω1 = ω2 = ω3 = ω4 = 1/9, ω5 = ω6 = ω7 = ω8 =

1/36). 对于D2Q9二维模型, 平衡分布函数和离散
速度值ei分别如下:
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f eq
i (T0) = ρωi

[
1 +

ei · u
RT0

+
1

2

(
ei · u
RT0

)2

− u2

2RT0

]
, (5)

h
eq

i (T0) = Ef eq
i + ωip0

[
ei · u
RT0

+

(
ei · u
RT0

)2

− u2

RT0
+

1

2

(
e2i
RT0

−D

)]
, (6)

ei =



0, i = 0,(
cos

[
π(i− 1)

2

]
, sin

[
π(i− 1)

2

])
c, i = 1, 2, 3, 4,

√
2

(
cos

[
π(i− 9/2)

2

]
, sin

[
π(i− 9/2)

2

])
c, i = 5, 6, 7, 8,

(7)

其中 c =
√
3RT0是流体迁移晶格速度. 总能

E = cvT +
u2

2
, cv为定容比热容, p0 = ρRT0, D为

空间维度.
根据碰撞算子的守恒性质, 易得

u =

∑
i

eifi∑
i

fi
+

δt
2
a,

E =

∑
i

hi∑
i

fi
+

δt
2
u · a, (8)

上述方程 (1)—(8)构成了包含黏性热耗散和压缩
功的非耦合的DDF-LBM. 对于在流动中可以忽略
黏性热耗散和压缩功的模型, 采用内能分布函数
gi计算温度场, 内能演化方程 (9)替换总能演化方
程 (2):

gi(x+ ei∆t, t+∆t)

= gi(x, t)− wg[gi(x, t)− geq
i (x, t)], (9)

其 中 平 衡 状 态 内 能 分 布 函 数 geq
i (x, t) =

DRT0f
eq
i (x, t)/2, wg =

2δt
2τg + δt

, 内能松弛时间

τg =
κ

pcp
.

通过Chapman-Enskog分析 [18], 基于总能形
式的含黏性热耗散和压缩功的非耦合的DDF-
LBM数值方法可以获得对应的NS热流体力学
方程为

∂tρ+∇ · (ρu) = 0,

∂t(ρu) +∇ · (ρuu) = −∇p0 +∇ · τ + ρa,

∂t(ρE) +∇ · [(p0 + ρE)u]

= ∇ · (cvτhp0∇T ) +∇ · (τ · u) + ρu · a, (10)

其中τ = µp0[∇1 ·u+ (∇1 ·u)T − (2/3)(∇1 ·u)I].
I为单位向量. 可以发现方程 (1)中压力 p0是动压

力而非热力学压力, 温度场的变化不能通过状态方
程和黏性系数的变化影响速度场, 即能量场方程与
动量场方程是非耦合的. 为了克服这问题, 本文作
者修正了离散速度模型的动量演化方程 (1), 把能
量场温度的变化作为动量源引入到动量场. 流体流
动过程中, 能量场内温度的变化包含两种情况, 同
一晶格处不同时刻的温度变化, 主要造成热扩散系
数和黏性系数等流体参数的变化; 同一时间不同晶
格的温度变化, 主要影响流场速度分布. 动量演化
方程包含碰撞和迁移两个过程, 把温度变化以动量
源的形式添加到晶格玻尔兹曼动量演化方程中, 实
现温度变化对流场的影响, 从而实现能量场与动量
场之间的耦合.

根据总能的定义E = cvT +
u2

2
, t时刻x处晶

格点的温度T为

T (x, t) =
1

cv

( 8∑
i=0

hi(x, t)

ρ(x, t)
− 1

2
u(x, t)2

)
. (11)

对于不考虑黏性热耗散和压缩功模型的温度

T (x, t) = 2
8∑

i=1

gi(x, t)/(ρDR).

Ti(x, t)为x处晶格点的温度与周围 i方向上

晶格点温度的差异, 定义如下:

Ti(x, t) = T (x, t)− T (x+ eiδt, t). (12)

温度的变化以动量源的形式Ki引入动量演化

方程 (1), 形式如下:

fi(x+ eiδ, t+ δ)

= fi(x, t)−
1

τf
[fi(x, t)− f eq

i (x, t)]

+ δt

(
1− wf

2

)
· Fi + δtωiKi, (13)

Ki = ei

(
ei · u
R2T 2

0

−D

)(
T (x, t)

T (x, t+ δt)
− 1

)
+

ei · u
2RT0

(
e2i
RT0

−D − 2

)
Ti(x, t). (14)
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方程 (14)右端第一项和第二项分别为x处晶格点 t

时刻温度与 t+ δt时刻温度和周围晶格点处温度变

化对比产生的动量影响.
方程 (2)—(8)和 (11)—(14)构成了总能形式的

耦合的双分布函数热晶格玻尔兹曼数值方法, 通过
Chapman-Enskog 展开方法导出该数值方法所对
应的宏观热流体力学方程 (详见附录):

∂tρ+∇ · (ρu) = 0,

∂t(ρu) +∇ · (ρuu) = −∇ · p+∇ ·Π + ρa,

∂t(ρE) +∇ · [(ρE + p)u]

= ∇ · (τhp(cv +R)∇T ) +∇ · (Π · u)

+ ρu · a, (15)

其中Π = µp[∇1 ·u+(∇1 ·u)T − (2/3)(∇1 ·u)I]+
2(1/3− 1/D)µp(∇1 · u)I. 压力 p是热力学压力,
温度场的变化可以通过状态方程和黏性系数的变

化影响速度场, 即能量场方程与动量场方程是耦
合的.

此数值方法包含黏性热耗散和压缩功的影响,
若将方程 (2)替换为方程 (9), 构成耦合的不包含黏
性热耗散和压缩功热晶格玻尔兹曼数值方法. 本文
提出的数值方法通过将温度的变化作为动量源的

形式引入晶格玻尔兹曼动量演化方程实现了能量

场与动量场之间的耦合, 打破Boussinesq近似对总
能形式的DDF-LBM的局限, 扩展热LBM数值方
法的应用范围.

3 数值理论验证

3.1 数值模型

本文采用经典的热流动问题——自然热对流
现象对上述数值方法进行验证. 构建的二维模型如
图 1所示, 物理模型为封闭方腔其上下壁均为绝热,
左壁面为高温壁面T h, 右壁面为低温壁面T c, 参考
温度T0 =

Th + Tc
2

. 腔体的长度尺寸为H.
封闭方腔自然对流两个无量纲特性参数, Pr

和Ra, Pr =
µcp
κ

, Ra =
ρ0gβ(Th − Tc)H

3Pr

µ2
, g为

重力加速度, β为热膨胀系数. 马赫数Ma =
uc
cs

,

其中uc =
√
gβ∆TH为自然对流特征速度, cs =

√
RT0为格子声速. 方程 (2)和 (13)中无量纲松弛
时间 τh和 τf分别由无量纲特性参数Pr, Ra和Ma

确定.

τh =
MaH√
RaRT0Pr

, τf =
MaH

√
Pr√

RaRT0

.

方程 (3), (4)和 (8)中的外力设为重力, ax = 0,
ay = −ρg. 具体模拟的计算参数如下: Pr = 0.71,
Ma = 0.1, T h = 315 K, T c = 285 K, H = 12.8

µm, 整个方腔划分为 128 × 128晶格. 本文采用考
虑黏性热耗散和压缩功的和不考虑黏性热耗散和

压缩功的两个自然对流模型, 边界条件采用热晶格
波尔兹曼方程非平衡外推的形式 [27].

Th Tc

g

H

H

图 1 自然对流二维数值模型

Fig. 1. The two-dimensional mathematical model of
the nature convection.

3.2 结果和讨论

本文模拟了不考虑和考虑黏性耗散和压缩功

两种情况下自然对流模型的热流情况. 流动过程
中, 热壁面附近流体向上移动, 冷壁面附近流体向
下移动, 最后达到稳定状态. 本文主要分析不同Ra

数和Pr数情况下, 稳定状态时方腔内速度和温度
的分布情况, 计算平均努赛尔数 (Nu) [28]数值的大

小, 将所得的实验结果与相关文献结果做对比验证
本文理论的可行性和准确性.

3.2.1 Ra数对流场和温度场的影响

根据文献 [17, 18]分析, 本文分别研究Ra数为

103, 104, 105, 106的情况下的流体流动和温度变化
特性. 图 2 (a1)—(a4), (aT1)—(aT4)和 (b1)—(b4),
(bT1)—(bT4)分别给出Ra = 103, 104, 105, 106情
况下不考虑和考虑黏性热耗散和压缩功的自然对

流模型中流体达到稳定状态后的流线图和等温线

图. 图 3 (a), (b)和 (c)分别给出方腔内垂直中线上
x方向无量纲速度ux∗, 方腔内水平中线上 y方向

无量纲速度uy∗和无量纲的温度T ∗沿着方腔内部

水平中心线的变化趋势. 图 3中红色线代表不考虑
黏性耗散和压缩功的模型, 绿色线代表考虑黏性耗
散和压缩功的模型. 为了呈现清晰图示, 选取部分
数据呈现在图 3中.
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(a3)
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(aT1)

(aT2)

(aT3)

(aT4)

(b1)

(b2)

(b3)

(b4)

(bT1)

(bT2)

(bT3)

(bT4)

图 2 (网刊彩色) 流线图和等温线图 (a1)—(a4)分别为Ra = 103, 104, 105, 106 情况下不考虑黏性热耗散和压缩功的自然对流
模型的流线图, (aT1)—(aT4)为等温线图; (b1)—(b4)分别为Ra = 103, 104, 105, 106情况下考虑黏性热耗散和压缩功的自然对
流模型的流线图, (bT1)—(bT4)为等温线图
Fig. 2. (color online) The figures of streamline and the isotherm: (a1)–(a4) are the figures of streamline and (aT1)–(aT4)
are the figures of isotherm for the model not considering the viscous dissipation and compression work at Ra = 103, 104,
105, 106, respectively; (b1)–(b4) are the figures of streamline and (bT1)–(bT4) are the figures of isotherm for the model
considering the viscous dissipation and compression work at Ra = 103, 104, 105, 106, respectively.

Ra = 103时, 由图 2 (a1)和 (b1)发现两种模型
的流线图和等温线相似, 流动特性是在方腔中间
出现了一个漩涡, 流线处于均匀分布状态. 但由
图 3 (a)和 (b)中的红色实线和绿色 ◦型线对比可以
发现, 考虑黏性热耗散和压缩功的模型内流动速
度较大. 温度分布情况为: 不考虑的模型内的等
温线中部微微向右上方弯曲, 其余部分呈垂直状态
(图 2 (aT1)), 考虑黏性热耗散和压缩功的模型等温
线中部弯曲程度大 (图 2 (bT1)); 由图 3 (c)中红色
实线可以看出不考虑的模型水平中线上的温度近

似为一条斜直线, 温度从左壁面向右壁面均匀递
减, 考虑黏性热耗散和压缩功模型的水平中线上的
温度值中间出现平缓过渡段 (图 3 (c)中的绿色 ◦型
线). 说明此情况下腔内的热传输主要以热传导为
主, 对流作用较弱, 黏性热耗散和压缩功作用较小.

Ra = 104时, 由图 2 (a2)和 (b2)可以发现两种

模型流线图出现差异, 方腔中央的圆形漩涡变为
椭圆形, 不考虑模型的椭圆长轴与方腔水平线平行
(图 2 (a2)), 考虑的模型内椭圆形流线长轴与方腔
对角线平行 (图 2 (b2)). 由图 3 (a)和 (b)中的红色
虚线和绿色*型线可以发现两种模型下的流动速度
都随着Ra增加而增大. 由图 2 (aT2)和 (bT2)可以
发现两种模型的冷热壁面等温线附近呈垂直状态,
中间区域水平状态扩大. 图 3 (c)中的红色虚线线
和绿色*型线表明水平中心线上的温度值变化趋势
呈’ㄣ’型, 边界处温差梯度大, 中间段温度值变化
平缓. 说明此情况下对流作用逐渐增强, 黏性耗散
和压缩功影响作用开始增大.

Ra = 105时, 不考虑的模型内方腔中央的大
漩涡分裂为两个小漩涡 (图 2 (a3)), 图 3 (a)和 (b)
中的红色点线表明流速随着Ra数的增加而增加.
对流作用强, 黏性耗散和压缩功的影响大, 考虑的
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图 3 (网刊彩色) 速度和温度变化趋势图 (红色无型线代表不
考虑黏性耗散和压缩功的自然对流模型Ra = 103(红色实线),
104(红色虚线), 105(红色点线), 106(红色点划线). 绿色有型线
代表考虑黏性耗散和压缩功的自然对流模型Ra = 103(绿色 ◦
型线), 104(绿色 *型线), 105(绿色+型线), 106(绿色�型线))
(a)给出方腔内垂直中线上 x方向无量纲速度 ux∗变化情况; (b)
给出方腔内水平中线上 y方向上无量纲速度 uy∗变化情况; (c)
给出方腔内水平中线上无量纲温度 T ∗变化情况

Fig. 3. (color online) The trend graphs of velocity and tem-
perature: (a) The variation trend of dimensionless velocity
ux∗ along the median vertical line of the square cavity; (b)
The variation trend of dimensionless velocity uy∗ along the
median horizontal line of the square cavity; (c) The varia-
tion trend of dimensionless temperature T ∗ along the me-
dian vertical line of the square cavity. The red lines without
additional shapes for the model not considering the viscous
dissipation and compression work Ra = 103 (red solid line),
104 (red dash line), 105 (red dotted line), 106 (red dot and
dash line); The green lines with additional shapes for the
model considering the viscous dissipation and compression
work Ra = 103 (green ◦ line), 104 (green * line), 105 (green
+ line), 106 (green � line).

模型方腔内流线出现三个漩涡, 上中下排列, 流
线集中分布在方腔壁面附近形成了边界非常明显

的薄边界层 (图 2 (b3)). 由图 3 (a)和 (b)中的绿色
+型线可以发现, 靠近壁面处速度梯度大, 峰值
高, 并且垂直中线上x方向速度变化曲线上两个

大峰值之间出现两个反向小峰值. 温度变化情况
为: 图 2 (aT3)和 (bT3)中部水平等温线的范围扩
大, 但图 2 (aT3)方腔内部热壁面下方和冷壁面上
方的温度变化剧烈, 左上方和右下方的等温线外
凸; 图 3 (c)中的红色点线和绿色+型线表明水平
中心线上的温度值相等的中间段范围继续扩大, 壁
面处温度梯度增大. 说明此情况下不考虑的模型内
的热传导和对流作用相持, 但考虑的模型内对流传
热起主要作用.

Ra = 106时, 由图 2 (a4)可以看出不考虑的模
型方腔内流线的两个旋涡分别向左上方和右下方

移动, 中心位置出现新的漩涡; 此时壁面处的温度
和速度变化梯度增加 (图 3中的红色点划线), 热壁
面下方和冷壁面上方的温度变化剧烈, 方腔内部左
上方和右下方的等温线外凸 (图 2 (aT4)). 说明此
情况下不考虑的模型内对流成为热传输的主要作

用. 但考虑的模型在Ra = 105和Ra = 106两种情

况下获得的流线图、等温线图、速度和温度变化趋

势图相似 (图 3 (a), (b), (c)中的绿色�型线和绿色
+型线变化情况相似), 表明由于黏性热耗散和压
缩功的影响Ra的增加对模型的影响减弱.

由图 3可以发现两种模型不同Ra数情况下方

腔中心位置的温度保持恒定, 速度为零, 原因为换
热过程中方腔中心点处的流体保持静止. 随着Ra

的增大, 对流作用增强, 冷热壁面附近温度和速度
变化剧烈形成边界层. 黏性热耗散和压缩功的影响
促进了对流作用, 在上下左右四周壁面形成了明显
的薄边界层, 边界层处对流强度大速度梯度大, 即
黏性热耗散和压缩功起着显著地作用, 不能忽略.
以上仿真结果与文献 [18, 20—22, 29, 30]结果一致,
验证了此数值方法的可行性.

努塞尔数的大小表示对流换热相对于相同流

体层热传导的增强程度, 努塞尔数越大, 对流换热
效果越明显. 为了进一步验证本文提出数值方法的
可行性和准确性, 表 1给出沿冷热壁面计算得出的
平均努赛尔数 (Nu). 计算公式如下:

Nu =
1

H

∫ H

0

Nudy

= − 1

H

∫ H

0

(
∂T

∂x

)
dy. (16)
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表 1 两种模型不同Ra数情况下的平均努赛尔数Nu

Table 1. The average Nu numbers (Nu) of two different numerical models for different Ra number.

Ra
Nu

不考虑黏性耗散和压缩功的自然对流模型 考虑黏性耗散和压缩功的自然对流模型

103 本文方法 1.1190 本文方法 1.6824

文献 [22](e%) 1.1207(0.15%) 文献 [15] (e%) 1.7013 (1.12%)

文献 [30] (e%) 1.1140(0.45%) 文献 [19]

104 本文方法 2.2545 本文方法 4.3953

文献 [22] (e%) 2.2528(0.12%) 文献 [15] (e%) 4.4611 (1.47%)

文献 [30] (e%) 2.2450(0.42%) 文献 [19]

105 本文方法 4.5278 本文方法 8.0474

文献 [17] (e%) 4.5350(0.16%) 文献 [15] (e%) 8.1620 (1.40%)

文献 [20] (e%) 4.5100(0.39%) 文献 [19]

106 本文方法 8.765 本文方法 13.241

文献 [15] (e%) 8.7764 (0.13%) 文献 [15] (e%) 13.1201 (0.92%)

文献 [20] (e%) 8.806 (0.47%) 文献 [19] 13.198 (0.326%)

由表 1可以得出随着Ra的增加, Nu逐渐增

大, 即高温壁面向低温壁面传递的总热量增大, 对
流阻力减小, 导热阻力增大, 这表明传热作用机理
由热传导逐渐转变为对流换热. 相同Ra情况下,
考虑黏性热耗散和压缩功模型的Nu比不考虑黏性

热耗散和压缩功模型的大, 这表明黏性热耗散和压
缩功促进了对流换热, 与上文结论一致. 本文提出
的耦合的双分布函数热晶格玻尔兹曼数值方法获

得的Nu与文献的Nu对比, 最大误差为 1.47%, 验
证了本文提出的数值方法的可行性和准确性.

3.2.2 Pr数对流场和温度场的影响

在热量传播过程中, Pr数反映流体物理性质

对传热过程的影响. Pr数值小代表热量主要以热

传导的方式传导; Pr数值大代表对流传热超过热

扩散并且占据热量传播的主要地位. 为了考察Pr

数对于两种模型的影响,参考相关文献 [31—33],本
文分析了Pr = 0.07, 0.7, 7三种情况下, 两种模型
在不同的Ra数下流场和温度场的变化情况.

图 4和图 5分别给出不考虑和考虑黏性热耗散
和压缩功的自然对流模型Pr = 0.07, 0.7, 7三种情
况下, 流体达到稳定状态后的流线图和等温线图.
图 4和图 5两图的 (a1)—(a4)为Pr = 0.07, Ra =

103, 104, 105, 106 情况下的流线图, (aT1)—(aT4)
为等温线图; (b1)—(b4)为Pr = 0.7, Ra = 103,
104, 105, 106情况下的流线图, (bT1)—(bT4)为等

温线图; (c1)—(c4)为Pr = 7, Ra = 103, 104, 105,
106情况下的流线图, (cT1)—(cT4)为等温线图.

由图 4和图 5中的 (a1)和 (aT1) 可以发现,
Pr = 0.07和Ra = 103情况下, 热传导是主要传
热途径, 两种模型的流线图和等温线图一致, 流
线图中心形成规整的圆形漩涡, 等温线均匀垂直
分布. 图 4和图 5中的 (b1)和 (bT1), Pr = 0.7和

Ra = 103的情况上文已分析. 由图 4和图 5中的
(c1)和 (cT1)可以发现, Pr = 7和Ra = 103情况

时, 对流传热起作用, 等温线中心处出现弯曲, 并
且两种模型的差异开始出现, 考虑黏性耗散和压
缩功的模型对流作用的加强, 等温线弯曲程度大.
随着Pr数的增大, 黏性热耗散和压缩功的作用
开始出现. 图 4和图 5中的 (a2)和 (aT2), (b2)和
(bT2), (c2)和 (cT2); (a3)和 (aT3), (b3)和 (bT3),
(c3)和 (cT3); (a4)和 (aT4), (b4)和 (bT4), (c4)和
(cT4)三组图现出相同的结论: 随着Pr的增加, 对
流作用增加, 黏性热耗散和压缩功的影响增大, 两
种模型的区别越来越明显; 黏性耗散和压缩功的
影响促进了对流换热, 在上下左右四周壁面形成
了明显的薄边界层, 即黏性热耗散和压缩功在热
流体流动过程起着显著的作用. 其中, 可明显的发
现图 5中的 (c4)和 (cT4)中对流作用最强, 黏性耗
散和压缩功所起的作用最强, 形成的的边界层最
明显.
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图 4 (网刊彩色) 不考虑黏性热耗散和压缩功的自然对流模型的流线图和等温线图 (a), (b), (c) 三组图分别为Pr = 0.07, 0.7,
7三种情况下 Ra = 103, 104, 105, 106流线图 ((a1)—(a4), (b1)—(b4), (c1)—(c4))和等温线图 ((aT1)—(aT4), (bT1)—(bT4),
(cT1)—(cT4))
Fig. 4. (color online) The figures of streamline and the isotherm for the model not considering the viscous dissipation
and compression work. (a) For Pr = 0.07, (a1)–(a4) for the figures of the streamline, (aT1)–(aT4) for the figures of the
isotherm; (b) for Pr = 0.7, (b1)–(b4) for the figures of the streamline, (bT1)–(bT4) for the figures of the isotherm; (c) for
Pr = 7, (c1)–(c4) for the figures of the streamline, (cT1)–(cT4) for the figures of the isotherm.
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图 5 (网刊彩色) 考虑黏性热耗散和压缩功的自然对流模型的流线图和等温线图 (a), (b), (c)三图分别为 Pr = 0.07, 0.7, 7
三种情况下 Ra = 103, 104, 105, 106流线图 ((a1)—(a4), (b1)—(b4), (c1)—(c4))和等温线图 ((aT1)—(aT4), (bT1)—(bT4),
(cT1)—(cT4))
Fig. 5. (color online) The figures of streamline and the isotherm for the model considering the viscous dissipation and
compression work. (a) For Pr = 0.07, (a1)–(a4) for the figures of the streamline, (aT1)–(aT4) for the figures of the
isotherm; (b) for Pr = 0.7, (b1)–(b4) for the figures of the streamline, (bT1)–(bT4) for the figures of the isotherm; (c) for
Pr = 7, (c1)–(c4) for the figures of the streamline, (cT1)–(cT4) for the figures of the isotherm.

154401-8

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 15 (2015) 154401

由上节内容已知随着Ra数的增加, 对流作用
增加, 黏性热耗散和压缩功作用增强, 由图 4和
图 5纵向对比发现在Pr = 0.07, 0.7, 7的三种情况
下, 可以得出同样的结论. 横向对比可以发现在相
同Ra数情况下, 随着Pr数的增加, 对流作用也增
强, 黏性热耗散和压缩功作用增强, 不考虑和考虑
的两种模型流线图和等温线图的区别越来越明显,

不考虑的模型在冷热壁面处形成边界层, 考虑的
模型上下左右四个壁面都形成明显的边界层, 随着
Pr数的增加, 边界层越明显. 同时也可以发现Pr

对于流场和温度场的影响作用弱于Ra数的影响.
此结论与文献 [31]中的实验结果和文献 [34]的实验
结果一致, 进一步验证了本文所提出的数值方法的
可行性.

表 2 两种模型不同Pr数情况下的平均努赛尔数Nu

Table 2. Average Nu numbers (Nu) of two different numerical models at different Pr number.

Ra

Nu

不考虑黏性耗散和压缩功的自然对流模型 考虑黏性耗散和压缩功的自然对流模型

Pr = 0.07 Pr = 7 Pr = 0.07 Pr = 7

103 本文方法 0.847 本文方法 1.976 本文方法 1.51 本文方法 1.84

文献 [31](e%) 0.75(1.3%) 文献 [35](e%) 2.01(1.7%) 文献 [34](e%) 1.48(2.1%) 文献 [32] (e%) 1.83(0.5%)

文献 [36](e%) 0.70(1.7%) 文献 [37](e%) 1.98(0.2%)

104 本文方法 1.153 本文方法 3.651 本文方法 3.9 本文方法 5.92

文献 [31](e%) 1.16(0.6%) 文献 [35](e%) 3.55(1%) 文献 [34][ (e%) 3.84(1.6%) 文献 [32] (e%) 5.80(2%)

文献 [36](e%) 1.14(1.1%) 文献 [37](e%) 3.56(1%)

105 本文方法 2.34 本文方法 6.87 本文方法 6.97 本文方法 10.3

文献 [38](e%) 2.31(1.2. %) 文献 [35](e%) 6.74(1.9%) 文献 [39](e%) 6.88(1.3%) 文献 [39](e%) 10.1(2%)

文献 [33](e%) 2.29(2.1%) 文献 [37](e%) 6.94(1.5%)

106 本文方法 4.65 本文方法 10.32 本文方法 11.9 本文方法 16.4

文献 [38](e%) 4.52(2.8%) 文献 [35](e%) 10.5(1.4%) 文献 [39](e%) 11.6(2.5%) 文献 [39] (e%) 16.8(2.4%)

文献 [33](e%) 4.61(0.8%) 文献 [37](e%) 10.2(1.2%)

为了进一步验证本文提出数值方法的可行性

和准确性, 表 2给出沿冷热壁面计算得出的平均努
赛尔数 (Nu). 由表 2可以得出随着Pr的增加, 对
流作用增大, Nu逐渐增大, 但是增大趋势小于Ra

变化引起的增加趋势. 相同Pr情况下, 考虑黏性
热耗散和压缩功模型的Nu比不考虑黏性热耗散和

压缩功模型的大, 这表明黏性热耗散和压缩功促进
了对流换热, 与上文结论一致. 本文提出的耦合的
双分布函数热晶格玻尔兹曼数值方法获得的Nu与

文献的Nu对比, 最大误差为 2.8%, 验证了本文提
出的数值方法的可行性和准确性.

4 结 论

本文通过将能量场内温度的变化以动量源的

形式引入晶格波尔兹曼动量演化方程中, 实现了
能量场与动量场之间的耦合. 提出了基于总能形

式的包含黏性热耗散和压缩功的耦合的双分布函

数热晶格波尔兹曼数值方法, 该数值方法可以替代
Boussinesq近似对总能形式的双分布函数热LBM
的局限, 扩展了热LBM数值方法的应用范围.

本文通过对考虑黏性热耗散和压缩功和不考

虑的两个自然对流数值模型仿真, 研究了不同Ra

数和Pr数下流场内的流动情况以及温度、速度和

Nu的变化趋势. 研究发现随着Ra的增大Nu数逐

渐增大, 方腔内对流传热作用逐渐增强, 边界处形
成边界层; 不考虑黏性热耗散和压缩功的模型冷热
边界处有明显的边界层, 上下壁面边界层不明显;
考虑的模型上下左右四个壁面处都形成明显的薄

边界层, 边界层内速度梯度大; 研究发现黏性热耗
散和压缩功对自然对流的影响随着Ra的增大而增

大, 该影响在微尺度流动过程中不能忽略. 研究同
时也发现, 随着Pr的增大Nu数也逐渐增大, 方腔
内对流传热作用也逐渐增强, 两种模型的区别逐渐
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增大, 考虑黏性热耗散和压缩功的模型边界处形成
更明显的边界层, Pr增大的影响远弱于Ra增大产

生的影响. 本文实验结果与文献结果一致, 验证了
本文数值方法的可行性和准确性.

附录

Chapman-Enskog 展开法推导基于总能形式的耦合
的双分布函数热晶格玻尔兹曼数值方法的宏观流体力

学方程

对密度和总能分布函数进行多尺度展开可得

fi = feq
i + εf

(1)
i + ε2f

(2)
i + · · · (A1)

hi = heq
i + εh

(1)
i + ε2h

(2)
i + · · · (A2)

并令 ∂t =
∞∑

n=0

εn∂tn ,∇ = ε∇1,a = εa1.

将原文中的方程 (13) 和 (2) 对时间和空间做Taylor
展开, 可得

δt

(
∂

∂t
+ ei · ∇

)
fi +

δ2t
2

(
∂

∂t
+ ei · ∇

)2

fi

+ wf[fi + feq
i ] + O(δ3t )

= δt

(
1− wf

2

)
· Fi + δtωiKi, (A3)

δt

(
∂

∂t
+ ei · ∇

)
hi +

δ2t
2

(
∂

∂t
+ ei · ∇

)2

hi

+ (wh − wf)[hi + heq
i ] + O(δ3t )

= (wh − wf)

[
fi(x, t)− feq

i (x, t) +
δt

2
Fi

](
ei ·u− u2

2

)
+ δt

(
1− wh

2

)
qi, (A4)

其中

Fi = εF
(1)
i ,

F
(1)
i = ωiρ

[
ei · a
RT0

+
(ei ·u)(ei · a)

R2T 2
0

− a ·u
RT0

]
;

Ki = εK
(1)
i ,

K
(1)
i = ei

(
ei ·u
R2T 2

0

−D

)(
T (x, t)

T (x, t+ δt)
− 1

)
+

ei ·u
2RT0

(
e2
i

RT0
−D − 2)Ti(x, t);

qi = εq
(1)
i + ε2q

(2)
i + · · · ,

q
(1)
i =

[
ωi

ρE

RT0
+ feq

i +

(
1− wf

2

)
×

(
f
(0)
i − feq

i +
δt

2
F

(1)
i

)]
ei · a1,

q
(k)
i =

(
1− wf

2

)
f
(k−1)
i ei · a1, k > 1.

将 (A1)和 (A2)式代入方程 (A3)和 (A4)对比各阶系
数, 可得

ε0 : f
(0)
i = f

(eq)
i , (A5a)

h
(0)
i = h

(eq)
i , (A5b)

ε1 : (∂t1 + ei · ∇1)f
(0) + wff

(1)
i

= δt

(
1− wf

2

)
· F (1)

i + δtωiK
(1)
i

, (A6a)

(∂t1 + ei · ∇1)h
(0) + (wh − wf)h

(1)
i

= − (wh − wf)(f
(1)
i +

δt

2
F

(1)
i ) ·

(
ei ·u− u2

2

)
+ δt

(
1− wh

2

)
q(1)
i

, (A6b)

ε2 : ∂t2f
(0) + (∂t1 + ei · ∇1)f

(1) = −wff
(2)
i , (A7a)

∂t2h
(0) + (∂t1 + ei · ∇1)h

(1)

= − (wh − wf)h
(2)
i + (wh − wf)f

(2)
i

(
ei ·u− u2

2

)
+ δt

(
1− wh

2

)
q
(2)
i . (A7b)

由原文方程 (8)和 (A1), (A2), (A5)可得∑
i

f
(n)
i = 0,

∑
i

eif
(n)
i = 0,

∑
i

h
(n)
i = 0,

n > 0. (A8)

根据原文方程 (3), (4)和 (14)可得到∑
i

Fi = 0,

∑
i

eiFi = ρa,

∑
i

eieiFi = ρ[au+ (au)T];

∑
i

qi = ρu · a,

∑
i

eiqi =

(
ρEI +

∑
i
eieif i

)
· a;

∑
i

Ki = 0. (A9)

根据原文方程 (5)和 (6)可以得到∑
i

feq
i = ρ, (A10a)

∑
i

feq
i eix = ρux, (A10b)

∑
i

feq
i eixeiy = ρuxuy + ρRTδxy; (A10c)

∑
i

heq
i = ρE, (A11a)

∑
i

heq
i eix = (ρE + p)ux, (A11b)

∑
i

heq
i eixeiy = (ρE + 2p)uxuy + p(E +RT )δxy.

(A11c)
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1 质量守恒
对方程 (A6a)和 (A7a)分别求速度的零阶矩, 可得到

t1和 t2尺度上的宏观方程:

∂t1ρ+∇1 · (ρu) = 0, (A12)

∂t2ρ = 0. (A13)

由方程 (A12)和 (A13)可以得到质量守恒的连续方程

∂tρ+∇1 · (ρu) = 0. (A14)

2 动量守恒
对方程 (A7a)进行速度的一阶矩可得

∂t2(ρuy) + ∂1x

(∑
i

eixeiyf
(1)
i

)
= 0. (A15)

为推导动量守恒方程需要计算
∑
i

eixeiyf
(1)
i ,对方程 (A6a)

求速度的二阶矩可得

∂t1

(∑
i

f
(0)
i eixeix

)
+ ∂1z

(∑
i

f
(0)
i eixeiyeiz

)
+ wf

∑
i

f
(1)
i eixeiy

= δt

(
1− wf

2

)
·
∑
i

ωiFi
(1)eixeiy

+ δt
∑
i

ωiKi
(1)eixeiy. (A16)

经过代数计算可得到

− wf
∑
i

f
(1)
i eixeiy

= ∂t1(ρuxuy + pδxy) +∇1[p (uzδxy + uyδxz + uxδyz)]

− δt

(
1− wf

2

)
ρ[a1 ·u+ (a1 ·u)T]. (A17)

对方程 (A6 a)进行速度的一阶矩可得到以下方程:

∂t1(ρuy) + ∂1x

(∑
i

eixeiyf
eq
i

)
= ρa1y. (A18)

根据方程 (A10c)和 (A18)可以得到

∂t1(ρuy) + ∂1x(ρuxuy) = ρay − ∂1xp. (A19)

由方程 (A19)和 (A12)可得

∂t1(ρuxuy) = ρay − ux∂1yp− uy∂1xp

− ∂1z(ρuxuyuz). (A20)

低Ma数情况下, 三阶项可以忽略. 通过能量守恒推导 ∂t1p

表达式, 对 (A6b)式求和可以得到

∂t1(ρE) + ∂1y[(ρE + p)uy) = ρuya1y. (A21)

已知E = (cvT + u2)/2 = (DRT + u2)/2代入方程

(A21)可得

∂t1

(
1

2
ρu2 + ρ

D

2
RT

)

+ ∂1y

(
1

2
ρu2uy + ρ

D

2
RTuy + puy

)
= ρuya1y. (A22)

经过代数计算可得

uy[∂t1(ρuy) + ∂1x(ρuyux) + ∂1yp] + ∂t1

(
p
D

2

)
+ ∂1x

(
ρ
D

2
RTux

)
+ p∂1xux

= ρuya1y. (A23)

由方程 (A19)和 (A23)可得

∂t1p =
2

D
ρuya1y − ρa1y − ∂1x(pux)−

2

D
p∂1xux. (A24)

由方程 (A20)和 (A24)可以得出∑
i

f
(1)
i eixeiy = −

(
τf

δt
+

1

2

)
p

{
[∇1 ·u+ (∇1 ·u)T]

− 2

D
(∇1 ·u)I

}
. (A25)

由以上方程可以得到以下动量守恒方程:

∂t(ρu) +∇1 · (ρuu) = −∇1 · p+∇1 ·Π + ρa1, (A26)

其中Π = µp[∇1 · u + (∇1 · u)T − (2/3)(∇1 · u)I] +

2(1/3− 1/D)µp(∇1 ·u)I.
3 能量守恒
对方程 (A7b)求零阶矩可得

∂t2(ρE) + ∂1y(
∑
i

eiyh
(1)
i ) = δt

(
1− wh

2

)
ρu · a. (A27)

为推导能量守恒方程, 需要计算
∑
i

eiyh
(1)
i , 对方程 (A6b)

求一阶矩可得:

− (wh − wf)
∑
i

eiyh
(1)
i

= ∂t1

∑
i

eiyh
(0)
i + ∂1x

∑
i

eixeiyh
(0)
i

+ (wh − wf)

(
ux

∑
i

eixeiyf
(1)
i −

∑
i

eixf
(1)
i

u2

2

)
+ (wh − wf)

δt

2

(
ux

∑
i

eixeiyF
(1)
i −

∑
i

eixF
(1)
i

u2

2

)
+ δt

(
1− wh

2

)∑
i

eiyq
(1)
i . (A28)

根据方程 (A11), (A9)和 (A25)可以得到

− (wh − wf)
∑
i

eiyh
(1)
i

= [∂t1(pux + ρEux) + ∂1y(pRTδxy + puxuy)]

+ ∂1y[pEδxy + (p+ ρEuxuy)]

+ τf

(
1

τh
− 1

τf

)
p(∂xuy + ∂yux)uy

− [(p+ ρE)ax + ρ(u · a1)ux]. (A29)
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由方程 (A12)和 (A18)可得

∂t1uy = ρay − ux∂1xuy − 1

ρ
∂1xp. (A30)

由方程 (A21), (A24)和 (A30)可得

∂t1 [(p+ ρE)uy]

= (p+ ρE)(ρay − ux∂1xuy)− (E +RT )∂1yp

+ uy{ρuya1y − ∂1y[(p+ ρE)uy]−
2

D
ρuya1y − ρa1y

− ∂1x(pux)−
2

D
p∂1xux}. (A31)

根据方程 (A20), (A24), (A25)和 (A31)可得出∑
i

eiyh
(1)
i

= − D + 2

2
τhpR∇1T −

(
τf

δt
+

1

2

)
× p

{
[∇1 ·u+ (∇1 ·u)T]− 2

D
(∇1 ·u)I

}
. (A32)

通过以上方程我们可得出能量守恒方程

∂t(ρE) +∇1 · [(ρE + p)u]

= ∇1 · (τhp(cv +R)∇T ) +∇1 · (Π ·u) + ρu · a. (A33)

根据方程 (A14), (A26)和 (A33), 可以得出本文所提
出的耦合的基于总能形式的双分布函数热晶格玻尔兹曼数

值方法所对应的宏观热流体力学方程 (即原文方程 (15)):

∂tρ+∇ · (ρu) = 0,

∂t(ρu) +∇ · (ρuu) = −∇ · p+∇ ·Π + ρa

∂t(ρE) +∇ · [(ρE + p)u]

= ∇ · (τhp(cv +R)∇T ) +∇ · (Π ·u) + ρu · a,

其中Π = µp[∇ · u + (∇ · u)T − (2/3)(∇ · u)I] +

2(1/3− 1/D)µp(∇ ·u)I.
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Abstract
Micro-scale flow is a very important and prominent problem in the design and application of micro-electromechanical

systems. With the decrease of the scale, effects, such as viscous dissipation, compression work and boundary slip etc.,
which are ignored in a large-scale flow, play important roles in a microfluidic system.

With its certain advantages such as high numerical efficiency, easy implement, parallel algorithms etc., the lattice
Boltzmann method is a powerful numerical technique for simulating fluid flows and modeling the physics in fluids. The
double-distribution-function lattice Boltzmann method has been widely used in a micro-scale thermal flow system, since
it utilizes two different distribution functions to take account of the viscous dissipation and compression work. However,
most of the existing double-distribution-function lattice Boltzmann methods are “decoupling” models, and decoupling
will cause the models to be limited to Boussinesq flows in which temperature variation is small. In order to overcome the
above problem, based on the low-order Hermite expansion of the continuous equilibrium distribution function, we propose
a coupling double-distribution-function thermal lattice Boltzmann method. This method introduces temperature changes
into the lattice Boltzmann momentum equation in the form of the momentum source, which can affect the distribution
of flow velocity and density, so as to realize the coupling between the momentum field and the energy field. In the
process of fluid flow, the temperature change of the energy field includes two parts: one is for different times at the same
lattice which can cause the change of the fluid characteristic parameters, such as the viscosity coefficient and the thermal
diffusivity; the other is for the same time at different lattices which mainly affects the distribution of the velocity. In
the collision and the migration processes, temperature change is introduced into the fluid flow to achieve the effect of
temperature changes on the flow field and the coupling between the energy field and the momentum field. This method
can break up the limitation of the Boussinesq flows and expand the application scope of the lattice Boltzmann method.

Two natural convection models (one takes into consideration the viscous dissipation and compression work, and the
other does not) are studied in this paper to verify the effectiveness and accuracy of the coupling double-distribution-
function thermal lattice Boltzmann method. Flow field and the changing trend in temperature, velocity and the averaged
Nusselt number are analyzed emphatically at different Rayleigh number and Prandtl number. Results of this paper are
excellently consistent with those in papers published, confirming the validity and accuracy of this method. Results also
show that the convective heat transfer gradually enhances with increasing Rayleigh number and Prandtl number in the
cavity, and the boundary layer is obviously formed in the regions very close to the walls; the heat transfer is greatly
enhanced if viscous dissipation and compression work are considered; and these effects should not be neglected in the
micro-scale flow system.
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