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耦合振子系统的多稳态同步分析∗
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本文讨论了一维闭合环上Kuramoto相振子在非对称耦合作用下同步区域出现的多定态现象. 研究发现
在振子数 N 6 3 情形下系统不会出现多态现象, 而 N > 4 多振子系统则呈现规律的多同步定态. 我们进一
步对耦合振子系统中出现的多定态规律及定态稳定性进行了理论分析, 得到了定态渐近稳定解. 数值模拟多
体系统发现同步区特征和理论描述相一致. 研究结果显示在绝热条件下随着耦合强度的减小, 系统从不同分
支的同步态出发最终会回到同一非同步态. 这说明, 耦合振子系统在非同步区由于运动的遍历性而只具有单
一的非同步态, 在发生同步时由于遍历性破缺会产生多个同步定态的共存现象.

关键词: Kuramoto模型, 同步, 相振子, 多定态
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1 引 言

同步现象及其相关问题的研究涵盖了化学、物

理、生物等自然科学和工程学等许多领域 [1−3], 甚
至社会科学中的一些行为都与同步的基本性质有

密切关系. 许多具体问题如约瑟夫森结 [4], 纳米力
学 [5]、萤火虫的同步闪动 [6]、心脏起搏器 [7], 帕金
森氏综合症 [8]、反冲原子激光器等 [9]都发现存在

同步现象. 近年来, 复杂网络的同步动力学行为也
成为热门的研究专题之一 [10−14]. 为了对大量相互
作用的单元之间的同步行为加以理解, 人们在理论
上进行了很多探讨, Winfree和Kuramoto等先后
从物理上将大量相互作用的单元简化为以相位为

慢变量的极限环振子, 并从数学上构建了一个简单
的理论框架, 从而很好地解释了大量存在于这些
表面上看起来完全不同系统中的同步行为, 其中
Kuramoto提出的全局耦合振子平均场模型 [15−17]

被认为是最普适常用的模型之一,

θ̇i =ωi +
K

N

N∑
j=1

sin(θj − θi),

i = 1, 2, · · · , N. (1)

此处 θi代表第 i个振子的相位, ωi为其自然频率,
通常满足一定的分布 (如高斯, Lorentz分布等), N
为总的振子数目, K为耦合强度. 为了刻画系统中
振子之间相位的相干程度, 可以引入宏观量

Z = R e iΦ =
1

N

N∑
j=1

eiθj , (2)

此处Z是一个复序参量, 表征系统的有序程度, 振
幅为R, Φ为平均相位. 从方程 (2)可知, 当系统
达到完全同步时 (θi(t) = θj(t), ∀i, j ∈ 1, · · · , N)
R = 1, 而当振子没有达到同步时, 振子之间的相位
没有固定关系 (不相干), 在热力学极限 (N → ∞)
下 R = 0. Kuramoto利用平均场理论得到R的自

洽方程, 并通过理论推导发现当耦合强度K从零增

加到一个阈值K0时, 序参量R会经历从零到非零

的转变, 系统经历从非相干态到相干态的二级非平
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衡相变. 可以引入如下平均频率 Ωi 来刻画同步的

微观机理,

Ωi = ⟨θ̇i⟩ =
1

T

∫ t+T

t

θ̇i dt, (3)

其中 T表示演化时间, ⟨·⟩代表时间平均. 当两个振
子达到同步时, 其平均频率相等, 两个振子锁相 (即
它们的相差不会随着时间变化). 随着耦合强度的
增加, 同步振子的相差将逐渐趋近于零, 最终所有
振子达到完全同步. 通过同步分岔树 [18]可以很好

地理解系统的同步过程, 即随着耦合强度的增加,
自然频率相近的振子会先行同步形成小集团, 进而
集团之间相互耦合达到同步, 最终所有振子的平均
频率均相等.

平均场的Kuramoto模型在近几年的研究中被
不断推广到各种情形如局域耦合、振幅效应、非简

谐耦合甚至混沌振子等, 其中最典型的一种推广模
型是局域耦合振子模型, 即振子只与相邻的 2个或
多个振子之间存在相互作用. 对于最近邻耦合情
形 [19−31],

θ̇i =ωi +K sin(θi+1 − θi)

+K sin(θi−1 − θi). (4)

最近邻耦合振子系统的同步由于空间局域近邻耦

合和振子频率差之间的竞争而具有丰富的动力学

行为 [32]. 文献 [33]通过数值模拟发现, 自然频率的
分布会对同步产生重要影响. 当系统振子自然频率
满足粗糙度最大时, 系统达到完全同步的临界耦合
强度越小, 而且随着振子数的增加, 临界耦合强度
趋于有限值. 文献 [34]进一步理论分析了以上构型
出现小临界耦合强度的原因, 证实了局域耦合的长
程相关性和该构型的鲁棒性. Tilles及其合作者 [35]

研究了最近邻耦合振子环同步区域出现多个吸引

域的情形, 即在可解区存在多重解, 且这些解的特
点取决于它们出现在可解区边界的位置. 文献 [36]
研究了最近邻耦合振子在受到时间延迟耦合作用

时也会出现同步和去同步的多稳态现象. 在文献
[37]中, 作者通过数值模拟和理论分析得出最近邻
耦合的有限振子数系统在同步区存在多定态稳定

解, 且这些解可以用不同回转数来表征.
我们注意到全局耦合方程 (1)和最近邻耦合方

程 (4)都是对称耦合, 即 i对 j的作用等于 j对 i的

作用. 以往所研究的同步现象都基于相互耦合方
式, 本文将要讨论的情形是非对称特别是单向耦合

振子的同步行为. 单向最近邻环上非线性振子的动
力学模型可表为

θ̇i = ωi + 2K sin(θi+1 − θi), i = 1, 2, · · · , N. (5)

为了便于讨论, 不失一般性, 所有振子自然频率ωi

的平均值可以置为零. 如果自然平均频率平均值不
为零, 只需对宏观参量平均频率Ω作 ω̄的平移 [25],
系统整体行为特征保持不变. 讨论环上振子, 因而
采用周期性边界条件 (θN+1 = θ1), 这样耦合振子
系统就形成一个单向耦合环.

在本文中, 我们将集中分析闭合环上单向耦合
振子的动力学行为. 通过研究少数耦合极限环系统
(N = 2, N = 3)的行为发现, 当耦合强度大于一定
阈值时, 所有振子都被同步到平均频率上, 序参量
随耦合强度增加趋于 1, 而振子数较多 (N > 4)的
系统在整个同步区域的序参量呈现出多分支态, 尽
管所有振子的频率已经相等. 理论分析表明, 少振
子耦合系统在同步区只有稳定的对应于序参量为 1
的频率和相位同步态, 不存在多分支定态, 而多振
子系统随着振子数的增加, 分支数目会呈现规律的
增加, 对应于这些不同分支上任意相邻振子的相位
差取特定的分立值. 通过分析系统各种不同分支
态的动力学稳定性, 我们发现雅可比矩阵的特征值
实部小于零, 说明这些分支解是渐近稳定的. 如果
系统初始处于不同的稳态分支, 在绝热减小耦合强
度的情况下, 系统都会回到非同步区的同一个分岔
树上, 即在非同步区耦合振子系统呈现单一非同步
的动力学吸引域. 我们的研究结果表明耦合振子
系统在发生同步时会产生多种不同的锁相态, 它们
在同一耦合强度下共存, 反映了系统在同步区的多
稳性.

2 同步多稳态分支现象

我们首先研究方程 (5)所描述的相振子在同步
区和非同步区的宏观参量平均频率Ωi, 以便对系
统的全局动力学行为有个普遍认识. 不失一般性,
可取自然频率平均值 ω̄ = 0. 图 1 给出了系统大小
分别为N = 3, N = 10, N = 20, N = 50的平均频

率Ωi随振子耦合强度 K变化的同步分岔树. 每个
振子的自然频率ωi 在 [−1, 1]范围内随机选取, 初
始时刻的相位选择 [0, 2π]范围内任意值. 从图 1 (a)
中可以看到, 对于N = 3系统, 随着耦合强度的
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增加, 3个振子的平均频率逐渐汇聚到相同的频率
ω = 0上, 从而产生同步. 图 1 (b)—(d)分别给出了
N = 10, 20和50的同步分岔树, 系统在不同的耦合
强度下, 初始相位都是 [0.2π]范围内随机选择. 可
以发现, 在非同步区, 虽然初始条件不同, 但对于所
有不同N的情形, 同步分岔树都是单一的, 这说明
在非同步区系统的动力学具有遍历性, 即具有单一
的吸引子. 不同的结果则发生在振子完全同步时,
可以看到对于N > 3的系统, 除了平均频率ω = 0

的同步定态外, 还存在其他的同步定态. 注意这里
图 1 (b)—(d)在同步分岔树 K 比较大时的频率多

支行为不同于 K 比较小时, K 较小时的不同分支
是不同振子的频率, 而 K 较大时则是所有振子频

率落在同一分支上, 不同分支代表从不同初始条件
演化到不同的同步分支. 分支的数目与系统振子
个数有关, 我们发现随着系统大小的变化, 分支数
目成对增加. 由于自然频率和初始相位的任意性,
在给定耦合强度的情况下, 系统演化的终态可能会
落在不同分支的任一定态上, 在整个全局耦合同步
区, 定态所在的分支与耦合强度呈线性关系. 因此,
耦合振子系统在达到同步时出现了多个同步定态

共存的现象. 这一现象与振子自然频率的分布情况
无关, 我们考虑振子的自然频率为其他分布 (如高
斯分布)情况时, 发现系统同样会出现多定态分支
现象.
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图 1 不同振子数系统平均频率 Ω 随耦合强度 K 变化的同步分岔图 (a) N = 3; (b) N = 10;
(c) N = 20; (d) N = 50

Fig. 1. Bifurcation trees of average frequency for different system sizes N = 3, 10, 20, 50, respectively.

这一有趣现象在考察系统的序参量过程中也

有所体现. 图 2给出了与图 1相同系统的序参量R,
可以看到对于系统 N = 3, 序参量从非零值逐渐增
加到 1, 说明系统从非同步态经历二级相变逐渐达
到完全同步态, 即相位锁定在同一值上. 对于同一
耦合强度, 计算系统从不同初始条件出发, 终态结
果只有一个对应的序参量R值. 而对于N > 3系

统, 在同步区域通过随机初始条件扫描发现, 序参

量除了有 R → 1 这个分支外, 还存在其他的分支,
这些分支随着耦合强度的增加非但不增加趋近于

1, 反而逐渐减小趋近于 0, 呈现为多条趋近于零的
R分支. 此处 R → 0的诸多分支并不是说明系统

同步被破坏, 而是系统中的振子处于多个不同的同
步态, 同时振子的相位不是被锁定在同一值上, 而
是相互之间出现不同的相位差均匀分散在单位圆

上, 第3部分我们将做详细分析.

170504-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 17 (2015) 170504

0 1 2 3

0.6

0.8

1.0

0 1 2 3 4 5

0

0.25

0.50

0.75

1.00

0 1 2 3 4 5

0

0.25

0.50

0.75

1.00

0 1 2 3 4 5

0

0.25

0.50

0.75

1.00

R

N/ N/

N/ N/

(a) (b)

(c) (d)

R

R
R

k k

k k

图 2 不同振子数系统序参量 R 随耦合强度 K 变化关系图 (a)—(d)分别对应大小为 N = 3, 10, 20和 50

Fig. 2. The plots of R versus K for different systems sizes N = 3, 10, 20, 50, respectively.

为了更清楚说明在给定耦合强度下系统处于

哪一支定态分支, 我们选取N = 10的体系, 并将
图 1 (b)和图 2 (b)的相同区域进行放大, 如图 3所
示. 在图 3中, 可以清楚发现当系统处于平均频率
为零的定态分支时, 序参量趋于 1. 而系统平均频
率不为零的其他任一定态分支, 序参量则随着耦合
强度的增加接近于零, 可见此定态下振子的相位并
没有被锁定到相同值上. 图 3 (a)可看出对于平均
频率不为零的定态分支, 随着耦合强度的增加, 其
平均频率与耦合强度之间呈线性增加关系.
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图 3 图 1 (b)和图 2 (b)的局部放大图
Fig. 3. Partial enlarged plots of figure 1(b) and figure
2(b).

3 理论分析和数值计算

上面所看到的多态行为表明, 系统在达到同
步时可以存在多个不同的同步态, 因此有必要从
理论上对这些态的特点、存在性以及稳定性进行

较为细致的讨论. 振子数N很大时, 系统较为复
杂, 我们首先从少数耦合振子情形出发来进行分
析. 对于N = 2的单向非对称耦合系统, 引入相位
差ϕ = θ1 − θ2, 则可以得到其演化方程为

ϕ̇ = θ̇1 − θ̇2 = ∆ω −K sinϕ, (6)

其中∆ω = ω1 − ω2(不失一般性, 令∆ω > 0). 当
K很小时, 方程 (6)无定态解, 随着K的增加, 系统
在K = ∆ω处发生鞍结分岔, 出现一对不动点满足
ϕ̇ = 0, 锁相角 sinϕ =

∆ω

K
. 根据线性稳定性分析

可知, 其中解ϕ = sin−1∆ω

K
是稳定的, 而另一个解

ϕ = π− sin−1∆ω

K
则为不稳定解. 对于一个给定的

耦合强度K, 振子1的平均频率为

⟨θ̇1⟩ = ω1 −K⟨sinϕ⟩

= ω2 +
√
(∆ω)2 −K2. (7)

显然, 随着K的增加, ⟨θ̇1⟩逐步趋向于ω2. 达到锁
相时 ⟨θ̇1⟩ = ω2, 即两振子发生共振. 由此可见,
N = 2振子系统达到同步时只有一个稳定态.
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对于N = 3的单向耦合情形, 引入相差
ϕ1 = θ2 − θ1 和 ϕ2 = θ3 − θ2, 得到如下相差方程:

ϕ̇1 = ∆ω21 +K(sinϕ2 − sinϕ1),

ϕ̇2 = ∆ω32 −K(sin(ϕ1 + ϕ2) + sinϕ2). (8)

其中∆ω21 = ω2 −ω1,∆ω32 = ω3 −ω2, 图 4给出了
ϕ1和ϕ2的相图, 三个振子的自然频差为零, 耦合强
度取为 2, 从而保证系统满足同步条件. 分析发现
当耦合强度足够大时系统存在 3个不动点, 分别为
(0, 0), (0,π)和 (0,−π), 即为图 4中的三个交点. 下
面我们分析这些点的稳定性. 对于二维系统, 雅克
比矩阵定义为

J =


∂ϕ̇1

∂ϕ1

∂ϕ̇1

∂ϕ2

∂ϕ̇2

∂ϕ1

∂ϕ̇2

∂ϕ2

 ,

则方程 (8)对应的雅可比矩阵为

J=K

 − cosϕ1 cosϕ2

− cos(ϕ1 + ϕ2) − cos(ϕ1 + ϕ2)− cosϕ2

 .

对 于 (0, 0)解, 其 相 应 的 本 征 值 为 λ1,2 =

K(−3±
√
3i)/2, 其实部均小于 0, 是稳定结点,

即为图 4中虚线和实线交叉的稳定点. 图中星
号表示初始态, 经过长时间演化后最终会收敛
到稳定点 (0, 0)上. 对于解 (0,±π), 其本征值为
λ1,2 = K(1±

√
5i)/2, 实部大于零, 因此 (0,±π)

均为不稳定鞍点, 即为图 4中的不稳定A点和不稳
定B点. 由此可知N = 3系统同样不会出现多定态

分支.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

φ1

φ
2

unstable point B

unstable point A

stable point

图 4 ϕ1 和 ϕ2的相图, 图中星号表示系统的初始状态, 系统
从不同的初始条件出发最终均收敛于同一稳定点 (0, 0). 而另
外两个交点A和B则为不稳定点
Fig. 4. Phase diagram of ϕ1 vs ϕ2. The stars are the
initial states of the system. From this figure, we can see
that the system will convergence to the point (0, 0) from
arbitrary initial state. A and B are unstable fixed points.

对于多体系统同步区出现的多分支定态现象,
理论分析较简单系统要复杂得多. 考虑到我们仅限
于分析同步区振子长时间演化下的动力学行为, 不
妨将振子视为频率相等的全同振子, 取值为 0. 方
程 (5)可进一步简化为

θ̇i = 2Ksin(θi+1 − θi), i = 0, 1, 2, · · · , N. (9)

我们将通过方程 (9)分析系统可能出现的定态
以及定态满足的条件. 引入相邻振子的相差

ϕi = θi+1 − θi, 方程 (9)描述N维相振子系统, 依
次相减可简化为N − 1维系统

ϕ̇i =2K(sinϕi+1 − sinϕi),

i = 1, 2, · · · , N − 1. (10)

显然, 当系统处于同步态, 振子的相位锁定, 即
ϕ̇1 = · · · = ϕ̇i = · · · = ϕ̇N−1 = 0, 则定态下相邻振
子相差的正弦值相等, 即 sin(ϕ1) = · · · = sin(ϕN ).

方程 (10)中所有项相加可得: sin
(

−
N−1∑
i=1

ϕi

)
−

sinϕ1 = 0, 由此可见系统处于定态时, 相邻振子的
相位差有以下两种可能性

ϕi1 =
2πk1
N

+ 2m1π;

ϕi2 =
(2k2 + 1)π

N − 2
+ 2m2π, (11)

其中 ∀k1, k2 ∈ 0, 1, · · ·N − 1, ∀m1,m2 ∈ Z. 多维
(相空间维数N > 2)系统定态解的稳定性可以采用
线性化方法进行分析, 给出方程在定态解下的雅克
比矩阵, 再根据特征值方程分析特征值的实部, 如
果实部小于零, 说明定态解是稳定的, 反之如果实
部大于零则是不稳定解. 方程 (9)定态解的雅克比
矩阵可写为

J = 2K



−c1 c2 0 0 · · · 0

0 −c2 c3 0 · · · 0
...

...
... ci

. . . ...

0 0 0 · · · −cN−2 cN−1

cN 0 0 0 · · · −cN−1


,

其中 ci = cosϕi, 根据方程 (11)可以推断, 定态解
ϕi1和ϕi2可能会是所有象限区间内的任意值, 但是
相差ϕi的余弦值符号只有两种可能, 即 cosϕi > 0

或者 cosϕi < 0. 我们只讨论定态下所有相邻振
子相差的余弦值 cosϕi相等的情形, 那么矩阵的特
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征解为

λn =2K cos(ϕi)

[
− 1 + cos( 2nπ

N − 1
)

+ i sin
(

2nπ

N − 1

)]
,

n = 0, 1, 2, · · · , N − 2, (12)

可见, 定态解 cosϕi > 0时, 对应特征值实部均不大
于零, 说明该解是渐近稳定的, 定点ϕi为稳定焦结

点. 而如果 cosϕi < 0, 代入特征值方程 (12)可见实
部不小于零, 对应不稳定解. 基于以上分析可以得
出系统同步条件下, 相邻振子的相差有效范围落在
第一象限和第四象限内, 即满足

ϕi =
2kπ

N
+ 2mπ(

∀k,m ∈ Z, |k| 6 N

4

)
. (13)

此处k的取值个数代表系统的稳态解的个数. 由此
可知, 只有N > 4的系统才会出现多个定态, 与前
面理论分析结果相一致. 而振子系统在同步区域可

能出现的定态数 L 为

L = 2|k|+ 1. (14)

以上理论分析确定了任意大小系统可能存在

的定态数, 但是由于初始条件存在任意性, 从单一
初始条件出发并不能遍历系统相空间所有的吸引

域, 因而对于较大系统, 平均频率分岔树在同步区
域并不会出现所有理论预测的同步分支. 图 5和
图 6 给出N = 4, N = 10相振子系统的平均频率

分岔树、不同定态分支相应的斜率、定态的相差

满足条件以及相应序参量. 按照前面的理论分析,
N = 4体系同步区应该会出现k = 0, k = ±1三种

同步分支, 对应的有效相差ϕ分别为0,±π
2

, 而序参
量则分别是R = 1和0. 根据方程 (9)可知平均频率
与耦合强度K呈线性关系, 斜率 p =

2

N

∑
i

sinϕi.

不同的耦合强度下, 同一分支上的定态斜率值
应该保持一致, 将定态下对应的有效相差代入斜
率表达式, 可知三个定态对应的斜率分别是 0,±2.
图 5 (a), (b), (c), (d)中的数值模拟与以上理论分析
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图 5 N = 4系统同步态特性 (a)平均频率分岔树, 非零分支线和理论直线完全重合; (b)三个不同定态分支相应
的斜率大小, 图中三角形、方形和圆形给出的是数值模拟的斜率大小, 直线为理论结果; (c)各定态下相邻振子的相
位差 ϕ, 有效值分别是 0,±π/2; (d)不同定态对应的序参量, 零分支对应 R = 1, 非零分支对应 R = 0

Fig. 5. The synchronization features of N = 4: (a) The bifurcation tree of average frequency. Nonzero
branch line coincide with the theoretical result; (b) The slopes of three different steady states. The slopes
marked with triangle, square and circular are obtained by the numerical simulation, and the line shows the
theoretical results; (c) The phase difference of neighbor oscillators are 0,±π/2, respectively; (d) The order
parameter R = 1 is corresponding to zero branch and R = 0 for other states.
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结果相一致. 图 5 (b)是数值计算系统稳态下斜
率大小. 图 5 (a), (b)中的直线为理论线, 而将
图 5 (a), (b)中非零分支进行线性拟合, 与理论
结果完全吻合. 图 5中实心圆对应初始相位是
均分 4π, 而经过长时间演化, 末态相邻振子对应
的相差为零或是π的偶数倍, 即在单位圆上振子
锁定在同一位置, 则序参量等于 1, 平均频率分
支对应的斜率也等于零. 方块和三角对应的初
始相位分别均分 2π和 6π, 定态下的相差则分别

是 0.5π和 1.5π, 平均分散在单位圆上, 则序参量
为零. 而对于N = 10的体系, 利用相同的理论
方法分析, 存在 5种不同的定态分支, 分别对应
k = 0, k = ±1, k = ±2, 相应的相差为0,±π

5
,±2π

5
,

代入斜率公式 p =
2

N

∑
i

sinϕi得出分支对应的斜

率理论值分别为 0,±1.17557,±1.90211, 序参量也
分别是R = 1和 0. 图 6 (a), (b) 中的直线为理论
线, 数值模拟得出分岔树有 5个分支, 其斜率、相差
以及序参量都与理论结果相吻合.
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图 6 N = 10系统同步态的特性 (a)同步分岔树. 图中不同形状的分支对应初始相位分别是均分 2π, 4π, 10π,
6π, 16π; (b)五个不同定态分支对应的斜率大小, 图中标记的数值模拟斜率大小和文中理论值相同; (c)同步定态下
相邻振子的相位差 ϕ; (d)不同定态对应的序参量
Fig. 6. The synchronization features of N = 10 system: (a) The bifurcation tree of average frequency. The
initial phase of different branches is divided by 2π, 4π, 10π, 6π, 16π, respectively; (b) The slopes of five
different steady states. The size of slope from numerical simulation coincides with our theoretical results;
(c) The phase difference of neighbor oscillators in synchronous states; (d) The order parameters of different
states.

上面我们分析了全同振子系统的多稳态情况,
而对于非全同振子系统来说定态雅可比矩阵并没

有发生变化, 根据该矩阵性质可知稳定态解个数也
将不会改变, 因而对于非全同振子系统而言结论
(14)依然成立. 值得注意的是, 对于一般的非全同
振子系统, 我们虽然能够确定定态解的最大个数,
但并非每个定态解都能出现, 正如文献 [20]所描述
的那样耦合强度的不同会导致不同的定态解; 而如
果我们采用全同振子, 则所有的定态解都能出现.

所以在本文中为分析方便, 我们重点讨论了全同
情形.

4 非同步区系统动力学行为

以上我们分析了同步区出现多稳态的规律, 对
于非同步区, 频率相近的振子会首先同步形成小集
团, 平均频率相近的集团之间随着耦合强度的增加
再逐渐同步到相同的频率上, 整个系统达到全局同
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步. 下面我们探讨系统处于不同分支定态, 随着绝
热减小耦合强度, 从同步态经过鞍结分岔失稳进入
非同步区域的情形. 研究发现系统从任一定态分支
出发, 伴随耦合强度减少, 系统仍然会保持在这一
吸引域中, 直到耦合强度越过一阈值, 系统直接跳
到平均频率为零的稳态, 期间会伴有迟滞现象. 如
图 7所示, 系统大小N = 9, 图 7 (a)给出系统随着
耦合强度的增加, 平均频率的同步分岔树, 发现当
耦合强度为K = 1.51时, 出现平均频率大于零的
分支 (正分支), 而当K = 1.54时, 另一个对称的平
均频率小于零分支 (负分支)也出现. 图 7 (b)中系
统从平均频率等于零 (零分支)的稳态 (K = 4.00)
出发, 经历鞍结分岔而进入非同步区域. 图 7 (c)系
统从平均频率小于零 (负分支)的稳态 (K = 4.38)
出发, 绝热减小耦合强度, 发现在K = 1.16时, 系
统从此负分支定态跳跃至平均频率等于零的稳态,
此处的临界耦合强度小于图 7 (a)中的K = 1.54,
即存在迟滞现象, 随后历经鞍结分叉进入非同步

区. 图 7 (d)系统处于平均频率大于零 (正分支)的
某一稳态 (K = 5.04), 随着耦合强度绝热减小, 在
K = 1.27时, 系统同样从正分支跳跃到零分支, 临
界耦合强度也是小于图 7 (a)中对应的K = 1.5, 同
样存在迟滞现象. 从图 7 (b), (c), (d)中可以看出,
系统从任一非零分支稳态出发, 随着耦合强度绝热
减小, 都会跳跃到零分支稳态, 随后经历相同的演
化过程进入非同步区. 而在非同步区域, 正向演化
和三种反向演化呈现完全相同的动力学行为演化,
图 8 (a), (b), (c), (d)分别对应着图 7 (a), (b), (c),
(d)中非同步区域的局部放大图. 图 7 (a)中正向集
团化同步过程和 (b), (c), (d)中反向去同步行为完
全一致, 即系统从任一稳态出发, 随着耦合强度绝
热减小到零, 都回到同一个非同步分岔树上 (非相
关态). 这一现象也进一步说明耦合振子系统在非
同步区由于运动的遍历性存在单一的非同步的动

力学吸引域.
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图 7 振子数N = 9系统的平均频率随着耦合强度增加 (正向)和减小 (反向)的关系演化图 (a)正向分岔树, 耦合强度从零
逐渐增加; (b)零分支反向分岔树, 耦合强度从K = 4.00出发逐渐绝热减小; (c)负分支反向分岔树, 耦合强度从K = 4.38

出发逐渐绝热减小; (d)正分支反向分岔树, 耦合强度从K = 5.04出发逐渐绝热减小; (b), (c), (d)图中初始相位是 (a)图
中对应耦合强度下的终态相位

Fig. 7. Bifurcation trees for system with N = 9: (a) Bifurcation tree with increasing coupling strength from zero;
(b) The plots of Ω versus K, the coupling strength decreases adiabatically from K = 4.00 gradually and the initial
state is in a zero branch; (c) The plots of Ω versus K, the coupling strength decreases adiabatically from K = 4.38

gradually and the initial state is in a negative branch; (d) The plots of Ω versus K, the coupling strength decreases
adiabatically from K = 5.04 gradually and the initial state is in a positive branch. The initial phase in (b)(c)(d) is
chosen as the final phase under the corresponding coupling strength in figure (a).
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图 8 图 7中振子数N = 9 耦合系统的非同步区域放大图

Fig. 8. Partial enlarged plots of figure 7 of N = 9 system on non-synchronous area.

5 结 论

本文利用Kuramoto模型研究一维闭合环上振
子在单向耦合作用下的同步动力学行为, 我们发现
由于非对称耦合作用, 频率分岔树同步区出现多定
态分支现象. 为了揭示同步区域出现的多定态机
理, 我们分析了少体系统和多体全同振子系统, 即
频率相同的振子, 结果表明非零稳态分支出现的数
量与系统的大小紧密相关, 即 2int

(
N/4

)
+ 1. 而

在同步区的不同定态下, 相邻振子的相差满足条件
ϕ = 2kπ/N + 2mπ(m ∈ Z), 进一步利用线性稳定
性原理分析得出该解是渐近稳定解. 非同步区的动
力学行为相对比较复杂, 但是集团化的过程比较明
显, 正向演化 (耦合强度增加)对应集团化过程的形
成, 最终达到全局同步. 反向演化 (耦合强度减少)
则对应去同步化过程, 不同的非零分支反向演化会
跳跃到零分支定态, 此过程存在迟滞现象, 这一现
象通常在系统发生一级相变时出现. 在耦合强度逐
渐绝热减小的过程中, 系统会发生鞍结分岔失稳,
进入非同步区. 研究结果表明无论从哪个定态分支
出发, 系统都会进入到同一个分岔树, 在非同步区
域的动力学演化机理完全一致, 这是由于系统在非

同步区运动的遍历性, 只能出现单一的非同步态.
本文研究了一维闭合环上的Kuramoto模型的同步
现象, 其动力学方程满足周期性边界条件. 而在其
他边界条件, 例如开放边界条件下一维振子链系统
的同步动力学行为, 我们将在今后的工作中做深入
研究.
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Abstract
A significant phenomenon in nature is that of collective synchronization, in which a large population of coupled

oscillators spontaneously synchronizes at a common frequency. Nonlinearly coupled systems with local interactions are
of special importance, in particular, the Kuramoto model in its nearest-neighbor version. In this paper the dynamics of a
ring of Kuramoto phase oscillators with unidirectional couplings is investigated. We simulate numerically the bifurcation
tree of average frequency observed and the multiple stable states in the synchronization region with the increase of
the coupling strength for N > 4, which cannot be found for N 6 3. Oscillators synchronize at a common frequency
ω̄ = 0 when K is larger than a critical value of N = 3. Multiple branches with Ω ̸= 0 will appear besides the zero
branch, and the number of branches increases with increasing oscillators for the system N > 3. We further present
a theoretical analysis on the feature and stability of the multiple synchronous states and obtain the asymptotically
stable solutions. When the system of N = 2 reaches synchronization, the dynamic equation has two solutions: one
is stable and the other is unstable. And there is also one stable solution for N = 3 when the system is in global
synchronization. For the larger system(N > 3), we study the identical oscillators and can find all the multiple branches
on the bifurcation tree. Our results show that the phase difference between neighboring oscillators has different fixed
values corresponding to the numbers of different branches. The behaviors in the synchronization region computed by
numerical simulation are consistent with theoretical calculation very well. The systems in which original states belong
to different stable states will evolve to the same incoherent state with an adiabatic decreasing of coupling strength.
Behaviors of synchronization of all oscillators are exactly the same in non-synchronous region whenever the system
evolves from an arbitrary branch according to the bifurcation trees. This result suggests that the only incoherent state
can be attributed to the movement ergodicity in the phase space of coupled oscillators in an asynchronous region. When
the system achieves synchronization, the phenomenon of the coexistence of multiple stable states will emerge because of
the broken ergodicity. All these analyses indicate that the multiple stable states of synchronization in nonlinear coupling
systems are indeed generically observable, which can have potential engineering applications.
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