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微平行管道内Eyring流体的电渗滑移流动∗

姜玉婷 齐海涛†

(山东大学 (威海)数学与统计学院, 威海 264209)

( 2014年 12月 3日收到; 2015年 3月 23日收到修改稿 )

研究了微平行管道内非牛顿流体——Eyring 流体在外加电场力和压力作用下的电渗流动. 在考虑微尺
度效应, 电场作用, 非牛顿特性, 滑移边界等情况下, 建立Eyring流体在微平行管道内电渗流动的力学模型.
通过解线性Possion-Boltzmann方程和Cauchy动量方程, 给出Eyring 流体速度分布的精确解和近似解析解,
并探讨了上述因素对电渗流动的影响. 将电场力和压力对于Eyring流体电渗流动的速度分布的影响进行了
比较分析, 得到有意义的结果.

关键词: Eyring流体, 电渗流动, 滑移边界, 解析解
PACS: 47.50.–d, 47.61.–k, 47.57.jd DOI: 10.7498/aps.64.174702

1 引 言

近二十年来, 随着微纳机电系统和生物工程研
究和开发的日益发展, 电渗流 (electroosmotic flow)
作为微流体力学的重要研究内容受到关注, 并在化
学分析和医学研究等领域都有广泛应用 [1,2]. Rice
和Whitehead [3]利用Debye-Hückel近似方法分析
了细长圆柱状毛细血管中的电渗流. Levine等 [4]

进一步研究了高Zeta电位下的电动流. Wang等 [5]

给出了矩形微通道中周期电渗流的半解析解. San-
tiago [6]研究了两平行板内流体的惯性力和压力对

瞬态电渗流的影响.
早期关于电渗流的研究关注的大多是牛顿流

体. 然而, 微流体设备通常用于分析生物流体, 聚
合物溶液和胶体悬浮液等, 这些流体通常具有非
牛顿特性, 不能看做牛顿流体. 因此, 有必要研
究非牛顿流体的电渗流, 国内外在这方面也取得
了一系列的研究成果. Das和Chakraborty [7]以及

Chakraborty [8]首先得出微平行管道内幂律流体电

渗流速度分布的解析解. Zhao等 [9,10]分析了微平

行管道内幂律流体电渗流的运动规律, 并且讨论了

电渗流的非牛顿特性. Berli和Olivares [11]将幂律

流体模型、Bingham模型以及Eyring模型作为本构
关系, 研究了不同的非牛顿流体在平行微通道或
圆柱形微通道内的电动流. Tang等 [12]数值分析了

微平行管道内幂律流体的电渗流. Hayat等 [13]给

出了广义Burgers流体周期电渗流的解析解. 长龙
和菅永军 [14]研究了平行板微管道中广义Maxwell
流体的周期电渗流, 获得了周期电渗流速度分布
的半解析解. 刘全生等 [15]给出了黏弹性Jeffrey流
体电渗流速度的解析表达式. 利用同伦分析方法,
Zheng等 [16]研究了多孔介质中纳米流体的驻点

流动和辐射传热特性, 并分析了多种参数的影响.
Zhao等 [17]研究了Oldroyd-B流体在毛细管中的非
定常电渗流动, 得出了速度分布的解析解并做了
相关讨论. 许少峰和汪久根 [18]通过分析微通道中

高分子溶液Poiseuille流, 发现微通道中的高分子
溶液呈现非牛顿流体特性, 可用幂律流体来描述.
Niu等 [19]探讨了微管道内非牛顿纳米流体的滑移

流动和热量传输机理. Tan等 [20]研究了微平行管

道内Eyring流体在电场中的电渗流, 并给出精确解
与近似解. Kang等 [21]研究了有水平通流情况下非
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均质性多孔介质内幂律型纳米流体的热对流不稳

定性问题, 得到热对流发生的临界Rayleigh数, 并
分析了相关参数对热对流失稳的影响. Ng和Qi [22]

提出了在压力和电场力共同驱动下非均匀通道内

幂律流体电渗流的解析模型. Wang等 [23]给出在

圆形长管道内广义Maxwell流体电渗流瞬时速度
分布的精确解, 并分析了各参数的影响. Mondal
等 [24]建立了在高Zeta电势下矩形微通道中压力和
电场力共同驱动下电渗流的数学模型, 得出了电
势、热传导等特性在不同参数下的变化规律. Xie和
Jian [25]分析了高Zeta电势下幂律流体的旋转电渗
流, 并讨论了多种参数对速度剖面的影响.

在上述微流体的研究中采用了不同的非牛顿

流体本构关系式, 那么是否有一种流体模型能够较
好的描述微纳管道内的电渗流动? Yang [26]利用连

续介质力学分析纳米管中的Eyring流体的流动, 发
现该流动在低压梯度下呈现牛顿流体特性, 而在高
压梯度下类似于塞形流体, 这与实验结果相似, 从
而得出了Eyring流体可用于模拟微纳流体流动的
结论. 基于此, 本文研究了平行微管道内的非牛顿
流体——Eyring流体在外加电场力和压力共同驱
动下的电渗流动. 在Navier滑移边界条件下, 给出
Eyring流体速度分布的精确解和近似解析解, 并数
值分析了各参数的影响.

2 公式推导和解析解

考虑平行微管道中不可压缩Eyring流体的定
常电渗流动. 微管道的长度为L, 宽度为W , 高
度为 2H, 且满足L,W ≫ 2H. 建立二维直角坐
标系, 令x轴 y轴相互垂直并且分别与管道壁面相

切, 规定下板位于 y = −H处, 上板位于 y = H

处. 假设通道壁面均匀分布着Zeta电势ψω, 沿着
x轴方向施加场强为Ex的直流电场和压力梯度为

常数的压力场, 流体就在两个力的作用下开始运
动. 根据几何中的对称性, 仅考虑通道的上半部
分, 即 0 6 y 6 H区域, 且假设速度分布的形式为
V = (vx(y), 0, 0).

忽略重力对电渗流动的影响, 流体满足
Cauchy动量方程

dτyx
dy + ρ eEx =

∂P

∂x
, (1)

其中, ρ e是通道壁面上双电层 (electric double-
layer)的净电荷体密度, Ex为外部电场场强, ρ eEx

是流体单位体积所受的电场力, P是压力. Eyring
模型来源于流体的分子理论, 并且已经通过实验得
到了改进 [27,28]. Eyring流体的本构关系为

τyx = τ0 arcsinh
(

1

γ̇0

dvx
dy

)
, (2)

其中, τyx是切应力, τ0和 γ̇0是流变参数.
根据静电学理论, 电势ψ满足Poisson方程

ε
d2ψ

dy2 = −ρ e . (3)

这里, ε是指流体的介电常数. 静电荷密度分
布可以表示为溶液中所有离子之和, 即 ρ e =

−2n∞ze sinh zeψ
kbT

, 其中n∞是指液体离子的体

积浓度, e是电子所带的电荷量, z是离子的化
合价, kb是Boltzmann常数, T 是绝对温度. 利
用Debye-Hückel线性近似, 假设电势相对于离
子的热能是很小的, 即 |zeψ| < |kbT |, 那么有
sinh(zeψ/kbT ) ≈ zeψ/kbT , 于是电势分布满足
如下线性Possion-Boltzmann方程

d2ψ

dy2 = κ2ψ, (4)

其中, κ2 = ((2n∞ e2z2)/(εkbT ))称为Debye-
Hückel参数, κ−1代表双电层的膜厚度,称为Debye
长度.

Possion-Boltzmann方程 (4)满足如下边界
条件:

dψ
dy

∣∣∣∣
y=0

= 0, ψ(H) = ψω. (5)

其解为

ψ(y) = ψω
cosh(κy)
cosh(κH)

. (6)

进而可得静电荷密度分布为

ρ e = −εψωκ
2 cosh(κy)

cosh(κH)
. (7)

通过以上的分析, 动量方程 (1)可化为
dτyx
dy − εκ2ψ(y)Ex =

∂P

∂x
. (8)

下面研究方程 (2)和 (8)在如下Navier滑移边界条
件 [26]和对称的边界条件下的解

vx(H) = −L0
s

dvx
dy

∣∣∣∣
y=H

, (9)

dvx
dy

∣∣∣∣
y=0

= 0, (10)
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其中, L0
s是恒定的滑移长度. 利用边界条件 (10),

由方程 (8)可得

τyx =τws
sinh(κy)
cosh(κH)

+
∂P

∂x
y,

τws = εκExψw. (11)

于是, 速度分布满足如下的常微分方程:
dvx
dy = γ̇0 sinh

(
τws
τ0

sinh(κy)
cosh(κH)

+
∂P

∂x

y

τ0

)
. (12)

对方程 (12)从 y → H积分, 并利用Navier滑移边
界条件 (9), 可得速度分布为

vx(y) =− γ̇0

∫ H

y

sinh
(
τws
τ0

sinh(κy)
cosh(κH)

+
∂P

∂x

y

τ0

)
dy + vH

=− γ̇0
κ

∫ κH

κy

sinh
(
τws
τ0

sinh(κy)
cosh(κH)

+
∂P

∂x

κy

κτ0

)
dκy + vH. (13)

此处, vH由下式给出:

vH =− γ̇0L
0
s sinh

(
τws
τ0

sinh(κH)

cosh(κH)

+
∂P

∂x

H

τ0

)
. (14)

为便于计算, 利用如下双曲正弦函数的近似表
达式:

sinhx ≈

x, 0 < x 6 1,
1

2
ex, x > 1.

(15)

当 τyx ≪ τ0时, Eyring流体非常接近于牛顿流体,
且 τ0/γ̇0表示流体的黏度. 在实际应用中, τ0通常
很大 [29], 故假设 τws < τ0, 并在两种情形κH > 1

和0 < κH 6 1下分别讨论速度分布的近似解析解.
情形1 κH > 1

当κy > 1时, 方程 (13)可近似为下式:

vx(y) =− εExψwγ̇0
τ0

(1 + κL0
s ) eκH − eκy

2 cosh(κH)

− γ̇0
τ0

∂P

∂x

(
H2 − y2

2
+ L0

sH

)
. (16)

当0 6 κy 6 1时, 可得

vx(y) =− εExψwγ̇0
τ0

1− e− κ2y2 + (1 + κL0
s ) eκH

2 cosh(κH)

− ∂P

∂x

γ̇0
τ0

(
H2 − y2

2
+ L0

sH

)
. (17)

此时, 平均速度为

V̄ =
1

H

∫ H

0

vx(y)dy

=
1

κH

∫ 1

0

vx(y)d(κy)

+
1

κH

∫ κH

1

vx(y)d(κy)

=− εExψwγ̇0
κHτ0

2 + 3[κH(1 + κL0
s )− 1] eκH

6 cosh(κH)

− ∂P

∂x

γ̇0
τ0

(
H2

3
+ L0

sH

)
. (18)

特别地, 当 τws ≪ τ0且边界无滑移即L0
s = 0

时, 由 (13) 式可得

vN (y) =− εExψwγ̇0
τ0

(
cosh(κy)
cosh(κH)

− 1

)
− ∂P

∂x

γ̇0
τ0

H2 − y2

2
. (19)

当κH ≫ 1时, 平均速度为

v̄N =− εExψwγ̇0
τ0

(
eκH

2κH cosh(κH)
− 1

)
− ∂P

∂x

γ̇0
τ0

H2

3
. (20)

情形2 0 < κH 6 1

由 (13)式类似可得, 流体速度和平均速度
分别为

vx(y) =− γ̇0εExψw
τ0

κH(κH + 2κL0
s )− κ2y2

2 cosh(κH)

− ∂P

∂x

γ̇0
τ0

(
H2 − y2

2
+ L0

sH

)
, (21)

V̄ =− εExψwγ̇0
τ0

κH(κH + 3κL0
s )

3 cosh(κH)

− ∂P

∂x

γ̇0
τ0

H2 + 3L0
sH

3
. (22)

3 结果与讨论

为了检验近似解的合理性, 取流体的介电常
数 ε = 6.95× 10−10 C2·N−1·m−2, 微平行管道内壁
的电势ψw = −50 mV, 外部电场的场强Ex = 500

V·m−1, 流变参数 τ0 = 43.4 N·m−2 [30]. 并引入如
下参数 [31]:

Vs = −εExψwγ̇0
τ0

, Γ = − H2

εψwEx

∂P

∂x
,

κH = H/κ−1, d = L0
s/H,

其中, Γ表示压力与电场力的比率, κH表示无量纲
膜厚度, d为无量纲滑移长度. 图 1表示精确解 (13)
与近似解 (16), (17)和 (21)的比较. 可以看出, 近似
解与精确解的拟合程度非常好, 在下面的分析中用
近似解 (16), (17)和 (21)来代替精确解 (13), 探讨
各因素对速度分布的影响.
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图 1 κH取不同值时精确解 (13)与近似解 (16), (17)和
(21)比较的图像 (其中实线为近似解, *为相应的精确解)
Fig. 1. The comparation of exact solutions (13) and
approximate solutions (16), (17) and (21) for different
values of κH, where the solid lines are the approximate
solutions and * are the corresponding exact solutions.

首先讨论压力与电场力的比值对速度剖面的

影响. 当kH = 30和d = 1/4时, 图 2给出了Γ取

不同值时无量纲速度剖面. 可以看出Γ = −1, 0, 1
时, 速度分布剖面均接近塞子状, 但当Γ = 2.5时趋

向于抛物线形. 这说明Γ ≫ 1时, 压力场远大于电
场力影响, 压力占主导因素, 此时的速度图像类似
于抛物线形. 而且当kH, d不变时, 速度随着Γ增

大而增大. 类似地, 当固定kH = 0.2和d = 1/4, Γ
取不同值时无量纲速度的图像如图 3 , 可以看出速
度分布均为抛物线形. 当Γ取不同值时, 无量纲速
度大小随着 y/H变化的规律是相同的.

接下来讨论双电层的膜厚度κ−1对速度的影

响. 当H与 d不变, 满足κH > 1时, 对于相同的
Γ , 当κH增大, 速度增大, 如图 4所示. 类似地, 由
图 5可以看出, 当 0 < κH < 1时, 速度剖面均为抛
物线形. 当Γ > 0时, κH增大, 速度增大, 当Γ < 0

时, κH增大, 速度绝对值减小.
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图 2 不同的 Γ 对无量纲速度分布的影响 (κH = 30,
d = 1/4)
Fig. 2. The dimensionless velocity profiles for different
values of Γ (κH = 30, d = 1/4).
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d = 1/4)
Fig. 3. The dimensionless velocity profiles for different
values of Γ (κH = 0.2, d = 1/4).
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Fig. 4. The dimensionless velocity profiles for different
values of Γ (κH = 6, 30; d = 0.1).
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Fig. 5. The dimensionless velocity profiles for different
values of Γ (κH = 0.2, 0.4; d = 0.1).

最后讨论滑移尺度对速度分布的影响. 如
图 6 , 可以看出当边界无滑移即L0

s = 0时, 在
κH → ∞时, 平均速度 V̄ 趋向于Smoluchowski速
度Vs, 但当滑移长度L0

s ̸= 0时, 随着κH增大, 平
均速度 V̄ 明显增大. 而且在给定Γ和κH时, 平均
速度 V̄ 随着d = L0

s/H的增大而增大.
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参数 κH变化

Fig. 6. Dimensionless average velocity profiles versus
κH for different L0

s .

4 结 论

本文研究了微平行管道内Eyring流体在电场
力和压力共同作用下的电渗流动. 在Navier滑移
边界条件下, 获得了电渗流速度分布的精确解和近
似解. 结果表明, 速度分布受外部压力与电场力的
比值, 双电层的膜厚度以及滑移长度的影响. 通过
对比发现, 当0 < κH < 1时, 速度剖面均为抛物线
形, 而当κH > 1时, 外部压力与电场力比值较小
时, 近似于塞子状, 但当压力远大于电场力时, 压力
因素会明显改变速度剖面, 使其趋于抛物线形. 当

H与d不变, 且κH > 1时, 对于相同的Γ , 当κH

增大, 速度增大. 在κH ≫ 1时, 随着κH增大, 通
道边界处的速度变化越剧烈. 在给定Γ和κH时,
平均速度 V̄ 随着d = L0

s/H的增大而增大.
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Abstract
The electro-osmotic flow of a non-Newtonian fluid in a slit micro-channel under the Navier’s slip boundary condition

is investigated. The Eyring constitutive relationship model is adopted to describe the non-Newtonian characteristics of
the flow driven by the applied electric field force and pressure. In consideration of the micro-scale effects, electric field,
non-Newtonian behavior and slip boundary condition, a mechanical model is built and the effects of these factors on the
flow are studied. Analytical expressions are derived for the electric potential and velocity profile by solving the linearized
Poisson-Boltzmann equation and the modified Cauchy equation. Approximate expressions of the velocity distribution
are also given and discussed. Furthermore, by comparing the effects of electric force with that of pressure on the velocity
distribution, some meaningful conclusions are drawn from the obtained graphics.

Keywords: Eyring fluid, electro-osmotic flow, slip boundary, exact solutions
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