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钛酸钡纳米颗粒铁电性临界尺寸的理论分析∗

刘永广 康爱国† 张少飞 侯志文 刘文斌

(太原理工大学物理与光电工程学院, 太原 030024)

( 2015年 4月 2日收到; 2015年 4月 28日收到修改稿 )

从铁电体的Eular-Lagrange方程出发, 取贝塞尔方程级数解的形式, 得到了钛酸钡陶瓷颗粒的总极化强
度表达式, 分析了各系数对总极化强度的影响. 根据总极化强度表达式, 采用MATLAB软件对尺寸在 100
nm以下的钛酸钡纳米颗粒的铁电性进行了仿真分析. 结合实际数据探讨了尺寸效应对陶瓷颗粒铁电性的影
响, 获得了与实验数据相符的数值解和极小值, 从而预测了钛酸钡纳米颗粒铁电性存在的临界尺寸为 6 nm.

关键词: 钛酸钡纳米颗粒, 贝塞尔方程, 铁电体, 临界尺寸
PACS: 77.84.–s, 77.90.+k, 82.45.Un DOI: 10.7498/aps.64.177702

1 引 言

钛酸钡 (BaTiO3)是一种具有ABO3型钙钛矿

型晶体结构的铁电体, 由于其晶体良好的铁电性
和高介电常数, 用作陶瓷电容器、铁电压电器件等
多种电子器件的基础材料 [1−7]. 近年来随着对电
子陶瓷元件的高精度、高可靠性和微型化的要求,
小颗粒尺寸铁电陶瓷的介电性能成为人们备受关

注的热点. 因此, 钛酸钡颗粒的尺寸效应的研究
尤其是铁电性临界尺寸的研究对微电子学和电光

集成器件等领域有着十分重要的意义 [8−18]. 临界
尺寸的研究有的是通过理论与模拟相结合的方式

展开的, 如基于第一性原理 [19,20]的WIEN2K软件
模拟分析 [20], 预测了钛酸钡纳米颗粒铁电性临界
尺寸.

本文通过实验与理论相结合的方法对铁电性

临界尺寸做出了预测: 从铁电体的Eular-Lagrange
方程出发, 采用MATLAB软件对尺寸在100 nm以
下的钛酸钡纳米颗粒的铁电性进行了仿真分析, 结
合实验数据分析了 100 nm以下尺寸效应对钛酸钡
(BaTiO3)纳米颗粒铁电性的影响, 对铁电性存在
的临界尺寸进行了探讨与预测.

2 铁电方程级数解分析

尺寸均匀可控的铁电颗粒随着各种超微粉技

术的发展越来越容易制备出来, 而铁电颗粒作为精
细复合功能材料中一种重要的活性材料组元, 其铁
电性仍然值得探讨 [17−19].

铁电颗粒的总自由能的Eular-Lagrange方
程 [21]为

K∇2P − α0(T − T0∞)P

− βP 3 − γP 5 = 0. (1a)

表面边界条件为

∂P

∂n
= −P

δ
, (1b)

式中P是极化强度, n为表面法线方向的单位长度.
上述方程在颗粒形状任意的时候很难求解, 假设颗
粒为球形, 自发极化沿同一方向, 其大小只依赖于
它与球心的距离. 由此 (1)式在球坐标中写为

K

(
d2p

dr2 +
2

r

dP
dr

)
− α0(T − T0∞)P

− βP 3 − γP 5 = 0, (2a)
dP
dr = − P

M
,

(
r =

d

2

)
, (2b)
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其中 r为距离球心的距离, d为颗粒的直径. 将 (2a)
式线性化并展开

K

(
d2P

dr2 +
2

r
· dP

dr

)
− α0(T − T0)P = 0, (3)

d2P

dr2 +
2

r
· dP

dr −A · P = 0. (4)

在T < T0 (A < 0)的情况下, 方程 (4)式具有
典型的Bessel方程的形式, 与Bessel方程比较, 相
当于n = 0时的形式. 因此可以认为 (4)式也有级
数解, 其形式为

P =rt ·
(
a0 + a1r + a2r

2 + a3r
3 + · · ·

)
=

∝∑
i=0

ai · rt+i. (5)

把 (5)式代入方程 (4)中, 得到如下的等式:
∝∑
i=0

ai(t+ i)(t+ i− 1) · rt+i−2

+
2

r
·

∝∑
i=0

ai(t+ i) · rt+i−1 −A

∝∑
i=0

air
t+i = 0

或
∝∑
i=0

[ai(t+ i)(t+ i− 1) + 2ai(t+ i)] · rt+i−2

−A

∝∑
i=0

air
t+i = 0. (6)

此时, 主要的问题是确定各项系数以及指数 t. 因为
各项系数不全是 0, 因此要想使得恒等 (6)式成立,
左边 r的各次幂的系数应该为零. 其中 i = 0时, 得
到 r的最低次幂为 rt−2, 对应的系数为

[ai(t+ i)(t+ i− 1) + 2ai(t+ i)]

=ai(t+ i)(t+ i+ 1),

依次令各个系数为零, 得到

a0t(t+ 1) = a0

[(
t+

1

2

)2

− 1

4

]
= 0,

rt−2, n = 0,

a1t(t+ 1) + 2a1(t+ 1)

=a1

[(
t+

3

2

)2

− 1

4

]
= 0, rt−1, n = 1,

a2(t+ 2)(t+ 1) + 2a2(t+ 2)−Aa0

=a2

[(
t+

5

2

)2

− 1

4

]
−Aa0 = 0, rt, n = 2,

a3(t+ 3)(t+ 2) + 2a3(t+ 3)−Aa1

=a3

[(
t+

7

2

)2

− 1

4

]
−Aa1 = 0, rt+1, n = 3,
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图 1 (网刊彩色) t值不同时, 极化强度P 随半径 r变化 (a) t = −6; (b) t = −5; (c) t = −4; (d) t = −3; (e)
t = −2; (f) t = −1

Fig. 1. (color online) Polarization (P ) changes with radius (r) at different t: (a) t = −6; (b) t = −5; (c)
t = −4; (d) t = −3; (e) t = −2; (f) t = −1.
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a4(t+ 4)(t+ 3) + 2a4(t+ 4)−Aa2

=a4

[(
t+

9

2

)2

− 1

4

]
−Aa2 = 0, rt+2, n = 4,

...

an(t+ n)(t+ n− 1) + 2an(t+ n)−Aan−2

=an

[(
t+

(2n+ 1)

2

)2

− 1

4

]
−Aan−2

=0, rt+n−2. (7)

由于 a0不为零, 所以当 t = 0时, a1 = 0,
a2 = A · a0

6
, a3 = 0, a4 = A · a2

20
, ···, 可见下标

是奇数的系数为零. 因此, 方程 (4)的解可以表示
为如下的形式:

P =rt ·
(
a0 + a2r

2 + a4r
4 + · · ·

)
=

∝∑
i=0

a2i · rt+2i. (8)

若 rt近似到 r−6到 r−1之间的项, 不同 t值的

极化强度P随 r的变化曲线如图 1所示.
由此可见, 在球形颗粒内部, 极化强度随 r的

增加而增加. 图 1中从 (a)到 (f), 随着 t的增大, 极

化强度P呈现快速下降、缓慢下降、缓慢上升、快

速上升的趋势. 考虑到 r → ∞时, P是为有限值

(设为P0), 由边界条件 (2b)可得到P0的表达式为

P0 ∝ β e−Mr, β是比例常数.
因此, 颗粒的总极化强度可以表示为

P =
∞∑
i=0

a2i · rt+2i · β · e−Mr. (9)

由 (9)式可知,初始化a0为1后,影响总极化强
度的因子有A, β, t和M . 其中, β直接影响P的幅

值大小, A间接影响; t和M则决定趋势走向.

3 仿真结果与分析

3.1 因子A

以 t = −4, M = 0.198为例, 图 2为A取10, 8,
6, 4四个不同值, 晶粒尺寸在100 nm以下时的介电
常数变化图. 其中, 图 2 (a)取相同的β值, 可见在
其他三个参数相同的情况下, 相对介电常数与A值

成正比关系; 图 2 (b)在 (a)的情况下, 通过限定介
电常数界限, 调节β值, 从而得到相同的变化.
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(b) A=10, β=27460

A=8, β=34325

A=6, β=45766
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图 2 (网刊彩色) 不同A值时的介电常数 (a) β相同; (b) 调节 β后

Fig. 2. (color online) The Permittivity at different A: (a) same β; (b) after adjusting β.

3.2 因子β

同因子A, 取 t = −4, M = 0.198, 图 3为β取

27460, 22763, 18305, 12443四个不同值时介电常
数随晶粒尺寸的变化图. 其中, 图 3 (a)中A值取值

相同, 相对介电常数与β成正比关系; 如图 3 (b)所
示, 此时调节因子A, 获得与图 2相同的效果.

由此, A和β作为 (9)式的幅值比例系数, 通过
调节这两个影响因子的比例, 可以使相对介电常数
处于目的范围内.
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图 3 (网刊彩色) 不同 β值时的介电常数 (a) A值不同; (b)调节A后

Fig. 3. (color online) The permittivity at different β: (a) different A; (b) after adjusting A.

3.3 因子 t

由图 1极化强度总体变化中取出变化较明显
的 t值, 分别取−4, −3, −2. 图 4即为 t取三个不同

值时的介电常数变化图, 图 4 (a), (b), (c)中A取值

相同, A = 10, 因子β根据不同M值调节, 见表 1 .
不论M取值如何变化, 相对介电常数曲线随 t的

增大而右移, 在 0—10 nm的尺寸内下降趋势由急
到缓.
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图 4 (网刊彩色) 不同 t值时的介电常数 (a) M = 0.148, 调节 β; (b) M = 0.198, 调节 β; (c) M = 0.248, 调节 β

Fig. 4. (color online) The permittivity at different t: (a) M = 0.148, adjust β; (b) M = 0.198, adjust β; (c) M = 0.248,
adjust β.

3.4 因子M

同因子 t, A = 10, 取三个不同的M值, 分别
为: 0.148, 0.198, 0.248, 并对β进行调节, β取值

同表 1 . 图 5为M取三个不同值时的相对介电常

数变化图, 图 5 (a), (b), (c)分别对应 t取−4, −3,
−2. 相对介电常数曲线随M值的增大向左移, 在
0—10 nm的尺寸内与因子 t呈相反的趋势.
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图 5 (网刊彩色) 不同M 值时的介电常数 (a) t = −2, 调节 β; (b) t = −3, 调节 β; (c) t = −4, 调节 β

Fig. 5. (color online) The permittivity at different M : (a) t = −2, adjust β; (b) t = −3, adjust β; (c) t = −4, adjust β.
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表 1 不同M 和 t值的 β调整值

Table 1. adjusted value of β at different M and t.

M
t

−4 −3 −2

0.148 5.077× 10+3 117.9309 2.3571

0.198 2.7460× 10+3 867.9487 23.4502

0.248 9.7793× 10+4 3.97 e+3 136.315

综上可知影响 (9)式的因子中, A和β决定幅

值比例, t和M决定走向趋势. 通过调节各项比例
因子得到了与实验数据相符的数值解. 取用变化比
例的M , 并对 (9)式中常数项取M = 0, 其余项取
t = −4, A = 2.4× 104, β = 0.8315, M = 0.192, 如
图 6 , Tc为居里温度下的实验数据, 图中相对介电
常数在6 nm时呈极小值状态.

0 20 40 60 80 100
0

5000

10000

15000

Tc

/nm

图 6 M 值在 (9)式中取 0时的介电常数, Tc为实验数据

Fig. 6. The permittivity when M = 0 in fomula (9),
Tc is Experimental data.

4 结 论

根据铁电方程同一般Bessel方程的相似性, 本
文使用MATLAB软件对不同尺寸的BaTiO3纳米

颗粒的铁电性进行了模拟计算, 结合实验数据探讨
了尺寸效应对铁电性的影响, 并得到了与实验数据
相符的数值解, 根据模拟分析预测了BaTiO3纳米

颗粒铁电性的临界尺寸为6 nm.
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Abstract
The expression of the total polarization intensity of BaTiO3 nanoparticles based on Euler-Lagrange equation for

ferroelectric particles and the form of the series solution of Bessel function are obtained, the influences of coefficient
on the total polarization intensity are analyzed. According to the expression for the total polarization intensity, the
ferroelectricity of BaTiO3 nanoparticles with different size below 100 nm is simulated and analyzed by MATLAB. Based
on experimental data, the effect of grain size on the ferroelectricity is discussed by searching for the numerical value of the
solution, and the critical grain size of BaTiO3 nanoparticles with ferroelectricity is predicted to be 6 nm subsequently;
or, more specifically, based on the Euler-Lagrange equation of ferroelectric particle’s total free energy, and according
to the boundary condition, the equation is given in spherical coordinates, and the transformed equation has the form
and characteristics of the Bessel equation, Therefore, it can be discussed according to the characteri-stics of the Bessel
equation. It is considered that it has the series solution, and according to the form of deduced series solution, at the same
time, under reasonable conditions, the change of polarization is simulated. By combining with the boundary conditions,
the total expression of polarization of nanoparticles may be obtained. It contains some factors, first of all, it is analyzed
on the whole, and the effect the factors have on the total expression of polarization of the nanoparticles is analyzed. The
factors that directly affect, or indirectly affect the polarization intensity, and thus influence the trend of polarization
intensity change is analyzed and identified. Then, the effect of each factor on the dielectric constant is simulated by
adjusting the factors, and the numerical solution obtained is consistent with the experimental data, so the predictive
value can be obtained.
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