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专题: 计算物理的近期发展和应用

基于数值原子轨道基组的第一性原理

计算软件ABACUS∗
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( 2015年 7月 2日收到; 2015年 9月 3日收到修改稿 )

随着超级计算机硬件和数值算法迅速发展, 使得目前利用密度泛函理论研究上千个原子体系的电子能带
和结构等性质变得可行. 数值原子轨道基组由于其基组较小和局域等特性, 可以很好地与电子结构计算中的
线性标度算法等的新算法结合, 用来研究较大尺寸的物理体系. 本文详细介绍了一款中国科学技术大学量子
信息重点实验室自主开发的基于数值原子轨道基组的第一性原理计算软件 Atomic-orbital Based Ab-initio
Computation at UStc. 大量的测试结果表明: 该软件具有很好的准确性和较高的并行效率, 可以用于包含
1000个原子左右的系统的电子结构和原子结构的研究以及分子动力学模拟计算.

关键词: 第一性原理, 数值原子轨道, 计算软件
PACS: 71.15.Ap, 71.15.Mb DOI: 10.7498/aps.64.187104

1 引 言

基于密度泛函理论 [1] (density functional the-
ory, DFT)的第一性原理方法在凝聚态物理、材料
科学、化学和生物等研究领域变得越来越重要. 随
着超级计算机的迅速发展和数值算法的提高, 利用
密度泛函理论研究包含上千个原子的复杂体系的

电子能带、结构和动力学性质变得可行. 对于这些
体系, 之前广泛使用的平面波基组方法由于自身扩
展性问题, 效率将大大降低; 而此时的局域基组方
法, 如原子轨道方法, 将是更好的选择.

对于 Kohn-Sham 理论 [2]下的第一性电子结

构计算, 选取原子轨道作为基组有几个优点：首

先, 原子轨道基组的数目远远小于平面波或者实
空间格点的基组数目; 其次, 原子轨道是严格局域
的, 因此可以很好地与电子计算中的线性标度算
法 [3]或者其他优于 O(N3) 的算法结合起来. 例如,
Lin等 [4,5] 最近发展的极点分解和选择性求逆方

法 (pole expansion and selected inversion), 利用局
域基组下哈密顿矩阵的稀疏性, 可以使求解Kohn-
Sham方程的标度达到 Nα (α 6 2), 其中N是体系

中的原子数目; 第三, 原子轨道具有球对称性, 这对
于有些物理性质的计算很重要, 比如在研究铁电材
料时, 要得到正确的结果, 基组的对称性必须要高
于晶格的对称性.

在量子化学界, 解析的高斯轨道已经很好地
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发展了几十年, 而数值原子基组在计算凝聚态物
理领域也使用得越来越普遍. 最近几年, 国外开
发了几款基于原子轨道基组的第一性原理软件,
如 SIESTA [6], Openmx [7], FHI-aims [8]等. 这些
软件都是为了做大规模DFT计算而设计的. 但
是与平面波算法不同, 原子基组的构造必须很好
地保证基组的精确性和可移植性, 并且基组的质
量也应该是可以系统性提高的. Chen, Guo, 和
He (CGH) 提出了一个方案 [9,10], 可以为DFT计
算构建可系统性提高的、全面优化的原子轨道

基组. 在 CGH 基组生成的方案的基础上, 我们
在中国科学技术大学量子信息重点实验室, 从零
开始开发了一款第一性原理计算软件包, 命名为
“Atomic-orbital Based Ab-initio Computation at
UStc (ABACUS)” [11]. 这款软件以数值原子轨道
基组作为优先选择, 同时也提供了平面波基组的
方法. 双重基组的特性对检查原子轨道计算结果
的准确性非常有帮助. 在这两种方法中, 我们都
使用了 Unified Pseudopotential Format (UPF) 格
式的模守恒赝势 [12]. UPF格式是另一款第一性原
理计算软件 Quantum Espresso [13] 赝势的标准格

式. 这种格式赝势可以有多种来源, 如利用赝势生
成软件Opium [14]得到. 目前在 ABACUS 实现了
多种密度泛函, 其中最主要的包括局域 (自旋)密
度近似 (L(S)DA) 和广义梯度近似 (GGA). GGA
采用的是 Perdew, Burke, 和 Ernzerhof (PBE)提
出的 GGA-PBE 泛函 [15]. 此外, ABACUS 实现
了由 Grimme 提出的DFT半经验范德华 (van der
Waals, vdW) 修正 (DFT-D2) [16]. 同时, 我们还在
发展更高级的泛函, 比如杂化泛函 [17]等. 这些结
果将在后续的工作中报导. 在 LDA 和 GGA 层面
上, ABACUS 可以完成常规的电子结构计算、结构
优化和分子动力学计算.

在这篇文章中, 我们将介绍软件的主要特色和
已经实现的功能, 简单介绍软件的核心算法; 最后,
给出一些软件使用的例子.

2 ABACUS 程序简介

我们小组自 2006年起, 从零开始发展了第一
性原理软件ABACUS. 我们从发展成熟的平面波
算法入手, 借助平面波的计算结果来生成数值原子
轨道, 然后在此基础上发展了基于数值原子轨道
的程序, 可以用来研究较大的物理体系. ABACUS

主要由 C++语言编写而成, 现已发展成为一套以
数值原子轨道或平面波为基矢的、高度并行的、基

本功能齐全的第一性原理软件包. 截至目前共有
117538行源代码. 另外, ABACUS包含了一套可
以用来生成数值原子轨道的程序, 共有 13611行源
代码.

目前ABACUS 的主要功能包括: 可以进行电
子结构自洽迭代 (包括加入共线电子自旋) 计算、原
子结构优化以及分子动力学计算; 密度泛函上可
以选择LDA或者GGA, 还可以进行包含范德华力
修正的DFT-D2及加外电场的计算. ABACUS采
用模守恒赝势和周期性边界条件, 可以对晶格对
称性、布里渊区的k点对称性、电荷密度对称性以

及力的对称性进行分析, 可以处理只含Γ点或多k

点的情况. 求解Kohn-Sham方程时采用的是共轭
梯度算法 (平面波基组) 或者直接对角化方法 (数值
原子轨道基组); 电荷密度混合使用的主要是Pulay
mixing 和 Pulay-Kerker mixing等算法.

3 程序核心算法介绍

3.1 基于数值原子轨道的Kohn-Sham
方程

3.1.1 算法简介

在第一性原理计算领域, 平面波基组方法已经
比较成熟, 有多款应用广泛的软件. 但是在处理较
大尺寸、含有原子数较多的体系时, 平面波算法收
敛较慢, 效率不高. 而使用数值原子轨道基组, 由
于基组数较小以及轨道在实空间局域的特点, 可
以大幅提高计算速度; 另一方面, 数值原子轨道也
适合于线性标度的算法 [3], 所以受到越来越多的关
注. 一般来说, 一个原子的数值原子轨道可以写成
径向轨道与球谐函数的乘积的形式, 即

ϕµ(r) = fIlζ(r)Ylm(r̂), (1)

其中µ = {I, l,m, ζ}, I是原胞中的原子指标, l是
轨道角动量, m是磁量子数, ζ是给定 l的数值轨道

的数目. 系统的电子本征波函数可以表示为数值原
子轨道的线性叠加, 即

ψnk(r)

=
1√
N

∑
R

∑
µ

cnµ,k e ik·Rϕµ(r − τI −R), (2)

其中 n是电子能带指标, k是布洛赫波矢, N是玻
恩 -冯 ·卡门周期性边界条件下超胞中原胞的数目.

187104-2

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 187104

ϕµ(r− τI −R)是原胞R中第 I个原子的原子轨道.
将 (2)式代入Kohn-Sham方程,{

− ~2

2m
∇2 + Vext(r) + VH[ρ](r)

+ Vxc[ρ](r)

}
ψnk(r) = εnkψnk(r), (3)

可以得到矩阵方程

(H − εS)C = 0, (4)

其中, H, S分别表示哈密顿量矩阵和交叠矩阵; C
是本征波函数, 即

Hµν = ⟨ϕµ|H | ϕν⟩,

Sµν = ⟨ϕµ | ϕν⟩,

C = (cn1, cn2, · · · )T. (5)

方程 (3)中, 等式左边括号中的几项依次为电子的
动能、电子感受的外势、Hartree 势和交换关联势.
要求解上述矩阵方程, 首先需要构建哈密顿量矩阵
和交叠矩阵. 其中哈密顿量矩阵包括动能矩阵、非
局域赝势矩阵和局域势 (赝势的局域部分, Hartree
势和交换关联势) 矩阵. 在我们的程序中, 动能矩
阵、非局域赝势矩阵和交叠矩阵的矩阵元由双中

心积分得到, 而局域势矩阵元由实空间格点积分得
到, 因此双中心积分和格点积分是数值原子轨道方
法中的两个核心部分, 它们的计算精度和效率尤为
重要.

3.1.2 双中心积分

数值原子轨道作为基组的其中一个优点就是

交叠矩阵、动能矩阵和非局域赝势矩阵可以用双中

心积分高效、精确地计算 [6]. 交叠矩阵元一般可以
写成如下形式,

Sµν(R) =

∫
ϕ∗µ(r)ϕν(r −R)dr, (6)

这可以进一步写成,

Sµν(R) =

2lmax∑
l=0

l∑
m=−l

Slµmµ,lνmν ,lm(R)

×Glµmµ,lνmν ,lmYlm(R̂). (7)

这里, lµ (lν) 和 mµ (mν )分别为轨道的角动量量
子数、磁量子数. 上式中,

Slµmµ,lνmν ,lm(R)

= 4πi−l

∫ ∞

0

jl(kR)fµ(k)fν(k)k2dk, (8)

其中 fµ(k) 和 fν(k) 分别是两个原子轨道径向函数

的一维傅里叶变换, 即

fµ(k) =

√
2

π
(−i)lµ

∫ ∞

0

r2jlµ(kr)fµ(r)dr. (9)

Glµmµ,lνmν ,lm是Gaunt系数,

Glµmµ,lνmν ,lm

=

∫ π
0

sin(θ)dθ
∫ 2π

0

Ylµmµ
(θ, ϕ)

× Ylνmν
(θ, ϕ)Ylm(θ, ϕ)dϕ. (10)

非局域赝势的一般形式为 [18]

V̂ NL
α =

lmax∑
l=0

l∑
m=−l

nmax∑
n=1

| χαlmn⟩⟨χαlmn |, (11)

其中α表示元素种类, | χαlmn⟩是非局域投影子,
l,m, n分别表示角动量、磁角动量和投影子序号.
因此非局域赝势的矩阵元也可以按上述求交叠矩

阵的方法来做.
我们可以按同样的方法来计算动能矩阵, 这时

只需要把Slµmµ,lνmν ,lm(R) 换成

Tlµmµ,lνmν ,lm(R)

= 2πi−l

∫ ∞

0

jl(kR)fµ(k)fν(k)k4dk (12)

即可.
利用双中心积分来计算交叠矩阵元、动能

矩阵元和非局域赝势矩阵元, 可以把三维积分简
化成一维积分, 从而大幅提高计算的效率. 由于
Slµmµ,lνmν ,lm(R)和 Tlµmµ,lνmν ,lm(R) 只与原子间

距相关, 所以在给定的具有严格截断的局域轨道
下, 我们只需要在程序的一开始一次性地把它们在
足够密的一维格点上计算并存储, 那么在接下来的
计算中就可以利用插值高效并精确地求出交叠矩

阵和动能矩阵. 同样的方法也适用于计算非局域赝
势矩阵. 由于双中心积分的效率很高, 因此双中心
积分的占用时间与下面介绍的三维格点积分相比

可以忽略.

3.1.3 实空间格点积分

计算哈密顿量的局域势矩阵元时需要计算形

如下式的三中心积分:

V loc
µ,ν = ⟨ϕµ(r −Rµ)|V loc(r)|ϕν(r −Rν)⟩, (13)

其中, ϕµ(r − Rµ)和 ϕν(r − Rν)分别是中心在

Rµ和Rν 的原子轨道; V loc(r)是Kohn-Sham方程
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中的局域势, 包含Hatree势 V H(r), 交换关联势
V xc(r) 和局域赝势 V L(r),

V loc(r) = V H(r) + V xc(r) + V L(r). (14)

目前尚没有在实空间解析处理三中心积分的方法.
这里, 我们对局域势在实空间格点上直接做积分
(离散化求和), 即

V loc
µν =

∑
ri

ϕµ(ri)V
loc(ri)ϕν(ri). (15)

在实空间格点做积分, 其精度由格点精细程度决
定. 实际操作中, 可以通过调节描述平面波的能量
截断值来选择格点精细度, 进而调节计算精度.

3.1.4 求解Kohn-Sham方程
构建哈密顿量矩阵和交叠矩阵后, 接下来需要

求解矩阵本征值方程 (4). 这里使用的是直接矩阵
对角化的方法. 我们在 2010年与中国科学院网络
中心的赵永华研究员合作, 采用他们自主开发的
一款高性能实对称矩阵和厄米矩阵特征值求解器

的软件包HPSEPS(High Performance Symmetric
Eigenproblem Solver) [19], 实现了矩阵本征值问题
的高效并行求解, 将可以计算的体系提高到 1000
个原子. 直接对角化方法的时间复杂度为O(N3),
N是体系中原子的个数.

此外, 我们在 2011年和劳伦斯伯克利的Lin
和Yang合作, 将ABACUS和Lin发展的极点分解
方法和选择性求逆方法 (Pole EXpansion and Se-
lected Inversion (PEXSI) technique) [4]结合起来.
这种方法不直接求解能量本征值和波函数, 而是
直接算出密度矩阵, 其时间复杂度对一维系统为
O(N), 二维系统为O(N1.5), 三维系统为O(N2),
低于传统的O(N3)标度. 这个算法的另一个优点
在于并行度高. 传统的Scalapack等对角化程序的
并行度只有几百个核到一千核左右, 而极点分解加
选择性求逆的方法有两层并行: 第一层是极点之间
的并行, 相当于把费米算符展开, 然后对展开后的
每一项进行计算; 第二层并行在极点展开之后, 每
一层极点之间的稀疏矩阵的操作也可以再并行. 最
终两层并行的算法可以轻易地扩展到几万个核.

3.2 原子基组生成方法

前面提到, 我们使用的局域基组是原子轨道,
每一个原子轨道都是径向轨道和球谐函数乘积的

形式. 对于轨道的径向部分, ABACUS提供了不同

元素的基组文件. 用户也可以根据需要自己生成基
组文件. ABACUS自带一套生成轨道的工具, 它是
根据 2010年Chen, Guo 和 He 提出的方案 [9] 实现

的. 该方案的优点是可以在统一的算法下系统地增
加轨道基矢的数目.

在我们的方案中, 原子轨道可以写成:

ϕµ(r) = fIlζ(r)Ylm(r̂). (16)

其中径向轨道用一组球贝塞尔函数的线性组合

表示:

fµl(r) =


∑

q cµqjl(qr), r < rc,

0, r > rc,
(17)

jl(qr)是球贝塞尔函数, q 的选择要满足 jl(qrc) = 0,
其中 rc表示径向轨道的截断值. 之所以选择球贝
塞尔函数来拟合原子轨道的径向部分, 是因为它
近似是一组正交基矢量, 而且它具有严格截断的
性质.

我们定义了溢出函数S [20] 作为衡量轨道质量

的标准,

S =
1

Nn

Nn∑
n=1

⟨ψn|1− P̂ |ψn⟩, (18)

其中ψn是由平面波计算出来的参考系统的本征态,
Nn表示系统波函数的数目, 投影算符 P̂由非正交

的数值原子轨道张成,

P̂ =
∑
µν

| ϕµ⟩S−1
µν ⟨ϕν |, (19)

这里ϕµ是数值原子轨道, Sµν是它们的交叠矩阵.
径向轨道的形状可由最小化溢出函数S得到. S的

取值范围为 0 到 1, 数值越接近0, 表示这时数值原
子轨道张成的空间越接近参考系统波函数张成的

希尔伯特空间.
在优化轨道时, 我们从一组随机的球贝塞尔函

数的系数 {cµ,q}开始, 通过模拟退火算法得到一组
系数使得溢出函数S最小. 参考体系可由用户根据
需要自由选择. 我们发现不同键长的双原子dimer
是很好的参考系统. 值得注意的是, 优化之后的轨
道形状有时会出现振荡的情况 [9]. 接下来我们通过
降低轨道的动能得到光滑的数值原子轨道.

为了满足不同的需要, ABACUS 允许分步产
生所需的原子轨道. 每一步用户都可以设置所需要
的轨道角动量和每个轨道角动量上径向轨道的数

目. 当第一层的轨道优化完以后, 溢出函数会下降
到某个值. 第二层的轨道则会在第一层轨道的基础
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上, 进一步降低溢出函数. 在这两步之间, 我们会
做一个将系统波函数和上一层所得局域轨道正交

化的操作, 使第二层的轨道与第一层的轨道正交,
从而保证每一步得到的新轨道不会与上一步得到

的局域轨道占据同样的希尔伯特空间. 重复以上步
骤即可得到任意所需的原子基组.

利用这个方案, 我们测试了一系列的体系,
都得到了很好的结果, 说明我们的数值原子轨
道精度和可移植性都很好. 作为例子, 我们在
图 1显示了Si元素 DZP轨道的径向函数. 生成
基组时选取的能量截断值为 50 Ry, 轨道截断为
10.0 Bohr. 我们选取 5个不同键长 (3.30, 3.78,
4.25, 5.19, 7.08 Bohr) 的 Si dimer 为参考系统. Si
的 DZP轨道包含 2个 s, 2个p和 1个d径向轨道.
我们分两步产生这些轨道：第一步生成一个 s和一
个p轨道; 第二步生成一个 s, 一个p和一个d轨道.
实际操作中, 如何选择每一步生成什么轨道是灵活
的, 我们发现在轨道数量一定的条件下, 不同的轨
道生成方法对计算结果的精度影响不大.

0 2 4 6 8

1s
2s
1p

Si-DZP(2s2p1d)

2p
1d

/a.u.

10

0

0.2

-0.2

0.4

-0.4

0.6

0.8

1.0

图 1 Si元素 2s2p1d轨道的径向函数

Fig. 1. The radial wave functions of Si 2s2p1d orbitals.

图 2显示了用不同大小的数值原子轨道基组
得到的Si金刚石结构的总能量随晶格常数的变化,
并与平面波基组得到的结果对比. 结果显示, 随着
基组数目的增加, 数值原子轨道基组的计算结果越
来越靠近平面波基组的结果. 对于Si的金刚石结
构, DZP基组计算得到的晶格常数已经很接近平面
波的结果. 我们对大量元素的原子基组做了广泛的
测试, 包括分子键长、解离能、振动频率; 固体的晶
格常数、体弹性模量、结合能; 表面重构和缺陷的形
成能等. 更多的结果可以在文献 [9,21]中找到. 测
试结果表明我们的原子基组具有良好的精度和可

移植性. 一般来说, 对于电子结构、晶体结构的研

究, DZP基组是不错的选择. 我们的测试表明增加
基组数目可以系统地提高计算的精度, 但计算量会
随之增大.
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图 2 不同数值原子轨道基组以及平面波基组下 Si金刚
石结构的总能量随晶格常数的变化

Fig. 2. The total energies of bulk silicon as functions
of lattice constant calculated by different basis sets.

3.3 ABACUS并行方案

我们在不同层面对ABACUS实现了并行计算
从而提高计算效率. 虽然ABACUS是一款以局域
基组为特色的第一性原理计算软件, 但它还自带传
统平面波基组的计算功能. 这两种基矢量的相关程
序已经全部实现并行化.

3.3.1 布里渊区内的k点并行

对于周期性体系, 根据布洛赫定理和密度泛函
理论, 系统的电子波函数满足Kohn-Sham方程 (3).
在对第一布里渊区离散化之后可以得到一组k点,
对于不同的k点, 方程之间是独立的, 所以可以对k

点并行. 这部分是在程序的初始部分完成的, 程序
根据计算时的k点数目和所用资源数目, 将k点划

分成N个不同的POOL, 每个POOL同时进行计
算, 最后把 N 个POOL的计算结果收集起来. 对
于k点的并行目前只在平面波基组方法中得到了

实现. 在局域轨道基组里由于最大的计算量往往来
自于对角化哈密顿矩阵, 所以我们暂时并没有对k

点进行并行.

3.3.2 平面波并行

对于布里渊区里的每一个k点, 在求解Kohn-
Sham方程的过程中, 涉及一些物理量在实空间
和倒空间的傅里叶变换, 如电荷密度和局域势等.
ABACUS采用了FFTW软件包 [22]. FFTW软件
包具有可移植性强, 支持分布式存储MPI并行, 效
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率高等优点. ABACUS内部并没有使用并行的
FFTW, 而是实现了对串行FFTW的并行, 这样做
的好处是可以使得在倒空间平面波的分布更均匀.
在实空间, 则是首先根据计算体系所需的能量截断
值和原胞大小, 得到实空间的三维格点作为快速傅
里叶变换 (FFT)格子; 然后根据计算所用核数沿所
模拟的系统的 z方向对FFT格子划分, 实现FFT
的实空间并行.

3.3.3 实空间计算的并行

在使用数值原子轨道基组时, 除了前面提到的
局域势矩阵元, 电荷密度以及求力中涉及局域势
的项也需要由实空间格点积分得到. 直接在实空
间格点做积分, 计算量较大, 是算法中最耗时的部
分之一. 对于这几个涉及实空间空间操作的部分,
ABACUS利用前面做FFT并行时划分的实空间格
点, 实现了对实空间格点积分的并行, 计算效率因
此得以大大提高.

3.3.4 对角化

对于数值原子轨道基组, 在求解矩阵本征值方
程时, ABACUS通过调用软件包HPSEPS直接做
矩阵对角化. HPSEPS软件包已经实现了高效的并
行. 它采用 2D块划分的方式, 将矩阵的数据结构
分布在二维处理器网格上, 然后进一步并行求解.
在ABACUS中, 2D块的划分是在程序初始化时完
成的. 程序按照HPSEPS的要求把计算资源数目
划分成 2D块, 然后把矩阵元信息分配到每一个 2D
块. 之后在计算矩阵元时, 每一个 2D块会根据之
前分到的信息判断该矩阵元是否归其所有. 当每一
个2D块都得到各自的矩阵元后即调用HPSEPS包
直接求解矩阵本征值和本征函数.

我们完成了对各个耗时部分的优化. 现在
ABACUS具有较高的并行效率和较快的计算速度.
在图 3中我们给出了随着体系中原子数的增加, 一
个电子步中ABACUS最耗时的两部分：构建哈密
顿矩阵和矩阵对角化及总的计算时间的变化曲线.
在图 3中, 计算所选体系分别为含有 16, 64, 128,
192, 256和512个Ti原子的六角密堆积 (hcp)结构,
所选能量截断为 100 Ry. 所采用的局域轨道基组
为DZDP基组, 每个原子有 18个原子轨道, 轨道截
断半径为 8.0 Bohr. 我们用了 16个核来进行测试.
图 3的时间统计结果显示, 在系统少于 256 个原子
(原子基组数少于 4608)时, 格点积分占了计算的主
要部分, 对角化时间较少. 但随着系统尺寸增大,

格点积分的时间随原子数N线性增长, 而对角化的
时间是N3增长,并逐渐占据主导地位. 结果显示,
在系统较大时对角化占了绝大部分时间, 并且随原
子数增多对角化所用时间增长非常快, 逐渐成为
计算的瓶颈. 如果需要计算更大的系统, 可以使用
PEXSI算法.
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图 3 构建哈密顿矩阵、对角化和单步电子迭代总时间随

系统大小的变化

Fig. 3. The times to construct Hamiltonian matri-
ces, diagonization and total time per electronic step
as functions of system sizes.

4 电子结构算法

电子结构计算是第一性原理计算软件的核心,
具体包括电子波函数求解、电荷密度混合、电荷密

度插值等. 前文介绍了在ABACUS中如何构建矩
阵元和求解本征值和本征波函数, 接下来将介绍
ABACUS中使用的电荷密度混合和电荷密度插值
方法.

4.1 电荷密度混合

在密度泛函理论框架下, 需要通过自洽迭代
的方法来求解Kohn-Sham方程. 首先从一个初始
的电荷密度出发, 代入求解Kohn-Sham方程, 得到
新的电荷密度, 然后由新的电荷密度出发, 再次求
解Kohn-Sham方程, 直至输出的电荷密度和输入
的电荷密度的差别小于给定的收敛值. 在电子密
度自洽迭代的过程中, 如何得到新的电荷密度, 会
很大程度上影响计算的收敛速度, 进而影响计算效
率. 为了稳定地收敛电荷密度, 一般需要将输出电
荷密度和输入电荷密度做混合, 将得到的混合电荷
密度作为下一步的输入电荷密度. 常见的电荷密度
混合方法有plain mixing, Pulay mixing [23], Kerker
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mixing [24] 和 Pulay-Kerker mixing [25]等. 以上几
种方法都已在ABACUS中得到实现. 下面简单介
绍一下Pulay mixing 和 Pulay-Kerker mixing两种
混合方法.

4.1.1 Pulay 算法
使用 Pulay mixing 的方法, 要存储在自洽迭

代过程中一系列的输入电荷密度ρin和电荷密度残

余量R[ρin],

R[ρin] = ρout[ρin]− ρin, (20)

ρout是每步的输出电荷密度. 假设当前最佳的输入
电荷密度ρopt

in 是之前N步输入电荷密度的一个线

性组合,

ρopt
in =

N∑
i=1

αiρ
i
in. (21)

要保证电荷密度守恒, 线性组合系数αi必须满足

归一化条件,
N∑
i=1

αi = 1. (22)

这个最佳的输入电荷密度应当使当前残余量矢量

的模最小, 即 ⟨R[ρopt
in ]|R[ρopt

in ]⟩ 最小. 这里我们再
次做出一个近似

R[ρopt
in ] = R

[∑
i

αiρ
i
in

]
=

∑
i

αiR[ρiin]. (23)

定义不同残余量之间的重叠矩阵为

Aij = ⟨R[ρjin]|R[ρiin]⟩, (24)

利用变分法, 可以得到最佳的线性组合系数为

αi =

∑
j

(A−1)ji∑
kj

(A−1)kj
, (25)

其中, A−1表示矩阵A的逆. 假设当前的电子迭代
步数是第m步, 则第m+ 1步的输入电荷密度为

ρm+1
in = ρopt

in + βR[ρopt
in ], (26)

这里β 是电荷密度混合参数. 对于绝缘体来说,
Pulay mixing是一种很好的电荷密度混合方法, 一
般在10个电子步左右就可以实现电荷密度的收敛.

4.1.2 Pulay-Kerker 算法
对于含有长程电荷密度涨落的体系, 如金属体

系和原胞中含有大量原子的周期性体系, 在电子迭

代过程中会出现电荷密度振荡、很难收敛的情况.
Kerker [24]在1981年提出可以将电荷密度残余量乘
上一个预处理的矩阵,

λ(G) =
|G|2

|G|2 + |G0|2
, (27)

其中 G为系统的倒格矢, 即对于长程、低能的电
荷密度变化, 预处理矩阵只会混入一小部分的残
余量, 这样可以有效抑制长程的电荷振荡现象, 加
快收敛速度. 把Kerker 算法与Pulay混合算法结
合起来就可以得到Pulay-Kerker电荷密度混合算
法 [25],

ρm+1
in = ρopt

in + λ(G)βR[ρopt
in ]. (28)

目前ABACUS已经实现了Pulay-Kerker mixing的
功能, 对于一些较大的金属体系, 电荷收敛速度得
到很大的提升. 下面给出ABACUS用数值原子轨
道基组计算含有 200个Ti原子体系时, 分别使用
Pulay 与Pulay-Kerker电荷混合算法的收敛速度
对比. 结果如图 4所示, 横坐标表示电子迭代的步
数, 纵坐标表示的是每个电子步输出电荷密度ρout

与输入电荷密度ρin 的相对误差, 即∑
ri

| ρout(ri)− ρin(ri) |
nelec

, (29)

ri表示实空间格点, nelec表示体系中电子的个数.
我们看到对于 200个Ti原子的体系, 在使用Pulay
混合的算法时, 电荷密度振荡严重, 收敛很慢, 到
40步还未收敛到预设的精度; 而使用Pulay-Kerker
混合时, 电荷密度在 12步就收敛到了10−6, 收敛速
度得到很大提高. 对于越大的体系, Pulay-Kerker
算法的优势越明显.

0 10 20 30

Pulay 

Pul-Ker 

40

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

图 4 计算 200个Ti原子的超胞时 Pulay 和 Pulay-
Kerker 电荷密度混合方法收敛速度对比
Fig. 4. Comparison of the charge density convergence
using Pulay and Pulay-Kerker mixing methods for a
200 Ti system.
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4.2 电荷密度插值

在做结构优化或者分子动力学计算时, 需要计
算大量结构的基态电荷密度. 每次得到新的结构构
型后, 如何选取一个好的初始输入电荷密度, 在很
大程度上也会影响计算效率, 即所需收敛电荷密度
的步数. 常用的提高收敛速度的方法是对电荷密度
进行外插值. 对于绝大多数系统, 其电荷密度可以
写成其原子电荷密度的叠加ρat(t)与一个小的变化

量δρ(t)之和, 即

ρ(t) = ρat(t) + δρ(t) (30)

ρ(t)是 t时刻自洽的电荷密度, ρat(t)是 t时刻原子

电荷密度的叠加. 同理, t + dt时刻的电荷密度可
以表示成

ρ(t+ dt) = ρat(t+ dt) + δρ(t+ dt). (31)

每一时刻的原子电荷密度之和可以快速地计算出

来, 而 δρ可以由插值方法得到. 常用的电荷密度插
值方法有 [26]:

1) 简单插值
如果相邻离子步之间原子位置变化不大, 可以

通过电荷密度的原子插值得到下个离子步的初始

输入电荷密度

δρ(t+ dt) = δρ(t), (32)

经过一系列的测试, 我们发现对于一般的结构弛豫
计算, 电荷密度的原子插值是很好的选择;

2) 一阶插值
在一些计算中, 比如分子动力学计算, 可能要

尝试电荷密度的一阶插值, 甚至是二阶插值方法,
一阶插值的方法要用到前面两个离子步的电荷密

度信息,

δρ(t+ dt) = δρ(t) + [δρ(t)− δρ(t− dt)]; (33)

3) 二阶插值
二阶插值的方法要用到前面三个离子步的电

荷密度信息,

δρ(t+ dt) = δρ(t) + α[δρ(t)− δρ(t− dt)]

+ β[δρ(t− dt)− δρ(t− 2dt)], (34)

其中系数α和β由不同时刻的原子位置决定. 详细
算法参见文献 [26].

对于分子动力学计算, 在一般情况下电荷密
度的二阶插值效果较好.在图 5中我们对比了用

ABACUS做含有 224个原子的橄榄石 (Mg2SiO4)
结构在 2200 K的分子动力学研究时, 几种不同插
值方法的效果. 图中横坐标是分子动力学的步数,
时间步长为 1 fs; 纵坐标为每一步分子动力学进来
时的第一个电子步的输出电荷密度与输入电荷密

度的相对误差, 即 (29)式. 我们发现在做分子动力
学计算时, 电荷密度的一阶、二阶插值效果要明显
优于简单插值方法. 在若干分子动力学步后, 使
用简单插值方法, 初始电荷密度只能精确到 10−2;
而使用二阶插值方法, 初始电荷密度能够精确到
10−3, 大大加快了计算收敛速度.

0 2 4 6 8 10

10-3

10-2

10-1

图 5 对比分子动力学计算时, 不同电荷密度插值算法得
到的初始电荷密度的精度

Fig. 5. The initial charge density errors in MD simu-
lations using different charge extrapolation methods.

4.3 Smearing 占据

当体系的电子结构为无能隙或能隙较小时, 体
系的自洽过程会出现电荷密度振荡, 收敛很慢甚
至不收敛. 这时如果对电子分布函数做适当的处
理, 会使自洽过程更容易收敛, 这被称为电子占据
的 smearing. 目前ABACUS实现的电子占据方式
有fixed占据、Gaussian占据和methfessel-Paxton
占据.

4.3.1 Gaussian 分布函数
对于一般的体系, 可以使用高斯分布函数

f(ε) =
1

σ
√
2π

exp (ε− EF)
2

2σ2
, (35)

EF是费米能, σ表示展宽. 高斯函数对于一般的小
能隙体系效果都很好.

4.3.2 Methfessel-Paxton 分布函数
Methfessel-Paxton分布函数可以更精确地对

费米面取点 [27], 高阶的展开可以得到较好的基态
收敛结果, 加速收敛过程.
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S0(x) =
1

2
(1− erfx), (36)

SN (x) = S0(x) +

N∑
n=1

AnH2n−1(x) e−x2

, (37)

其中, x = (ε − EF)/σ, Hn是Hermite多项式, An

是展开系数, N 表示展开的阶数. 对于金属体系,
建议使用Methfessel-Paxton 分布函数.

5 ABACUS计算实例

在过去几年中, 我们一直致力于发展和优化
ABACUS软件.目前该软件已经可以有效地研究一
千原子以内的物理体系的电子结构、原子构型和包

含数百个原子体系的分子动力学.
下面我们给出应用ABACUS计算的几个

例子.
1) 含有3个空位的Ti原子体系的结构弛豫
在本例中我们研究了Ti金属hcp结构中的空

位缺陷.我们从包含 200个Ti原子的超胞中挖去 3
个相邻的Ti原子, 形成空位, 并研究空位的基态结
构. 我们采用Ti原子的 2s2p2d轨道基组, 能量截
断为 100 Ry, 轨道截断为 10.0 Bohr. 我们采用共
轭梯度法优化结构. 图 6展示了系统弛豫时能量和
原子受力随优化步数收敛的情况, 横坐标表示结构
弛豫步数, 左边的纵坐标表示体系能量, 右边的纵
坐标表示每个弛豫步原子受力的最大值. 弛豫过
程总共只用了 32个离子步, 原子受力就收敛到了
0.01 eV/Å. 可见对于结构弛豫计算, ABACUS具
有很好的收敛性.

/
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图 6 结构弛豫过程中体系能量和原子受力的变化曲线

Fig. 6. The total energies and maximum forces as
functions of structure relaxation steps.

2) 蛋白质结构的能态密度
我们应用ABACUS研究了一个模型蛋白质

C78H102N19O19 的电子能态密度, 并与平面波程序

Quantum Espresso [13]使用同样赝势得到的结果对

比. 模型蛋白的结构如图 7 中插图所示,包含C, H,
N, O四种元素, 原子数分别为 78, 102, 19, 19. 在
ABACUS计算中,我们采用DZP轨道,能量截断值
为100 Ry, 轨道截断值为10 Bohr. 我们看到ABA-
CUS计算得到的能态与Quantum Espresso 所得几
乎完全一致.

/eV

0
0

Quantum 
espresso

ABACUS

20

40

60

80

100

1-1 2-2-3-4-5

图 7 对比由Quantum Espresso 和ABACUS分别得到
的蛋白质结构的态密度, 费米能取为 0
Fig. 7. Comparison of the density of states of a model
protein calculated by Quantum Espresso and ABA-
CUS. The energy of Fermi level is set to zero.

图 8 含 12对碱基对、788个原子的DNA片段弛豫后的
结构

Fig. 8. The structure of a DNA piece containing 12
base pairs, 788 atoms after structure optimization.

3) 含有12对碱基对的DNA分子片段的结构
在本例中我们研究了一段长度为 12对碱

基对的DNA双螺旋片段, 对其进行了结构优
化的计算. 该片段为A型构象, 序列为 5′-
AAAAAAAAAAAA-3′, 初始构型由 Supercom-
puting Facility for Bioinformatics & Computa-
tional Biology, Indian Institute of Technology 的
Jayaram教授研究提供的工具 [28]生成. 该DNA片
段中含有C, H, O, N和P五种元素, 原子个数分别
为 240, 302, 84, 140和 22个, 总共包含 788个原子.
我们采用DZP基组, 能量截断值为 50 Ry, 轨道截
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断值为 8.0 Bohr, 采用共轭梯度法优化结构至原子
受力收敛到 0.05 eV/Å. 结构优化时我们做了范德
瓦耳斯力修正. 图 8展示了优化后的结构. 优化后
的结构的碱基轴升 (即相邻两个碱基对间的距离)
为 0.24 nm, 与优化前的 0.26 nm相比更接近实验
值 0.23 nm [29]; 优化后的小沟宽度为 10.4 Å, 与文
献报道的A型DNA小沟宽度为 10—11 Å符合得
很好 [30].

6 结 论

从 2006年起, 中国科学技术大学量子信息重
点实验室开始发展一套具有完全自主产权的第一

性原理软件, 本文介绍了该软件的主要特点和算
法. 该软件以数值原子轨道为基组, 可以高效地研
究包含1000原子左右的物理系统的电子、结构和动
力学等性质. 我们为该软件发展了一套可以系统提
高的、同时具有高精度与高可移植性的数值原子轨

道产生方案. 该软件为研究表面、界面、无序、缺陷
以及生物大分子等复杂的物理体系提供了有力的

工具.

感谢中国科学院网络中心赵永华研究员对本项目的大

力支持. 本项目的部分计算在中科院超算中心和中国科技

大学超算中心完成.
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Abstract
With the rapid development of supercomputers and the advances of numerical algorithms, nowadays it is possible

to study the electronic, structural and dynamical properties of complicated physical systems containing thousands of
atoms using density functional theory (DFT). The numerical atomic orbitals are ideal basis sets for large-scale DFT
calculations in terms of their small base size and localized characteristic, and can be mostly easily combined with linear
scaling methods. Here we introduce a first-principles simulation package “Atomic-orbital Based Ab-initio Computation
at UStc (ABACUS)”, developed at the Key Laboratory of Quantum Information, University of Science and Technology
of China. This package provides a useful tool to study the electronic, structural and molecular dynamic properties of
systems containing up to 1000 atoms. In this paper, we introduce briefly the main algorithms used in the package,
including construction of the atomic orbital bases, construction of the Kohn-Sham Hamiltonian in the atomic basis sets,
and some details of solving Kohn-Sham equations, including charge mixing, charge extrapolation, smearing etc. We then
give some examples calculated using ABACUS: 1) the energy orders of B20 clusters; 2) the structure of bulk Ti with
vacancies; 3) the density of states of a model protein; 4) the structure of a piece of DNA containing 12 base pairs, 788
atoms. All results show that the results obtained by ABACUS are in good agreement with either experimental results
or results calculated using plane wave basis.
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PACS: 71.15.Ap, 71.15.Mb DOI: 10.7498/aps.64.187104

* Project supported by the Chinese National Fundamental Research Program (Grant No. 2011CB921200), the National
Natural Science Foundation of China (Grant Nos. 11374275, 11374276), and “Strategic Priority Research Program (B)” of
the Chinese Academy of Sciences (Grant No. XDB01030100).

† Corresponding author. E-mail: renxg@ustc.edu.cn
‡ Corresponding author. E-mail: helx@ustc.edu.cn

187104-11

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.187104

	1引 言
	2ABACUS 程序简介
	3程序核心算法介绍
	3.1 基于数值原子轨道的Kohn-Sham 方程
	3.1.1 算法简介
	3.1.2 双中心积分
	3.1.3 实空间格点积分
	3.1.4 求解Kohn-Sham方程

	3.2 原子基组生成方法
	Fig 1
	Fig 2

	3.3 ABACUS并行方案
	3.3.1 布里渊区内的k点并行
	3.3.2 平面波并行
	3.3.3 实空间计算的并行
	3.3.4 对角化
	Fig 3


	4电子结构算法
	4.1 电荷密度混合
	4.1.1 Pulay 算法
	4.1.2 Pulay-Kerker 算法
	Fig 4

	4.2 电荷密度插值
	Fig 5

	4.3 Smearing 占据
	4.3.1 Gaussian 分布函数
	4.3.2 Methfessel-Paxton 分布函数


	5ABACUS计算实例
	Fig 6
	Fig 7
	Fig 8


	6结 论
	References
	Abstract

