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事件空间中完整力学系统的梯度表示∗
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( 2015年 6月 1日收到; 2015年 8月 4日收到修改稿 )

本文研究事件空间中完整力学系统的梯度表示和分数维梯度表示, 建立系统的微分方程并将其表示为一
阶形式, 给出系统成为梯度系统的条件以及成为分数维梯度系统的条件. 最后, 举例说明结果的应用.
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1 引 言

Synge在他的著作中研究了各种空间, 包括事
件空间中的完整保守系统动力学 [1]. 这种研究不
仅有几何意义, 而且有力学意义. Rumyatsev将这
一思想发展, 得到事件空间中非完整系统带乘子
的参数方程 [2]. 有关事件空间中的动力学研究已
取得重要进展 [2−13]. 近年来, 分数维动力学已在
理论物理, 力学和应用数学等诸多领域得到应用.
文献 [14]指出, 任意阶β ̸= 1 (包括β为整数)的梯
度系统都称为分数维的. 书中研究了Lorenz方程,
Rössler系统, 证明它们都是阶β = 2的分数维梯度

系统. 文献 [15]指出, Hamilton系统和梯度系统是
微分方程和动力系统中两类重要系统. 有关梯度系
统的研究正受到越来越多的关注, 并且已经取得重
要进展 [16−21]. 本文研究事件空间中完整力学系统
的梯度表示和分数维梯度表示.

2 事件空间中完整系统的运动微分
方程

假设力学系统受有双面理想完整约束, 其位形
由n个广义坐标 qs(s = 1, 2, · · · , n)来确定. 建立

n+ 1维扩充的位形空间, 即事件空间. 对此空间中
点的坐标 qs(s = 1, 2, · · · , n)和时间 t引入记号

xs = qs, xn+1 = t, (s = 1, 2, · · · , n), (1)

那么所有变量xα(α = 1, 2, · · · , n + 1)可作为某

参数 τ的已知函数. 当然, t的位置亦可选在别的

xα(α ̸= n+ 1). 令xα = xα(τ)是C2类曲线, 使得
dxα

dτ = x′
α, (2)

不同时为零, 则有

ẋα =
dxα

dt =
x′
α

x′
n+1

. (3)

对 位 形 空 间 中 给 定 的 Lagrange函 数L =

L(qs, t, q̇s), 事件空间中参数形式的Lagrange函
数为 [2]

Λ(xα, x
′
α)

= x′
n+1L

(
x1, · · · , xn+1,

x′
1

x′
n+1

, · · · , x′
n

x′
n+1

)
. (4)

对 位 形 空 间 中 给 定 的 非 势 广 义 力Qs =

Qs(qk, t, q̇k), 事件空间中的广义力由下式确定 [3]:

Ps(xα, x
′
α)

= x′
n+1Qs

(
x1, · · · , xn+1,

x′
1

x′
n+1

, · · · , x′
n

x′
n+1

)
,
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Pn+1(xα, x
′
α) = −Qsx

′
s. (5)

事件空间中一般完整系统的运动微分方程为 [8]

d
dτ

∂Λ

∂x′
α

− ∂Λ

∂xα
= Pα,

(α = 1, 2, · · · , n+ 1). (6)

(6)式中n+ 1个方程不是彼此独立的, 因为有

x′
α

(
d
dτ

∂Λ

∂x′
α

− ∂Λ

∂xα
− Pα

)
= 0. (7)

下面研究方程 (6)不含xn+1的情形. 因为参
数 τ可任意选取 [2], 当方程中不出现xn+1时取

xn+1 = τ会带来方便, 此时有
x′
s

x′
n+1

=
dxs

dxn+1
=

dxs

dτ ,

d

dt(
x′
s

x′
n+1

) =
d2xs

dx2
n+1

x′
n+1 =

d2xs

dτ2 ,

(s = 1, 2, · · · , n). (8)

这样, (6)式的前n个方程可表示为

d2xs

dτ2 = fs

(
xk,

dxk

dτ

)
,

(s, k = 1, 2, · · · , n). (9)

取记号

aµ· =
daµ

dxn+1
=

daµ
dτ . (10)

则方程 (9)可表示为一阶形式

aµ· = Fµ(a), (µ = 1, 2, · · · , 2n), (11)

其中

as = xs, an+s = as·, Fs = an+s,

Fn+s = fs, (s = 1, 2, · · · , n). (12)

当然, 也可选xα = τ(α ̸= n + 1), 如文献 [3]
那样.

3 系统的梯度表示

一般地, 方程 (11)不是一个梯度系统, 仅在一
定条件下才能成为梯度系统. 对此有如下结果:

命题1 对系统 (11), 若满足如下条件
∂Fµ

∂aν
− ∂Fν

∂aµ
= 0, (µ, ν = 1, 2, · · · , 2n), (13)

则它是一个梯度系统. 此时, 可求得势函数
V = V (a)使得

Fµ = − ∂V

∂aµ
. (14)

4 系统的分数维梯度表示

一般地, 方程 (11)不是一个分数维梯度系统,
仅在一定条件下才能成为分数维梯度系统. 对此有
如下结果:

命题2 对系统 (11), 若满足如下条件
∂2Fµ

∂(aν)2
− ∂2Fν

∂(aµ)2
= 0,

(µ, ν = 1, 2, · · · , 2n). (15)

则它是一个阶β = 2的分数维梯度系统. 此时, 可
求得势函数V = V (a)使得

Fµ = − ∂2V

∂(aµ)2
, (µ = 1, 2, · · · , 2n). (16)

5 算 例

例1 二自由度完整系统为

L =
1

2
(q̇21 + q̇22) +

1

2
(q21 + q22),

Q1 = −q̇2, Q2 = q̇1.

在事件空间中, 有

Λ = x′
3

{
1

2

[(
x′
1

x′
3

)2

+

(
x′
2

x′
3

)2]
+

1

2
(x2

1 + x2
2)

}
,

P1 = − x′
3

x′
2

x′
3

= −x′
2, P2 = x′

1.

方程 (9)给出
d2x1

dx2
3

= x1 −
dx2

dx3
,

d2x2

dx2
3

= x2 +
dx1

dx3
,

方程 (11)给出

a1· = a3, a2· = a4,

a3· = a1 − a4, a4· = a2 + a3.

容易验证, 条件 (13)不满足. 因此, 它不是一个
梯度系统. 但是, 条件 (15)满足. 因此, 它是一个
阶β = 2的分数维梯度系统. 利用 (16)式可求得
势函数

V = − 1

2
a3(a1)2 − 1

2
a4(a2)2 − 1

2
(a1 − a4)(a3)2

− 1

2
(a2 + a3)(a4)2.

例2 在例 1中, 设Q1 = Q2 = 0. 此时, 方程
(11)给出

a1· = a3, a2· = a4, a3· = a1, a4· = a2.
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容易看出, 条件 (13)满足. 因此, 这是一个梯
度系统. 根据梯度系统在任一平衡点处的线

性化系统只有实特征根的重要性质, 可知零解
a1 = a2 = a3 = a4 = 0是不稳定的.

6 结 论

本文研究了事件空间中完整力学系统的梯度

表示以及分数维 (β = 2)梯度表示. 事件空间比位
形空间更广泛. 因此, 位形空间的结果是本文的特
殊情形. 如果原系统能成为梯度系统, 那么可根据
梯度系统的重要性质, 来研究原系统的稳定性, 如
例 2. 一般地, 分数维梯度系统还不是通常的梯度
系统.
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Abstract
The dynamics research in the event space has important geometric and mechanical meanings, and great progress

has been made in this field. A gradient system is a kind of important systems in differential equations and dynamical
systems, and is receiving more and more attention. In this paper, a gradient representation and a fractional gradient
representation of a holonomic system in the event space are studied. First, the differential equations of motion for
the system are established and expressed in the first order form. Second, we have obtained the condition under which
the system can be considered as a gradient system and also the condition under which the system can be considered
as a fractional gradient system. When a constrained mechanical system is transformed into a gradient system or a
fractional gradient system, one can use the properties of the gradient system or the fractional gradient system to study
the integration and the stability of a constrained mechanical system. Finally, two examples are given to illustrate the
application of the results. The event space is known as more extensive than the configuration space, therefore, the result
in the configuration space is a special case of this paper.

Keywords: holonomic system, event space, gradient, fractional dynamics
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