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一种基于相邻数据依赖性的混沌分析方法∗
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混沌作为一种复杂的非线性行为, 广泛存在于各个行业领域, 对于混沌的研究具有重要的理论意义和应
用价值. 现在常用的混沌分析方法, 如Lyapunov指数、关联维数、Poincaré图等, 需要解决相空间重构、线性
标度区选取等问题, 且不能很好地兼顾定性与定量分析两方面. 基于此, 提出一种度量相邻数据依赖性的混
沌分析方法, 通过计算相邻数据间的距离变化, 将复杂的一维原始数据列转换为新的相邻距离值序列进行分
析, 避免了相空间重构等问题, 对于不同的典型混沌模型, 如Logistic模型、Duffing振子、Lorenz模型等, 均具
有较好的分析效果, 能够描述不同模型的混沌特性, 直观与量化分析效果均较好, 且具有一定的抗噪能力, 由
于不需要掌握真实的模型信息, 更适用于模型未知的复杂实际问题. 将相邻数据的距离值对于不同混沌状态
的区分作用应用于机械转子振动信号分析, 可以明显地识别出转子工作状态的变化, 表明该方法具有良好的
实际应用前景和潜力.

关键词: 混沌, 非线性, 依赖性, 相邻距离
PACS: 05.45.–a, 05.45.Tp DOI: 10.7498/aps.65.030503

1 引 言

随着混沌之父Lorenz将 “蝴蝶效应”引入人们
的视线 [1], 从此带动了全世界关于混沌研究的热
潮. 现今, 自然界和社会生活中所蕴含的混沌特征
不断被揭示出来, 混沌现象广泛存在于多种领域,
如经济 [2]、电力 [3]、医学 [4]、工业 [5]、交通 [6]、信息网

络 [7]以及海洋科学等 [8]. 混沌作为一种普遍存在
的复杂非线性行为, 包含有丰富的特征信息, 具有
重要的理论研究意义和实际应用价值.

常用的混沌分析方法中, Poincaré截面 [9]、分

岔图 [5]、相位图 [10]、功率谱等 [11], 能够清晰直
观地观察混沌状态, 适合用于定性判断混沌特
性. 而Lyapunov指数、分形维数和Kolmogorov
熵、拓扑熵等方法, 可以用于量化判别混沌状态变
化. 在Lyapunov指数中, 常用的有最大Lyapunov

指数 [12], Lyapunov指数谱 [13]、局部Lyapunov指
数 [14]、有限时间Lyapunov指数等 [15]; 分形维数中
运用比较成熟的是基于Grassberger-Procaccia算
法的关联维数 [16]. 大部分的混沌分析过程均要建
立在相空间重构的基础之上, 只有在真实相空间或
近似真实相空间的状态下, 才能充分发挥以上分析
手段的作用. 现在主要采用基于Takens嵌入定理
的时延法进行相空间重构 [17], 需要合理选取延迟
时间和嵌入维数, 两者对于混沌分析起着关键作
用. 确定延迟时间的常用方法有平均位移法、自相
关法、复相关法、互信息法等, 还有平均位移和互
信息联合算法 [18]、改进的Cellucci互信息算法 [19]

以及利用符号分析法求取联合熵极大值点来确定

延迟时间等 [20]新方法; 选择嵌入维数的方法通常
有虚假近邻法、Cao法等, 还出现了基于径向神经
网络的嵌入维数估计方法等 [21]新手段; 同时确定
延迟时间和嵌入维数的方法有C-C法等 [22], 也有
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学者提出通过微分熵来同时优化选取两个参数 [23].
相空间重构的方法不断改善, 更接近获取模型的真
实相空间特征. 此外,在关联维数的计算中,无标度
区间的选取也起着重要作用, 常用的方法是借助视
觉判断, 现已提出了不少更加客观的识别方法 [24].
此外, 学者们也开始致力于探索新的混沌研究手
段, 如将复杂网络理论与混沌分析相结合等 [25−27],
并取得了较好的分析效果.

在实际应用中, 由于影响因素较多, 所研究对
象的真实模型往往难以获得, 对基于相空间重构等
的混沌分析提出更大的挑战. 尽管相空间重构的方
法不断改进, 依然无法复现真实的相空间特征, 如
何客观选取无标度区也有待进一步改进. 针对现有
混沌分析中的相空间重构以及无标度区识别等困

惑, 从复杂数据列自身出发, 提出一种基于相邻数
据依赖特性的混沌分析方法. 该方法通过度量一维
序列相邻数据子列间的距离值变化, 将复杂数据列
转换为更为简单的距离值序列, 避开了相空间重构
和无标度区选取等过程, 并可以较好地将定性观察
和定量分析相结合, 能较明显地区分不同的混沌状
态, 具有一定的实际应用潜力.

2 模型分析

考虑到大部分混沌分析中存在的不足, 避开相
空间重构过程, 针对一维数据序列本身, 基于相邻
数据间的依赖性, 从内部相邻数据间距离变化的角
度, 对于混沌行为进行研究. 通过 (1)式计算数据
列 {xn}中相邻等长度子序列 (长度取为k)间的欧
氏距离值,

di = ∥Xi+1 −Xi∥ =

k−1∑
j=0

(xi+1+j − xi+j)
2

1/2

,

(1)

式中, i 6 n − k, di为相邻子列Xi和Xi+1之间

的距离值, Xi = {xi, xi+1, · · · , xi+k−1}, Xi+1 =

{xi+1, xi+2, · · · , xi+k}. 随着 i值增大, 依次计算相
邻子序列间的距离值, 组成新序列, 从而将复杂
的原始数据列 {xn}转换为其内相邻子列间距离值
(以下简称相邻距离)序列; 提取新序列的均值和标
准差等特征, 研究其混沌特性.

针对几种典型的混沌模型, 分别采用上述方法
分析其混沌特征.

2.1 Logistic模型

Logistic模型又称为虫口模型, 由May提出以
来, 最早用于生物学的研究, 是典型混沌模型之一,
现广泛应用于通信、生物等领域, 其表达式如下 [28]:

xn+1 = uxn(1− xn), (2)

其中, n = 1, 2, · · · , u为控制参数, u ∈ [0, 4], 初值
x0 ∈ [0, 1]. 随着参数u的增加, 模型会经历周期状
态、倍周期分叉, 直到出现混沌, 取初值x0 = 0.2,
模型分岔图见图 1 .
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图 1 Logistic模型分岔图 (a) u ∈ [0, 4]; (b) u ∈ [3, 4]
Fig. 1. Bifurcation diagram of Logistic model: (a) u ∈
[0, 4]; (b) u ∈ [3, 4].

分岔图中, 当u = 3时, 模型出现二倍周期分
岔; 当u = 3.449附近时, 模型出现四倍周期分岔;
之后, 依次按照 2, 22, 23, · · · , 2n进行倍周期分岔,
在u = 3.57附近开始进入混沌状态;在混沌状态下,
由于具有自相似性, 会再次出现多周期结构, 比较
明显的如u = 3.84附近出现三周期结构, u = 3.629

附近出现六周期结构, u = 3.743附近出现五周期

结构等.
采用本文的方法对于Logistic模型进行混沌分

析. 取初值x0 = 0.2, 参数u取 [0, 4]中某一值时,
根据 (2)式构造 10000点长度的数据列; 所得到的
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数据列, 避开暂态过程, 按照 (1)式依次计算该数据
列中相邻子序列 (长度取 2000点)间的距离值, 组
成相邻子序列间距离值序列, 并求得相邻距离序列
的均值及标准差值; u值从小到大依次取值 (u ∈ [0,
4]), 依照上述步骤分别计算不同u值时相邻距离序

列的均值和标准差值, 其值随参数u的变化曲线分

别如图 2和图 3所示.
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图 2 Logistic模型相邻距离序列的均值变化曲线
(u ∈ [0, 4])

Fig. 2. Variation of the mean value obtained from
neighbor distance series in Logistic model (u ∈ [0, 4]).
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图 3 Logistic模型相邻距离序列的标准差变化曲线
(u ∈ [3, 4])
Fig. 3. Variation of the standard deviation obtained
from the neighbor distance series in Logistic model
(u ∈ [3, 4]).

从相邻距离的均值变化可以看出, 当模型开始
倍周期分岔时, 相邻距离值逐渐增大, 拐点u = 3

对应于第一个分岔点, 拐点u = 3.449对应于第二

个分岔点, 此后, 拐点逐渐增多到无法分辨, 对应
于分岔图中分岔不断增加, 开始进入混沌状态; 在
混沌状态中, 随着u值的变化, 均值呈现增大趋势,
并会出现多个峰谷值, 如在u = 3.84的三周期位置

出现峰值, u = 3.629 附近六周期位置出现谷值, 在
u = 3.74附近五周期位置出现峰值等.

从相邻距离的标准差值变化可以看出, u =

3.57附近, 标准差值开始明显大于零, 对应于模型
开始进入混沌状态; 在混沌状态中, 标准差总体呈
现增长趋势, 但是波动明显, 会出现多个峰谷值, 在
u = 3.84的三周期、u = 3.629附近的六周期、在

u = 3.74附近的五周期等多周期结构位置会出现

谷值, 与多周期结构混沌性减弱的特征相符合. 可
见, 该标准差值可以指示混沌特性的变化, 而且比
分岔图更清晰.

对于相邻距离的均值序列, 通过 (3)式计算其
相邻点的变化率, 通过 (4)式计算相邻点的变化
幅度:

pi+1 = |di+1 − di|/di, (3)

qi+1 = |di+1 − di| , (4)

其中, i ∈ [1, m], m为相邻距离序列的长度. 依次
将所得的变化率和变化幅度组成另一新序列, 两者
随u值的变化曲线分别如图 4和图 5所示.
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图 4 Logistic模型相邻距离均值序列的相邻点变化率
Fig. 4. Variation of the changing rate from the adja-
cent points in the average-series obtained from neigh-
bor distance series in Logistic model.
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图 5 Logistic模型相邻距离均值序列的相邻点变化幅度
Fig. 5. Variation of the changing amplitude from adja-
cent points in the average-series obtained from neigh-
bor distance series in Logistic model.

图 4和图 5中, 当变化率和变化幅度大于零时,
模型开始进入混沌状态; 在混沌状态中, 变化率及
变化幅度均会出现明显波动, 表现为有较多的峰谷
值, 比较明显的如在u = 3.84的三周期位置, 变化
率曲线和变化幅度曲线均会出现接近于零的谷值;
与变化率曲线相比, 变化幅度曲线区分更明显, 描
述混沌特性的效果更佳.
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将基于相邻数据间依赖性的方法与基于相空

间分析的常规方法进行对比. 由于一维Logistic模
型的特征方程已知, 直接依据相空间理论, 计算其
最大Lyapunov指数的变化如图 6所示.
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图 6 Logistic模型的最大Lyapunov指数变化
Fig. 6. Variation of the maximum Lyapunov exponent
obtained from Logistic model.

在最大Lyapunov指数变化图中, 当模型出现
分岔处, Lyapunov指数等于 0, 有弱混沌特征; 在
u = 3.57附近, Lyapunov指数开始大于零, 进入完
全混沌状态. 可以看出, 在模型特征已知时, 本文
的方法与基于相空间理论的Lyapunov指数方法相
比, 同样具有量化分析能力, 且本文方法对混沌特
征的变化更敏感, 对于混沌状态中自相似结构的识
别更清晰.

综合对于Logistic模型的分析可得: 1)通过相
邻距离的均值可以将倍周期分岔以及由倍周期过

渡到混沌状态的过程清楚地描述出来, 且随着u值

变化, 该均值会发生稳定的变化, 可以将不同u值

区分开来; 2)通过相邻距离的标准差值变化可以将
混沌状态直观地识别出来, 定量地确定混沌状态的
位置, 还能够将混沌状态中的多周期结构明显地区
分出来; 3)相邻距离的均值序列中相邻数据点的变
化率曲线以及变化幅度曲线, 也可以清楚地将混沌
状态从定性观察和定量分析的角度确定出来; 4) 将
基于数据间相互依赖性的混沌分析方法与常规的

分岔图和相空间方法相比, 在模型特征已知时, 具
有更明显的直观分析效果和更细致的量化能力.

2.2 Chebychev模型

Chebychev映射常用于通信加密领域, k阶

Chebychev映射模型的表达式如下 [29]:

xn+1 = cos(k × arc cos(xn)), (5)

其中, xn ∈ [−1, 1]. 取初值x0 = 0.1, k值由 0变化
到10, 其分岔图如图 7所示.
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图 7 Chebychev模型分岔图

Fig. 7. Bifurcation diagram of Chebychev model.

图 7中, 当k = 1时, 开始出现分岔, 逐渐进入
混沌; k = 2时, 混沌充满整个区域.

对Chebychev模型进行相邻数据的距离分析,
取不同的k值, 分别构造10000点长度的数据列, 计
算相邻子列 (长度以 2000点为例)间的距离值, 组
成相邻距离序列, 该序列的均值及标准差值随参数
u的变化曲线分别如图 8和图 9 所示.
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图 8 Chebychev模型相邻距离序列的均值变化 (u ∈
[0, 10])
Fig. 8. Variation of the mean value obtained from
the neighbor distance series in Chebychev model (u ∈
[0, 10]).

从图 8相邻距离序列的均值变化曲线可以看
出, 从k = 1开始, 均值大于零, 对应于分岔图中开
始进入混沌状态; k从1变化到2时, 均值逐渐增大,
对应于分岔图中混沌性不断增强; 当k大于2后, 均
值在k = 2对应的值附近上下波动, 且随着k值的

增大, 波动量会越来越小.
从图 9相邻距离序列的标准差值变化曲线可

以看出, 当k = 1时, 标准差值大于零, 模型开始进
入混沌; 在混沌状态中, 标准差值波动明显.

030503-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 3 (2016) 030503

对于相邻距离的均值序列, 分别计算其内相邻
数据点的变化率曲线及变化幅度曲线, 如图 10和
图 11所示.
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图 9 Chebychev模型相邻距离序列的标准差变化
(u ∈ [0, 10])
Fig. 9. Variation of the standard deviation obtained
from neighbor distance series in Chebychev model
(u ∈ [0, 10]).
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图 10 Chebychev模型相邻距离的均值序列中相邻点变
化率

Fig. 10. Variation of the changing rate from the ad-
jacent points in the average-series obtained from the
neighbor distance series in Chebychev model.
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图 11 Chebychev模型相邻距离的均值序列中相邻点变
化幅度

Fig. 11. Variation of the changing amplitude from the
adjacent points in the average-series obtained from the
neighbor distance series in Chebychev model.

在图 10变化率曲线中, 在k = 1附近存在间隔

点, 当k大于 1时, 变化率曲线波动性逐渐增大, 对
应于混沌性不断增强; 图 11变化幅度曲线中, 当k

大于 1后, 变化幅度明显大于 0, 对应于进入混沌,
在混沌状态中, 变化幅度值具有明显的波动性.

对比本文方法与基于相空间理论的方法, 由
于Chebychev模型的特征方程已知, 直接根据相空
间理论, 计算其最大Lyapunov指数变化曲线, 如
图 12所示.
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图 12 Chebychev模型的最大Lyapunov指数变化
Fig. 12. Variation of the maximum Lyapunov expo-
nent obtained from Chebychev model.

在图 12中, 当k大于 1, 最大Lyapunov指数为
正, 表明开始进入混沌状态. 对比可以看出, 在模
型已知的情况下, 本文方法不仅具有相空间理论的
分析效果, 而且对于混沌特性变化的描述更加清
晰, 与分岔图的对应性更好.

综合Chebychev模型的分析可以得出: 1)相邻
距离的均值和标准差可以将混沌状态直观地区分

出来, 并且在一定程度上可以度量混沌性的变化;
2)相邻距离的均值随着k值的变化而稳定变化, 可
以用于识别不同的k值状态; 3)相邻距离的均值序
列中邻近点变化率和变化幅度可以用于识别混沌

状态, 且变化幅度曲线的识别作用比变化率曲线更
佳; 4)将基于相邻数据依赖性的分析结果与分岔图
法和最大Lyapunov指数法相比, 基于相邻数据依
赖性的混沌分析方法兼备定量和定性分析, 对于混
沌特性的描述更加清晰且准确.

2.3 Duffing振子

Duffing振子是典型的非线性系统, 许多实际
中的非线性问题都可以通过它进行转化, 其振动表
达式如下 [30]:

ẍ+ δẋ+ ax+ bx3 = f cos(ωt), (6)
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其中, δ是阻尼系数; a, b是非线性项系数; f是外加
激励的幅值; ω是外加激励的频率.

2.3.1 外加激励幅值

在Duffing振子中, 取 δ = 0.5, a = −1, b = 1,
ω = 1, 外加激励的幅值 f由 0变化到 15, 所得x关

于 f的分岔图如图 13所示.
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图 13 Duffing振子关于参数 f 的分岔图

Fig. 13. Bifurcation diagram of Duffing oscillator on
the parameter f .

从图 13可以看出, 随着 f逐渐增大, 模型开始
由混沌状态进入多周期状态, 再过渡到混沌状态,
接着经过短暂的多周期状态后, 又进入混沌状态,
最后处于多周期状态.

对于Duffing振子进行相邻距离分析, 不同的
f值, 时间长度取 [0, 100], 间隔 0.1, 采用Runge-
Kutta法求解微分方程, 所得的x序列, 取相邻子序
列 (长度 2000点)的距离, 组成新序列, 其均值及标
准差值的变化曲线分别如图 14和图 15所示.
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图 14 Duffing振子关于参数 f 的相邻距离序列的均值

变化

Fig. 14. Variation of the mean value obtained from
neighbor distance series in Duffing oscillator on the
parameter f .

从图 14相邻距离均值和图 15相邻距离标准差
变化曲线可以看出, 随着 f值增大, 均值和标准差

值都呈现增大趋势, 在变化过程中, 曲线均会出现
粗糙部分与光滑部分的交替变化. 与分岔图相对
照, 曲线粗糙部分大致对应于混沌状态, 而光滑部
分大致对应于多周期状态, 可以用曲线粗糙和光滑
的交替变化来描述模型混沌状态的变化; 随着u值

的变化, 均值的变化稳定, 波动性小, 适合用于识别
不同的u值状态.
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图 15 Duffing振子关于参数 f 的相邻距离序列的标准差

值变化

Fig. 15. Variation of the standard deviation obtained
from neighbor distance series in Duffing oscillator on
the parameter f .

对于相邻距离的均值序列, 依次分别计算邻
近点的变化率和变化幅度, 其变化曲线分别如
图 16和图 17所示.
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图 16 Duffing振子关于参数 f 的相邻距离均值序列中相

邻点变化率

Fig. 16. Variation of the changing rate from adjacent
points in the average-series obtained from the neigh-
bor distance series in Duffing oscillator on the param-
eter f .

从图 16和图 17可以看出, 非混沌状态时, 变
化率及变化幅度近似为零, 当模型进入混沌状态
后, 变化率及变化幅度会明显大于零; 混沌状态下,
变化率及变化幅度波动比较明显, 通过变化率及变
化幅度曲线, 可以直观地将混沌状态区分出来, 并
定量地确定混沌状态出现的位置, 能够在一定程度
上表征混沌性的强弱.
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图 17 Duffing振子关于参数 f 的相邻距离均值序列中相

邻点变化幅度

Fig. 17. Variation of the changing amplitude from ad-
jacent points in the average-series obtained from the
neighbor distance series in Duffing oscillator on the
parameter f .

2.3.2 阻尼系数

在Duffing振子中, 取a = −1, b = 1, f = 10,
ω = 1, 阻尼系数 δ由0变化到 5, 所得x关于 δ的分

岔图如图 18所示.
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图 18 Duffing振子关于参数 δ的分岔图

Fig. 18. Bifurcation diagram of Duffing oscillator on
the paremeter δ.

从图 18可以看出, 随着参数 δ的变化, 模型由
混沌状态逐渐进入多周期状态; 在混沌状态时, 混
沌的范围随着参数 δ的增大不断减小.

对于Duffing振子进行相邻数据的距离分析,
不同的 δ值, 时间长度取 [0, 100], 间隔 0.1, 采用
Runge-Kutta法求解微分方程, 所得的x序列, 依
次计算相邻子序列 (长度取 2000点)的距离, 组成
新序列, 其均值及标准差值的变化曲线分别如
图 19和图 20所示.

在图 19均值变化曲线和图 20标准差值变化曲
线中, 随着 δ的增大, 均呈减小趋势, 与分岔图中混
沌性不断减弱的趋势相符合; δ大约在 0—0.5之间
时, 曲线较粗糙, 此时模型处于混沌状态, δ继续变
大后, 曲线变得光滑, 模型处于多周期状态. 曲线
粗糙程度的变化可以用于反映混沌特性的变化.
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图 19 Duffing振子关于参数 δ的相邻距离序列的均值变

化曲线

Fig. 19. Variation of the mean value obtained from
the neighbor distance series in Duffing oscillator on
the parameter δ.
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图 20 Duffing振子关于参数 δ的相邻距离序列标准差值

变化

Fig. 20. Variation of the standard deviation obtained
from the neighbor distance series in Duffing oscillator
on the parameter δ.

在相邻数据距离的均值序列中, 依次分别计算
其内相邻点的变化率和变化幅度, 变化曲线分别如
图 21和图 22所示.

0 2 4 6
0

0.02

0.04

0.06

0.08

P
e
rc

e
n
t

δ

图 21 Duffing振子关于参数 δ的相邻距离均值序列中相

邻点变化率

Fig. 21. Variation of the changing rate from adjacent
points in the average-series obtained from the neighbor
distance series in Duffing oscillator on the parameter δ.
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图 22 Duffing振子关于参数 δ的相邻距离均值序列中相

邻点变化幅度

Fig. 22. Variation of the changing amplitude from ad-
jacent points in the average-series obtained from the
neighbor distance series in Duffing oscillator on the
parameter δ.

从图 21和图 22中可以看出, 大约在 0—0.5之
间时, 变化率和变化幅度明显较大, 与模型处于混
沌状态的特征相对应, 可以量化确定出模型出现混
沌的位置; 在0—0.5之间, 随着 δ增大, 变化率和变
化幅度均逐渐减小, 对应于分岔图中混沌范围不断
缩小.

综上可见, Duffing振子模型中, 当阻尼系数发
生变化时, 通过基于相邻数据依赖性的分析方法,
可以明显地观察到混沌状态的发生, 能够较准确地
确定出混沌状态出现的位置, 与分岔图的混沌分析
相符合.

将以上的分析结果与基于相空间重构的方法

进行对比. 由于Duffing振子的模型信息已知, 可以
直接对其进行相空间分析, 如当 f = 8, Dufffing振
子的二维相轨迹如图 23所示.

-4 -2 0 2 4
-10

-5

0

5

10

x

d
x
/
d
t

图 23 Duffing振子的相轨迹

Fig. 23. Phase orbits of the Duffing oscillator.

从图 23的相轨迹图中, 能够清楚识别出模型
处于混沌状态, 但是相轨迹法只能直观区分, 量化
效果并不好; 在相空间已知的情况下, 也可以计算

最大Lyapunov指数和分形维数等, 量化分析混沌
行为. 本文的方法则兼具直观和量化分析能力, 且
对于混沌特性变化的指示作用明显. 此外, 一旦遇
到模型未知的复杂问题, 在相空间重构时就会出现
参数选择的问题, 影响到相轨迹分析或Lyapunov
指数、分形维数等的计算, 而本文的方法并不需要
相空间重构, 更易操作.

综合Duffing振子的分析, 可以看出: 1)相邻
距离均值变化和标准差值变化可以较好地描述模

型的非线性特性; 2)相邻距离的均值序列内相邻点
变化率曲线及变化幅度曲线, 也可以直观判断并量
化识别混沌状态; 3)相邻距离均值随着模型参数的
变化而稳定变化, 可以用于区分不同的参数状态;
4)基于相邻数据依赖性的方法, 与分岔图法和基于
相空间理论的方法相比, 兼具直观识别和量化效
果, 而且简单易行, 适用范围更广.

2.4 Lorenz模型

Lorenz模型作为出现比较早的混沌模型, 最初
用于气象研究中, 现已经广泛应用于其他领域 [31],
其表达式如下:

.
x = − a(x+ y),
.
y = bx− xz − y,
.
z = xy − cz. (7)

取 b = 28, c = 8/3, 参数a从 0变化到 100, 采
用Runge-Kutta法求解微分方程, 所得的x, y, z值
关于a的分岔图如图 24所示.

从图 24中可以看出, 当a大约位于 5.4—18.8
之间时, 模型会处于混沌状态.

对于Lorenz模型, 度量相邻数据间的依赖性
进行分析, 不同的a值, 求得x, y, z序列, 分别依次
计算相邻子序列 (长度 2000点)间的距离值, 其相
邻距离均值及标准差值变化曲线如图 25所示.

从图 25可以看出, 进入混沌状态时, 相邻距离
均值会明显增加; 在混沌状态下, 随着a值变化, 距
离均值也随之稳定变化; 处于混沌状态时, 相邻距
离标准差变化波动性明显增加, 在进入混沌和离开
混沌时, 标准差均会出现跃升.

依次计算相邻距离均值序列中相邻数据点的

变化率及变化幅度, 其变化曲线如图 26所示.
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图 24 Lorenz模型分岔图 (a) x-a分岔图; (b) y-a 分岔图; (c) z-a分岔图
Fig. 24. Bifurcation diagram of Lorenz model: (a) Bifurcation diagram of x and a; (b) bifurcation diagram
of y and a; (c) bifurcation diagram of z and a.
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图 25 Lorenz模型相邻距离的均值及标准差值变化曲线 (a) x的相邻距离均值变化; (b) x的相邻距离标准差变化;
(c) y的相邻距离均值变化; (d) y的相邻距离标准差变化; (e) z 的相邻距离均值变化; (f) z的相邻距离标准差变化

Fig. 25. Variation of the mean value and standard deviation obtained from the neighbor distance series in
Lorenz model: (a) Mean value variation of x; (b) standard deviation variation of x; (c) mean value variation of
y; (d) standard deviation variation of y; (e) mean value variation of z; (f) standard deviation variation of z.
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图 26 Lorenz模型相邻距离的均值序列中相邻数据点变化率及变化幅度曲线 (a) x变化率; (b) x变化幅度;
(c) y变化率; (d) y变化幅度; (e) z 变化率; (f) z变化幅度

Fig. 26. Variation of the changing rate and changing amplitude of the adjacent points in the average-series
obtained from the neighbor distance series in Lorenz model: (a) Changing rate curve of x; (b) changing
amplitude curve of x; (c) changing rate curve of y; (d) changing amplitude curve of y; (e) changing rate
curve of z; (f) changing amplitude curve of z.

观察对比图 26可以看出, 进入混沌及离开混
沌时, 变化率曲线及变化幅度曲线均会出现跃升,
可以由此判别混沌状态; 当处于混沌状态时, 变化
率曲线及变化幅度曲线均值都会变得粗糙, 且大于
零, 相比之下, 变化幅度曲线区分效果更佳.

将本文的方法与基于相空间理论的方法进行

对比, 由于Lorenz系统的模型信息充足, 可以直接
获取其相空间特征, 其三维相轨迹如图 27所示.

从图 27的相轨迹图中, 可以直观地判断出模
型处于混沌状态, 在相空间已知的情况下, 还可以
计算最大Lyapunov指数和分形维数, 量化判断混
沌特征. 与其相比, 本文基于相邻数据依赖性的方
法, 不仅兼具直观判断和量化分析混沌状态的能
力, 而且对于进出混沌状态的指示更明显; 除此之
外, 当模型的信息未知时, 本文的方法仍然简单适
用, 而相空间重构则需要考虑参数的合理选择, 可

以看出, 度量相邻数据依赖性的方法适用范围更广
且更简单.

-20

0

20

-50

0

50

0

50

x
y

z

图 27 Lorenz模型的相轨迹

Fig. 27. Phase orbits of the Lorenz model.

综合对于Lorenz系统的分析, 可以得出: 1)相
邻距离变化均值可以直观识别混沌状态, 且其值随
着参数变化而稳定变化, 可以用于区分不同的参数
状态; 2)相邻距离的标准差可以用于粗略判别出混
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沌状态, 而变化率曲线及变化幅度可以更明显地观
察出混沌状态, 并确定混沌状态的位置, 相比而言,
变化幅度曲线的识别作用更佳; 3)与分岔图法和基
于相空间理论的方法相比, 本文的方法兼顾了直观
分析与量化分析, 对于混沌特征的指示更明显, 而
且简单易行.

2.5 讨论分析

2.5.1 抗噪性能

基于相邻数据间依赖性的混沌分析方法, 在处
理不同模型的过程中, 表现出较好的混沌识别能
力, 能够清晰地描述模型的混沌性变化. 而在实际
的应用中, 不可避免地会受到噪声因素的影响, 以
Logistic模型为例, 加入高斯白噪声序列, 分析本文
方法的抗噪能力.

在Logistic模型中, 不同的u值状态下, 加入信
噪比为 30分贝的高斯白噪声. 对于所得的含噪序
列, 依次计算相邻数据子列 (长度取 2000点)的距
离值, 所得距离序列的均值及标准差随u值的变化

曲线如图 28和图 29所示.
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图 28 含噪声Logistic模型的相邻距离序列的均值变化
Fig. 28. Variation of the mean value obtained from
neighbor distance series in Logistic model with noise.

从图 28和图 29中可以看出, 含噪模型的均值
曲线与不含噪时相比, 变化规律基本一致, 不同之
处在于含噪模型的曲线略粗糙一些, 且数值有所增
大, 曲线整体也向上平移了一段距离. 考虑到噪声
信号是一种随机性很强的信号, 它的加入自然会增
强原来模型的混沌特性, 所以均值曲线会向上移动
并变得粗糙, 这也从另一侧面说明相邻数据距离序
列的均值可以反映模型混沌性的变化. 尽管噪声对
于曲线有所影响, 但是均值曲线的主体变化规律仍
然明显, 拐点、峰谷值依然清晰可见, 可以用于判断
Logistic模型的混沌特征变化.
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图 29 含噪声 Logistic模型的相邻距离序列的标准差值
变化

Fig. 29. Variation of the standard deviation obtained
from the neighbor distance series in Logistic model
with noise.

观察标准差值变化曲线, 含噪状态下, 标准差
值整体变大, 且变得很粗糙, 由于标准差值对于混
沌特征的变化更敏感, 所以噪声信号对于它的影响
要更大. 尽管如此, 仍然可以观察出原模型的混沌
特征的变化趋势和自相似结构的大致位置.

对于所得的相邻数据距离的均值序列, 依次
计算其内相邻数据点的变化率和变化幅度, 如
图 30和图 31所示.
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图 30 含噪声 Logistic模型的相邻距离的均值序列中相
邻数据点变化率

Fig. 30. Variation of the changing rate from the adja-
cent points in the average-series obtained from neigh-
bor distance series in Logistic model with noise.

从图 30和图 31可以看出, 模型在含噪状态下,
仍然可以通过相邻距离的均值序列中相邻数据点

的变化率和变化幅度曲线, 将混沌状态明显地识别
出来. 进入混沌状态时, 变化率和变化幅度均会发
生跃升, 可以由此量化确定混沌状态的位置, 而且
变化幅度曲线的识别效果更明显.

综合以上对于含噪Logistic模型的分析可知,
本文基于相邻数据依赖性的混沌识别方法具有良

好的抗噪能力, 在含噪状态下仍然可以通过相邻数
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据距离值序列的均值、标准差值以及该均值序列中

相邻点的变化率、变化幅度, 将Logistic模型的混沌
特征较好地描述出来.
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图 31 含噪声 Logistic模型的相邻距离的均值序列中相
邻数据点变化幅度

Fig. 31. Variation of the changing amplitude from
adjacent points in the average-series obtained from
neighbor distance series in Logistic model with noise.

2.5.2 参数影响

采用基于相邻数据间依赖性的混沌识别方法,
每一次分析所用的数据列长度和计算相邻距离时

所用的子序列长度, 在一定程度上会影响到混沌
分析效果. 下面以Logistic模型为例, 结合处理精
度和速度, 分析这两个参数对于混沌分析结果的
影响.

将计算所用的相邻子序列长度取为 1000点,
每一次分析所用的数据列长度不同时, 观察其对于
分析结果的影响. 在Logistic 模型下, 取u = 3.6为

例, 所分析的数据列取不同长度时, 分别计算相邻
数据距离序列的均值和标准差值, 结果如表 1所列.

表 1 不同数据列长度下相邻距离序列的均值及标准差值

对比

Table 1. Comparison of the mean value and standard
deviation obtained from the neighbor distance series
originated from the data array of different length.

数据列长度 3000 4000 5000 6000 7000

均值 13.70 13.71 13.70 13.70 13.70

标准差 0.030 0.028 0.030 0.030 0.031

从表 1可以看出, 当计算所用子序列长度一定
时, 每一次分析所用的数据长度对于均值和标准值
的影响并不明显, 改变其长度对于改善混沌分析的
作用并不显著, 但是分析数据越长, 所用的时间会
越多, 影响到混沌分析的速度.

将每一次所分析的数据长度取作 10000点, 改
变计算所用的子序列长度, 研究其对于混沌分析的
影响. 在Logistic模型下, 取u = 3.6为例, 不同的
子序列长度时, 分别计算相邻数据距离序列的均值
和标准差值, 结果如表 2所列.

表 2 不同子序列长度下相邻距离序列的均值及标准差值

对比

Table 2. Comparison of the mean value and standard
deviation of the distance series obtained from neighbor
sub-sequences of different length.

子序列长度 1000 3000 5000 7000 9000

均值 13.71 23.75 30.66 36.28 41.14

标准差 0.032 0.025 0.021 0.012 0.008

从表 2可以看出, 当每一次分析所用数据的长
度不变的情况下, 计算所用相邻子序列长度增加
时, 均值会明显增大, 标准差值会明显减小, 标准
差值变化对于混沌的分析能力有所下降, 但是均值
变化对于混沌的分析能力会增强, 也更易于区分不
同模型参数状态的变化; 子序列的长度减小时, 相
邻数据距离的均值减小, 标准差增大, 均值的细节
变化不够明显, 但是通过均值序列相邻数据点的变
化率和变化幅度, 同样可以将混沌状态区分出来.
所以, 当所取子序列长度不同时, 可以从不同角度
描述混沌特征, 不会影响混沌分析效果. 从分析速
度考虑, 当分析数据长度一定时, 随着子序列长度
的增加, 分析所用时间会先增加后减小, 所以需要
根据具体问题对于精度和速度的要求, 优化选取
参数.

综上可知, 分析所用数据的长度和计算所用子
序列的长度对于混沌分析结果有一定的作用, 但是
并不会影响到混沌分析的效果. 两者当中, 子序列
长度起到主要作用, 但对其长度的设定并没有严格
要求, 当实际情况复杂时, 不妨选取稍长一些的子
序列, 不仅可以削弱噪声的影响, 还可以取得更佳
的区分效果. 与相空间重构时的参数选取问题相
比, 本文方法的混沌分析结果对于参数的依赖性更
小, 操作更加简单, 灵活性比较大.

2.5.3 小 结

基于相邻数据间的依赖性度量相邻数据列的

距离值变化, 用于研究不同的混沌模型, 如Logistic
模型、Chebychev模型、Duffing振子及Lorenz非线
性系统等, 其结果较好地描述了模型的混沌特性.

030503-12

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 3 (2016) 030503

1)可以通过相邻距离的均值大小判断系统的
非线性特征的强弱, 能通过其曲线的波动性变化,
识别混沌状态.

2)相邻距离的标准差曲线、相邻距离的均值序
列中邻近数据点变化率曲线和变化幅度曲线, 均可
以用于描述混沌状态变化, 既可以定性分析, 也可
以量化判断; 对于简单模型, 相邻距离序列的标准
差曲线就可以用于识别混沌状态, 对于较复杂的模
型, 结合变化率曲线及变化幅度曲线, 可以更明显
地确定混沌状态.

3)相邻距离序列的均值会随着参数状态的变
化而稳定变化, 可以通过它将参数变化识别出来,
同时该方法具有一定的抗噪能力, 将其移植到实际
故障诊断中, 能够通过相邻距离序列的均值等特征

将不同的工作状态量化区分开来.
4)基于相邻数据间依赖性变化的混沌分析方

法, 同常规的分岔图及相空间分析相比, 对于参数
的依赖性更小, 在模型特征信息已知时, 可以更好
地兼顾直观分析和量化效果, 描述混沌特征的清晰
准确; 而在模型复杂未知时, 仍可以方便地分析混
沌特性, 操作简单、应用范围广.

3 实验分析

基于相邻数据间的依赖性, 将相邻数据距离序
列的均值对于系统参数状态的可区分特性, 移植到
实际机械故障的诊断监测中, 用于旋转机械振动信
号的分析识别. 设计转子实验的示意图见图 32 .

图 32 转子实验装置

Fig. 32. Schematic drawing of the rotor experiment kit.

实验中采用加速度传感器, 测量振动信号, 通
过Dewesoft软件存储所测得的信号数据. 典型振
动信号如图 33所示.
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图 33 转速 3000 r/min时通道 1采集的振动信号示意图
Fig. 33. Vibration signal diagram obtained from the
channel 1 at the rotating speed of 3000 r/min.

由于振动信号是基于时间顺序得到的信号序

列, 往往是一组高维的且随时间连续变化的数据
列. 前后时间点之间具有天然的相关性, 因而所得
的振动数据点间也是相互关联的, 相邻数据点相互
依赖而生. 所以, 可以基于这种数据点间天然的依
赖性, 对于信号的变化过程进行分析, 这种依赖性

的变化也会反映出信号的变化趋势及变化特征.

3.1 转速变化

在转速分别为 3000, 4000, 5000 r/min时, 利
用加速度传感器采集振动信号, 用于模拟转速状态
的变化.

不同的转速状态, 对于所得的振动信号数据,
基于数据间的相互依赖性, 依次计算相邻子数据列
(长度2000点)间的距离值变化, 取相邻距离序列的
均值, 对比结果列于表 3 .

表 3 不同转速下相邻距离序列的均值对比

Table 3. Comparison of mean values obtained from
the neighbor sub-sequences distance series at different
rotating speed.

幅度/V
转速

通道 1 通道 2 通道 3 通道 4

3000 r/min 347.24 258.01 1322.05 663.58

4000 r/min 448.34 353.34 1665.45 808.53

5000 r/min 523.29 418.10 1843.68 883.90
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表 4 不同转速状态下相邻距离均值的变化率和变化幅度

Table 4. Variation rate and variation range of the mean value obtained from the neighbor sub-sequences
distance series at the different rotating speed.

4000 r/min对比 3000 r/min 5000 r/min对比 4000 r/min

通道 1 通道 2 通道 3 通道 4 通道 1 通道 2 通道 3 通道 4

变化率 29.11% 36.95% 25.97% 21.84% 16.72% 18.33% 10.70% 9.32%

变化幅度/V 101.10 95.32 343.39 144.95 74.96 64.76 178.24 75.37

对比表 3可以看出, 不同通道所采集的振动信
号, 随着转速不断增大, 信号处理得到的内部相邻
数据间距离序列的均值也会随之增大.

对比不同的转速状态, 计算其信号内相邻距离
序列的均值变化率和变化幅度, 结果列于表 4 .

从表 4可以看出, 不同的转速状态下, 相邻数
据距离值序列的均值变化率及变化幅度均比较明

显. 所以, 可以通过该均值定量地将不同转速状态
清楚地区分出来, 能够用于监测转子转速的变化.

3.2 碰摩状态

改变转子与构架的间隙, 模拟碰摩故障, 采集
振动信号. 对比正常状态和碰摩状态下的振动信
号, 依次计算相邻子数据列间的距离, 转速分别为
3000, 4000, 5000 r/min时, 取两种不同工作状态下
的相邻距离序列的均值, 结果列于表 5 —表 7 .
表 5 碰摩状态与正常状态下相邻距离序列的均值对比

(3000 r/min)
Table 5. Comparison of the mean values of the neigh-
bor sub-sequence distances between the normal condi-
tion and rub-impact condition (3000 r/min).

幅度/V

工作状态 通道 1 通道 2 通道 3 通道 4

正常状态 347.24 258.01 1322.05 663.58

碰摩状态 335.92 253.24 1236.37 617.67

通过观察表 5 —表 7可以看出, 不同采集通道
的振动信号, 在不同转速条件下, 当碰摩状态发生
时, 相邻距离序列的均值都会比正常状态时减小.

不同的转速状态下, 对比碰摩状态与正常状
态, 计算相邻距离序列的均值变化率及变化幅度,
如表 8所列.

从表 8可以看出, 在不同的转速下, 碰摩状态
与正常状态相比, 相邻距离序列均值的减少程度比
较明显. 所以, 可以通过该均值量化区分碰摩状态

与正常状态, 且在高转速状态下, 碰摩状态与正常
状态的区别会更明显一些.

表 6 碰摩状态与正常状态下相邻距离序列的均值对比

(4000 r/min)
Table 6. Comparison of the mean values of the neigh-
bor sub-sequence distances between the normal condi-
tion and rub-impact condition (4000 r/min).

幅度/V

工作状态 通道 1 通道 2 通道 3 通道 4

正常状态 448.34 353.34 1665.44 808.53

碰摩状态 428.17 349.20 1592.89 764.94

表 7 碰摩状态与正常状态下相邻距离序列的均值对比

(5000 r/min)
Table 7. Comparison of the mean values of the neigh-
bor sub-sequence distances between the normal condi-
tion and rub-impact condition (5000 r/min).

幅度/V

工作状态 通道 1 通道 2 通道 3 通道 4

正常状态 523.29 418.10 1843.68 883.90

碰摩状态 473.97 373.31 1720.19 768.68

表 8 碰摩状态对比正常状态的相邻距离均值减少率和减

少幅度

Table 8. Reduction rate and reduction range of the
mean value obtained from the neighbor sub-sequences
distance series comparing the rub-impact condition
with the normal condition.

通道 1 通道 2 通道 3 通道 4

3000 r/min 变化率 3.26% 1.85% 6.48% 6.92%

变化幅度/V 11.32 4.77 85.68 45.91

4000 r/min 变化率 4.50% 1.17% 4.36% 5.39%

变化幅度/V 20.17 4.13 72.56 43.59

5000 r/min 变化率 9.43% 10.71% 6.70% 13.04%

变化幅度/V 49.32 44.80 123.50 115.22
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3.3 小 结

基于振动信号相邻数据点间的依赖性, 计算得
到振动信号内相邻数据距离序列的均值, 用于识别
转子的工作状态变化. 以转速变化和碰摩故障为
例, 可以看出, 通过相邻距离的均值可以有效地量
化区分不同的转速状态, 随着转速增大, 相邻距离
均值也会增大, 且变化明显; 同时, 可以比较清晰
地识别出不同转速条件下的碰摩故障, 当碰摩发生
时, 相邻距离均值会随着减小, 且变化明显. 所以,
基于相邻数据点间依赖性的振动信号分析方法, 可
以用于监测诊断机械转子的状态变化.

现代机械的复杂程度日益增加, 其所产生振动
信号的非线性特征也愈加明显, 对于非线性、非平
稳信号的分析提出了更高的要求. 由于现实机械的
工作复杂、影响因素多, 往往无法得到其准确的模
型信息, 在相空间重构中与模型维数有关的参数也
就无法准确获得, 为了尽可能地接近真实相空间状
态, 自然会增加计算负荷. 与其相比, 基于信号内
相邻数据点间依赖性的混沌分析方法不需要掌握

模型特征, 一方面减少了分析过程中由于模型未知
带来的困惑, 另一方面其信号处理所用的时间也较
短. 由此可见, 基于信号数据间相互依赖性的混沌
分析方法, 更适用于模型未知的复杂实际问题, 能
够用于识别机械振动信号, 达到对于机械工作状态
的监测诊断.

4 总 结

针对于非线性问题和混沌现象的研究, 本文提
出一种基于相邻数据依赖性的分析方法, 通过依次
计算相邻子数据列的距离值, 将一维时间序列转换
成相邻距离值序列, 进行混沌特性分析. 结论如下:

1)通过内部相邻距离值的变化情况, 可以较好
地描述混沌特征, 相邻距离均值和标准差值变化可
以较清晰地描述混沌状态的变化, 相邻距离变化的
均值序列中相邻点的变化率曲线和变化幅度曲线,
也可以明显地观察和量化确定混沌状态, 更适合于
分析复杂混沌问题;

2)与传统的混沌分析相比, 相邻距离序列的分
析方法避开了相空间重构等问题, 具有一定的抗噪
能力, 且不需要掌握真实模型信息, 更适用于模型
未知的复杂实际问题, 同时它能较好地兼顾定性

观察和量化分析两方面, 可以更方便地判别混沌
状态;

3)相邻距离序列的均值会随着模型参数状态
而稳定变化, 能够用于识别不同的参数状态, 可以
移植到实际状态监测和故障诊断中, 效果良好而且
操作简单, 具有较大的实际应用空间和潜力.
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Abstract
Ever since the special characteristics hidden in the chaos was discovered, the chaotic behavior has been extensively

studied as a ubiquitous and complex nonlinear dynamic phenomenon, which is gradually extending to various disciplines
of natural and social science, and the significant values in the theoretical and the practical application have attracted
much attention from scholars of different fields in the recent decades. Conventional methods of analyzing chaotic dynamic
systems, including the Lyapunov exponent, correlation dimension, Poincaré map, unavoidably encounter some common
problems, such as reconstruction of the phase space, determination of the linear area, etc. Besides, the current approaches
each also possess a poor capability of balancing the direct observation and the quantitative calculation. Based on the
fact that the neighbor data relate to each other to some degree, taking those shortages into consideration, aiming at
depicting the chaotic features efficiently, a new method of analyzing the complicated chaotic motion is proposed. During
the processing of that novel approach, the Euclidean distance is continuously computed to represent the dependence of
the adjacent unit, after that, the original complicated array is converted into a simpler series composed of the distance of
neighbor sub-sequences with more distinct characteristics. The mean value and the standard deviation of the newborn
series are exacted to assist in describing the chaotic changing law. The method is adopted for studying the typical
chaotic models, like Logistic model, Chebychev model, Duffing oscillator, Lorenz system, etc. , which proves the good
performances in explaining the chaotic variation rules in different systems. Based on the model verification, it could
be seen that the method could detect the chaotic motion both qualitatively and quantitatively, and the ability for that
method to resist the noise is improved up to some degree, what is more, the information about the real model is not
required, thereby simplifying the analysis of the complicated chaotic behavior whose authentic model is unavailable. In
addition, the method is applied to decomposing the vibration signal to monitor the working condition of the rotating
rotor, and the results show that the conditional variation could be detected obviously. The analyses above show that
the proposed method, on the basis of the dependence between nearby data, could perform well in observing the chaotic
feature in an efficient way which simplifies the operation and clarifies the chaotic variation, moreover, the application
potential of this method is worthy of great attention.
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