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本文发现在测量误差内颗粒物质的下列三个临界角度相等: 1)从直径为D的倾斜孔洞流出的Beverloo
颗粒流的流量开始停止的临界倾角 θc向大孔径极限线性外推 θc∞ ≡ θc(D → ∞)的补角 θs∞ = 180◦ − θc∞;
2)从靠近堆顶的点源向光滑底板缓慢下落颗粒形成的圆锥形堆的休止角 θr; 3)直接剪切矩形颗粒固体测得的
库仑内摩擦角φ. 该结果倾向支持倾斜孔洞和颗粒堆自由表面的固 -液转变与颗粒固体内部的库仑屈服均来
自材料的同一临界性质. 由于三种情况样品的内部应力和变形等都是目前还远不能定量分析的复杂非均匀分
布, 我们仅从定性角度对此给出一些讨论.

关键词: 倾斜孔洞流, 休止角, 库仑内摩擦角, Beverloo公式
PACS: 45.70.–n, 45.70.Cc, 45.70.Ht, 45.70.Mg DOI: 10.7498/aps.65.084502

1 引 言

随着密度、受力和运动变形情况的不同, 颗粒
物质的动力学行为或表现为类似固体, 或液体, 或
气体 [1]. 这三种物态经常同时出现在同一样品或
体系的不同区域, 例如当颗粒物质从容器边壁的孔
洞开口 (或漏斗口)流出时, 容器内远离洞口处的颗
粒往往处于类固态, 出口附近和流下的颗粒处于类
气态, 之间是形状复杂模糊, 甚至看不十分清楚的
类液态区域. 这类复杂的颗粒物质运动现象随处
可见, 甚至可以追溯到古老的沙漏钟, 是近年来颗
粒物理感兴趣的研究方向之一 [2−13]. 孔洞流的流
量Q相当稳定, 并且只与孔的尺寸 (如圆孔直径D)
有关, 是它的重要特征, 但其物理机理至今仍是个
谜. 对孔洞平面的法向与重力方向平行的情形, 流

量Q随孔径D变化的经验公式, 早在 50多年前就
由Beverloo等利用量纲分析和实验测量给出了 [14],
并在随后报道的测量中也被证实和确认相当精确

可靠 [2−13]. Beverloo公式还含有当孔径减小到几
个粒径时流量会降低为零的 “阻塞 (clogging)”现
象. 故孔洞流也被认为是研究复杂的 “阻塞转变”
的良好体系.

近三年来这方面研究的重要进展, 来自对孔
洞平面与重力不平行, 即 “倾斜孔洞”的一些实验
工作. 首先文献 [2—4]报道了倾斜时的流量Q也

同样稳定, 其随孔径D的变化关系也能很好地用

Beverloo 公式描述. 经系统测量Q与倾斜角 θ的

关系, 发现Q 与倾斜角的余弦 cos θ呈现相当好的
线性关系: Q ∝ (α− cos θ). 这里值得特别注意的
是, 这个线性关系有一个流量降到零的临界休止角
θc = arccos(α). 当倾角大于它时, 颗粒系统将处于
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没有流动的静止状态. 另外这个从流动到静止的转
变不是突然发生的, 而是有一个明显的 “间歇流”过
渡区: 随着倾角逼近 θc, 间歇流动的时间越来越短,
最终趋向零. 另外间歇流区域的静态在倾角 θ比较

小时的稳定性不强, 会因小扰动触发下一个间歇流
动. 但随着 θ → θc, 抗扰动性会越来越大, 并趋向
无限 (完全不能流动). 由于间歇流的存在, 实验不
能直接测量α 或临界休止角 θc, 只能利用上述直线
关系外推得到.

文献 [6]对倾斜孔洞流的进一步研究发现, 上
面提到的临界流量休止角 θc, 与孔径的倒数 1/D之

间, 也呈现出良好的线性关系. 如果将其线性外
推到 1/D → 0, 可以得到出口尺寸无限大时的流
量休止角 θc∞ ≡ θc(D → ∞). 显然在这个极限下
孔洞表面上的颗粒面可看作一个无限大自由斜面.
这使得我们可以利用该实验结果探讨Beverloo流
与自由颗粒斜面的固 -液转变临界性质之间的某些
联系. 注意这个大孔洞的流动到静止的转变, 与
前面提到的 (几个粒径)小孔洞的 “阻塞 clogging转
变”是完全不同的临界现象. 无限大自由斜面有两
个重要的临界角, 分别称作最大稳定角 (maximum
angle of stability) θm和休止角 (angle of repose)
θr

[15−30]. 它们与 θc∞的关系是本文期望测量和澄

清的一个内容. 本文实验结果倾向支持它的锐角补
角 θr∞ = 180◦ − θc∞与在光滑水平底板上缓慢堆

积得到的休止角 θr相等.
早在 1773年库仑曾在颗粒物质的自由斜面总

是小于某个临界值的启发下, 提出了材料的内摩
擦概念和相应的临界摩擦公式, 又称库仑屈服准
则 (公式), 其中的材料参数称作内摩擦角φ [31]. 虽
然从概念上看这些临界角度, 即 θr∞, θm, θr和φ是

密切相关的, 它们之间是如何定量联系的, 是否都
来自同一临界行为等, 目前仍不清楚. 其中的一
个主要困难是, 测量 θm, θr, φ时多少都会受到来

自测量方法、样品几何和容器边壁的影响, 并没
有统一的具体值. 近年来报道的各种 θm和 θr测量

结果的确并不一致, 如文献 [15 − 19]的缓慢转动滚
筒 (rotating drum)装置, 文献 [20, 21]报道的倾倒
(poured angle of repose)和排空 (drained angle of
repose 或 draining crater)休止角测量方法;以及缓
慢倾斜一个装满颗粒的矩形容器观测器自由表面

开始失稳的方法 [22−25]; 观测沿着垂直墙面缓慢流
下颗粒堆积而成的半沙堆的自由表面临界倾角 [26];
或观测震动一个装满颗粒的矩形容器而形成的半

沙堆 (heap formation)的倾角 [27−30]等. 另外对内
摩擦角φ的测量也存在着类似的问题 [32]. 相对而
言, 文献 [6]的倾斜Beverloo流方法给出的 θr∞基

本没有测量方法或装置, 特别是样品制备历史的
影响.

由于概念上看来似乎有着相同物理机理, 一些
不同方法测得的临界角值很可能会相等. 本文的实
验结果显示, 在测量误差范围内, 对同一种颗粒物
质 (玻璃珠)用倾斜Beverloo流方法得到的 θr∞, 在
光滑底面上缓慢自然堆积得到的休止角 θr, 和用剪
切曲线峰值定义的库仑内摩擦角φ, 三者相等. 如
何理论上统一定量解释这些相等或不等的临界角,
进而理解颗粒物质特有的固 -液转变和临界行为,
是颗粒物理领域值得深入研究的课题. 目前这方面
的一个问题是, 大家对各种形形色色临界角的测量
值及其涨落误差等尚缺乏共识. 本文工作将有助于
今后对此的逐步澄清.

2 实验方法与测量结果

2.1 休止角和最大稳定角的测量

传统意义上的自然堆积角有崩塌前的堆积最

大角 θm和崩塌后的休止角 θr,其差值∆θ = θm−θr

不大 (≈ 2◦), 又称为Bagnold角 [15−30]. 例如在固
定的水平底板上堆积干颗粒堆时, 堆的倾斜自由表
面会在达到一个最大值 θm之后发生崩塌, 但崩塌
并不会使倾角归零, 而是停在一个稳定的休止倾角
θr. 这里需要指明的是, 虽然粗略地讲可认为它们
是材料特征, 这两个角在概念上并没有精准定义,
测量值也不确定, (如引言所述)与实验方法有关.
实际测量时, 样品湿度、环境静电和温湿情况、颗粒
下落的冲击力、底板或容器的光滑或粗糙程度等,
都有可能导致可察觉的影响. 另外, 堆应该足够大
(一般直径大于 30倍颗粒尺寸), 否则 θm和 θr的差

别很难分辨. 考虑到这些, 建议在定量提及或讨论
最大角和休止角时, 应注明具体测量方法、样品尺
寸、边壁情况等.

本文测量堆积最大角 θm和休止角 θr方法如下

(简称自然堆积法). 在光滑水平玻璃底板上, 通过
漏斗在一定高度缓慢流下颗粒. 随着圆锥形堆的增
长可观察到不断崩塌和堆积的过程. 实验中颗粒为
直径d = (0.9 ± 0.1) mm的球形玻璃珠, 漏斗口与
颗粒堆顶部保持约 5 mm距离, 实验取六组完全崩
塌后的颗粒堆拍照记录, 如图 1所示, 对堆积最大
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角 θm和休止角 θr进行测量, 取六组平均后得到 θr

或 θm:

θ = arctan[2H/(2R− d)], (1)

其中, H是颗粒堆的高度, R是颗粒堆底层堆

积圆面的半径 (随着堆积颗粒的增加, R逐渐增

大), d是颗粒的直径. 测得的 θr = 21.0◦ ± 2◦,
θm = 23.0◦ ± 2◦.

 H
 

 R 

(a)

(b)

θm 

θr

图 1 (a)临界崩塌态; (b)完全崩塌态
Fig. 1. (a) The critical collapse state; (b) completely
collapsed state.

注意用这种测量方法时, θm和 θr是靠颗粒堆

在生长过程中发生的堆积和崩塌两个动态现象来

定的, 堆积速度的快慢对它们有影响. 如果漏斗中
的颗粒流出的速度很快, 堆积和崩塌将难于区分.
故我们采用了非常缓慢的堆积过程, 这时崩塌和堆
积过程可以区分, 使得 θm和 θr可以较精确地测量

出来. 但无论如何, 这类测量的误差都较大. 一个
原因是在颗粒添加过程中, 颗粒堆的崩塌尺度是有
大小之分的, 每次出现的不都是波及整个坡面的大
崩塌, 而是在过程中夹杂了很多小尺度的崩塌. 这
些无法到达底部的小崩塌会停留在坡面中部, 造成
坡面隆起 (如图 1 (b)颗粒堆的左半坡面), 破坏了颗
粒堆的对称性, 对判断颗粒堆的顶点带来误差, 进
而影响 θr的测量精度. 此外测量采用的 (固定)底
板是光滑的玻璃平面. 如果在粗糙的底板上用同样
的颗粒样品堆积颗粒堆, 测得的 θr会明显大于光滑

底板的结果. 由于颗粒堆的堆积倾角会受底部支
撑平面粗糙程度, 以及漏斗颗粒下落的流速的影响
(这也曾见于其他报道 [32,33]). 因此我们特别强调
本文的 θm 和 θr值, 来自非常缓慢的堆积速度和光
滑底板.

2.2 倾斜Beverloo流的测量

首先采用与文献 [6]相同的方法, 即通过测量
孔洞流量Q随孔径D和孔洞倾角 θ 的变化, 利用
引言提到的两个线性关系, 外推得到零流量倾斜

角随孔径的函数 θc(D), 然后再线性外推得到孔洞
趋于无穷大时极限值 θc∞, 与上面测量的休止角做
对比. 由于 θc是通过测量流量得到的, 我们将它
简称为 “ 流量测量法”. 实验装置如图 2所示, 颗
粒置于横截面 120 mm × 120 mm, 柱高 900 mm,
壁厚 3 mm的方柱形铝合金料仓, 颗粒样品为直径
d = (0.9± 0.1) mm的球形玻璃珠. 料仓顶部开放,
底部和一侧面分别开一圆孔, 孔径D从 6—50 mm
共13种尺寸. 不同孔径开口处加工成 25◦的楔形角

以减小筒壁厚度对颗粒流的影响. 注意这里的装置
考虑的最大孔径D 比文献 [6]中的值要大2.5倍, 以
便得到更多的大孔洞流量数据值, 能够更精确地逼
近 θc的极限值. 倾斜角 θ定义为圆孔所在平面与外

水平面的夹角, 测量精度为 0.1◦. 当 0◦ 6 θ 6 45◦

时, 颗粒仅从底孔流出; 当45◦ 6 θ 6 135◦时, 颗粒
仅从侧孔流出. 颗粒流量用精度为 0.1 g, 采样频率
为 25 Hz的电子秤动态采集. 实验开始前先将孔径
为D的开孔塞住, 向料仓中倒入相同质量的颗粒,
然后开放开孔, 用电子秤采集测量流量Q. 每次测
量均忽略采集初期的不稳定流动, 流量采集时间为
10—250 s, 对于每一给定的D和 θ重复实验五次,
实验平均值记为对应的流量Q(D, θ). 实验中控制
空气湿度保持在 50%—60%, 以尽量减小静电产生
的影响.

θ(45O, 135O)

θ(0O, 45O)

图 2 倾斜沙漏流法实验装置剖面图

Fig. 2. Sectional view.

实验结果如图 3 (a)所示, 由于孔洞流的流量
非常稳定, 5次实验的误差小于数据点图标大小, 因
此图中没有标出误差棒. 由图可见, 文献 [2, 6]中看
到的流量Q与 cos θ的线性关系, 即使继续加大D

仍然得到很好的保持.
我们用 (2)式拟和实验数据 [6], 结果见图 3 (a)

内插图.
Q

Q0
= 1− cos θ − 1

cos θc − 1
, (2)
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其中Q0为实验测得的水平孔洞流 (θ = 0◦)的流量.
θc为流量休止角 (即线性外推到流量Q = 0时的倾

角), 是 (2)式中惟一的拟合参数. 图 3 (b)给出了 θc

随d/D的变化关系. 可以看到,在比文献 [6]更宽的
d/D取值范围里, θc仍然表现出很好的线性关系.
用

θc = θ0

(
1− k0

d

D

)
, (3)

拟合图 3 (b)数据得到 θc∞ ≡ θc(D → ∞) =

θ0 = 159.5◦ ± 1◦和 k0 = 1.4 ± 0.3. 取锐角

θr∞ = 180◦ − θc∞ = 20.5◦ ± 1◦发现, 它与前面
光滑底板上缓慢堆积法得到的 θr非常接近. 与
文献 [6]的结果相比, 我们提高精度后的测量误差
已经小于Bagnold角 (即最大稳定角与休止角只差
θm − θr), 但得到的 θr∞仍然很好地与休止角 θr相

同. 另外文献 [6]得到的 θc∞的外推值比本文的大,
很可能是文献 [6]的样品湿度比本文大的缘故 (通
常湿度会增大休止角 [20]).
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图 3 (网刊彩色)(a)不同孔径D的流量Q与 cos θ的关
系; (b) 不同孔径对应的临界休止角
Fig. 3. (color online) (a) Quality under different the
angle consine when 6 mm 6 D 6 50 mm; (b) the
critical angle of repose under different bore diameter.

上面的测量和数据处理, 主要依赖于对图 3 (a)
和 (b)的两个表现很好的线性关系做外推. 其中的

临界零流量角 θc(D)需要外推图 3 (a)的直线越过
间歇流区域而得到, θc∞需要外推图 3 (a)的直线
到D → ∞而得到, 它们都不是直接测量值. 虽然
图 3数据的线性度相当好, 这些外推是否可靠是存
在一定疑虑的. 为验证和考察这个问题, 我们还
考虑了另一种不同的、直接测量 θc(D)的方法. 它
仍然采用图 2 (a)的实验装置, 倒入同等质量的颗
粒, 放置料仓于某初始倾角 θ, 让颗粒开始流出. 这
时与前面不同的是, 我们不去测量流量, 而是通过
传动装置缓慢匀速地沿底部向前拖动料仓来增大

θ, 直至颗粒停止流出, 记录此时料仓的 “停止倾角
θstop”. 以下称该方法为 “直接零流量法”. 图 4是对
每一孔径重复五次测量, 取 θstop平均值的测量结

果. 可以看出, 随孔径D的改变, θstop和d/D仍然

呈现很好的线性关系, 可以将其外推至D → ∞.
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图 4 料仓不同孔径对应的零流量倾斜角

Fig. 4. Bin different aperture angle corresponding to
the zero flow.

在 θstop取锐角的情况下, 有 θs∞ = θstop(D →
∞) = 180◦ − 158.4◦ = 21.6◦(±1◦). 可以看到 “直
接零流量法”得到的 θc∞角度在实验误差范围内几

乎与前面的 “流量测量法”的 θr∞相同, 倾向支持这
两种方法测量的是同一个临界角. 虽然 “直接零
流量法”少了一个外推拟合 (即图 3 (a))的过程, 但
θ → θc时, 颗粒流也是以间歇流的方式逼近零流量
的, 要确定真正零流量对应的 θstop也是比较困难

并受主观判断影响的. 另外 θ增大的速率快慢也会

带来一定的影响, 为避免它测量时应尽量缓慢. 而
在 “流量测量法”中, 流量Q和角度 θ的测量都是客

观准确的, 不需加入任何主观的判断, 虽然多了一
个直线外推, 但与 “直接零流量法”相比显得更为
客观.
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2.3 库仑内摩擦角的测量

库仑最早将倾斜自由表面的静力失稳现象引

申到材料内部 [31]. 他曾提出, 如果静态颗粒体内部
的某一个面发生临界力学失稳, 失稳面上的剪切应
力 τf与法向应力σ(又称正应力)之间满足下面的临
界关系 (或屈服准则):

τf = c+ σ tanφ, (4)

其中φ和 c是两个材料性质, 分别称作内摩擦角和
粘聚力. 干燥球形颗粒之间一般察觉不到粘聚力,
可以近似认为 c ≈ 0. (实际上库仑只考虑了 c = 0

情况, 粘聚力 c是摩尔后来加入的, 故 (4)式又称摩
尔 -库仑屈服准则). 测量内摩擦角需要对类固态
颗粒样品逐渐施加剪切力, 直到发生失稳. 一个简
单的办法是直接剪一个矩形颗粒固体, 利用如文
献 [34, 35]使用的剪切盒装置. 这时的临界力学失
稳面就是剪切盒上下两层颗粒之间的水平交接面,
库仑临界 (4)式中的 τf和σ, 分别为施加于剪切盒
的水平力和垂直正压力.

为便于比较, 我们选取与前面一样的玻璃颗粒
材料, 采用与文献 [33]相同的装置测量内摩擦角φ.
通常做这类剪切实验时, 来自样品制备过程和装置
几何准直误差等不确定因素, 会导致实验出现可重
复性较差等问题. 对此一个常用的解决办法, 是在
正式测量前对样品做所谓 “预剪切”操作 [36]. 具体
如下: 每次实验时, 都先对手工填入剪切盒的颗粒
试样加载一个较大的正压力σsf, 随后施加剪切操
作, 让剪应力升至一个接近但还没有发生失稳的常
数值 τ = τsf = const. 再慢慢撤掉这个剪切力和正
压力σsf, 然后开始正式测量某个小于σsf的正压力

σ下的剪切曲线, 即图 5 . 实验共施加了五个不同
的正压力σ1 → σ5, 在每个正应力下做 5次匀速剪
切试验取平均, 实验过程中每次预剪切时的σsf 保

持在240 kPa 不变 (σsf > σ1−5).
测量库仑 (4)式中内摩擦角的一个问题, 是

如何判定样品开始出现失稳. 目前对此的处理
多少都有主观性, 这是任何测量方法都回避不了
的. 图 5 (a)和 5(c)中的每个剪切曲线都有一个明
显的峰值, 一些研究者倾向认为失稳在此峰值处
开始发生. 图 5 (b)或图 5 (c)的插图是这个峰值
切应力随正应力 (或倒数)的变化, 它们都呈很好
的线性关系. 如果将峰值看作 (4)式中的 τf, 对应
的内摩擦角就是图 5 (b) 直线的斜率, 或图 5 (c)直

线的截距. 结果多少有些令人吃惊, 它们给出的
φ = arctan(τf/σ) = 20.4◦ ± 1◦, 在误差范围内与本
节介绍的前面两种方法测得的临界角相同.
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图 5 (网刊彩色) (a)不同正应力下切应力随剪切位移的
变化曲线; (b)峰值点处的切应力与正应力的关系; (c)水
平与正应力的比值随剪切位移的变化曲线; 插图: 比值的
峰值随正应力倒数的变化及其线性拟合

Fig. 5. (color online) (a) The relationship of Normal
stress and shear displacement; (b) The relationship of
shear stress and normal stress at peak point; (c) of the
stress ratio and displacement. Inset: the ratio versus
inverse of normal stress and its linear fitting.

值得注意的是, 图 5 (c)的峰值有一个虽然不
大, 但系统地随正压力的增加而减小的变化. 这
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似乎意味着样品有不大, 但还是实验可察觉的
粘聚力. 图 5 (c)插图的直线拟合给出的粘聚力
c = (2.3± 0.7) kPa, 的确很小 (不到正压力的3%).

另外在图 5 (a)和图 5 (c)峰值的后面, 剪切曲
线有明显的趋向饱和的趋势. 在饱和区域样品处
于稳恒剪切变形的运动状态, 是一种颗粒固体特
有的、弹性和流动同时存在的 “临界状态 critical
state”. 这时对应的摩擦角φC.S., 又称临界状态角.
它也有一个不大但可察觉的, 系统地随正压力的
增加而增加的变化. 我们猜测, 这也许与上面的
样品粘聚力有关. 从图 5 (c)估算的φC.S.大约在

16.7◦—18.3◦之间, 也接近其他方法测得的临界角.

3 讨论和小结

表 1是上节不同实验方法测到的, 同一玻璃珠
样品的四个临界角 θc∞, θs∞, θr, φ的汇总. 这里的
一个主要发现, 是它们的值在实验误差范围内几乎
相同, 故倾向认为反映的是同一个材料物性. 由于
这四种方法差异很大, 样品内部的应力或运动都不
均匀, 甚至有类固 -液 -气的不同物态区及其交界过
渡区, 目前还无法理论解释和定量分析这个实验结
果及其背后的临界概念. 下面将仅限于给出一些定

性讨论.
首先我们注意到表 1实验观测的都与某个颗

粒固体面因剪切失稳出现静止与运动之间的转变

有关, 即圆锥堆的自由侧面, 大的倾斜孔洞里的自
由颗粒面, 和上下剪切盒之间的水平颗粒面. 粗略
地讲可将它们都归为库仑屈服, 用失稳面上切应力
与正应力的比值超过某临界值 tanφ来理解. 但如
果仔细地看, 这里观测的静 -动转变并不是一个简
单的尖锐突变, 多少都有模糊区域. 这自然会使人
对准确临界值的存在产生怀疑. 在自然堆积法里这
个模糊区域源自大小不定的自由侧面崩塌现象, 大
致为Bagnold角的大小. 在倾斜Beverloo流量法里
它是在连续流动与不流动之间出现的间歇流区域.
而在剪切盒实验里, 剪切面始终处于匀速变形状
态, 将临界值放在剪应力变化的峰值处合理, 还是
后续的饱和值处, 也是说不清楚的. 由于这些模糊
区域的存在, 表 1中四个角度一样的实验结果不能
简单地用一个屈服公式来解释 (如 (4)式). 这方面
的定量分析, 原则上需要一个能在远小于Bagnold
角的精度范围里, 统一处理诸如自由表面崩塌, 连
续和间歇Beverloo流动, 剪切盒内的非均匀应力和
运动等复杂时间 -空间演化动力学的理论.

表 1 四种不同实验测得的临界角值对比

Table 1. The critical angles measured by four different experiments.

实验方法 自然堆积法 流量测量法 直接零流量法 剪切盒法

角度值 θr = 21.0◦(±2◦) θr∞ = 20.5◦(±1◦) θs∞ = 21.6◦(±1◦) φ = 20.4◦(±1◦)

从引言中可以看到, 长期以来人们围绕剪切作
用下颗粒固体的 “静止 -流动”转变现象做了大量的
实验研究, 但报道的各种临界角总是因为存在几度
的差别而不能统一. 这使得对 “是否存在一些统一
表征该转变的临界常数”这个问题, 一直没有准确
答案. 如存在这样的纯材料常数, 它应该与诸如样
品几何形状、边界情况等外界因素关系不大. 从这
个角度看, 倾斜Beverloo 流量法测得的 θr∞和剪切

盒测得的临界状态角φC.S.比较合乎要求. 休止角
θr的各种测量方法往往与底板或容器壁的粗糙性,
以及堆积过程中颗粒的冲击强弱等有关, 不太适合
看作纯材料常数. 剪切曲线的峰值角φ一般与初始

样品制备的密度有关 (注意低密度样品根本就没有
这个峰值 [3,4]), 故也不合适.

总而言之, 本文针对目前不同方法测得的颗粒

物质固液转变临界角不一致的问题, 系统测试和对
比了三种不同装置的测量值, 发现在误差范围内它
们相等. 其中之一为最近文献 [6]报道的倾斜孔洞
流装置, 本文在更宽的孔径范围里进一步验证了该
方法的有效性. 这些结果倾向支持可以统一描述和
表征颗粒固液转变的观点.
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Abstract
Systematic experimental study on inclined orifice flow and the measurement of the angle of repose are carried out

in this work. The inclined orifice flow is formed by glass beads in an inclined channel. The flow is discharged near
the bottom of the channel under gravity. The flow rates are measured at various inclination angles of the channel and
opening sizes of the orifice. We then record the inclination angle when the rate becomes zero. We compare this zero-rate
inclination angle with the repose angle of glass-beads, and the internal friction angle is determined by the yield stress
obtained from a direct shear experiment. It is interesting to find that the experimental values at these three measured
critical angles are equal within the experimental errors: 1) the supplementary angle of the extrapolating inclined angle
at which the flow rate becomes zero and the inclined hole of diameter approaches infinitely large value (i. e. D → ∞),
θs∞ = 180− θc∞, where θc is the critical angle for the inclined hole of diameter D and θc∞ ≡ θc(D → ∞); 2) the repose
angle θr of a cone-shaped pile, which is formed when particles fall from the top point of the heap onto a smooth bottom
plate; and 3) the internal friction angle φ that is measured by direct shear experiment. This result intends to support
that the solid-liquid transitions occurring in the inclined orifice flow and free surface of granular heap, and the Coulomb
yield occurring in the bulk of the granular solid all originate from the same critical property. Owing to the fact that the
internal stresses and strains of samples in the three cases all have complicated and nonuniform distributions so that they
cannot be analyzed quantitatively at present, Only some qualitative discussion on this issue is given in this paper.
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