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基于间断有限元方法的并列圆柱层流流动特性∗

张忠宇† 姚熊亮 张阿漫

(哈尔滨工程大学船舶工程学院, 哈尔滨 150001)

( 2015年 10月 30日收到; 2016年 1月 11日收到修改稿 )

基于高阶的间断有限元方法, 数值模拟低马赫数下并列圆柱的可压缩层流流动, 捕捉并列圆柱流场中的
漩涡结构, 以便分析并列圆柱尾流的流动特性. 针对二维圆柱的边界形式, 采用曲边三角形单元构造二维圆
柱的曲面边界, 以适应高阶离散格式的精度. 在验证方法合理性的基础上, 分析圆柱间距及雷诺数对漩涡脱
落及受力特性的影响规律. 研究结果表明: 并列圆柱的间距是影响流场流动特性的一个主要因素, 它会改变
圆柱漩涡脱落的形式. 随着圆柱间距的增加, 上下圆柱的平均阻力系数及平均升力系数的绝对值随之显著下
降. 雷诺数对于平均阻力系数的影响相对较小. 但随着雷诺数的增加, 上下圆柱的平均升力系数会随之降低,
而漩涡的脱落频率会随之增大.

关键词: 间断有限元, 曲面边界, 并列圆柱, 漩涡脱落
PACS: 47.11.–j, 47.15.Tr, 02.70.Dh, 47.32.ck DOI: 10.7498/aps.65.084701

1 引 言

近些年来, 并列圆柱结构的绕流问题越来越多
地出现在工程实际应用中, 如飞行器的起落架结
构、海洋工程中的立管结构, 其在均匀来流场中会
产生漩涡脱落而引起结构的涡激振动 [1]. 造纸机在
生产过程也会存在类似圆柱绕流问题, 其流动的雷
诺数为 150—200 [2]. 因而, 并列圆柱的绕流特性及
其尾涡流场动力特性受到广泛地关注.

Williamson [3]通过实验研究了低雷诺数下并

联圆柱的尾涡脱落特性, 通过实验结果可知: 圆柱
绕流呈现层流流动特性, 且在一定的间距下, 尾流
场将会出现两列卡门涡街. Sumner等 [4]对并列圆

柱的尾涡特性进行了详细的分析, 根据圆柱间距
的不同, 将尾涡类型分为单一钝体漩涡脱落、偏隙
漩涡脱落及同步漩涡脱落. 而Zdravkovich [5]对不

同布置形式双圆柱的尾流形式做了总结, 重点关
注了高雷诺数下两个圆柱旋涡脱落特性及受力特

性. 随着计算机性能的提高, 研究者采用各种数值

方法对并联圆柱的尾流特性及受力特性进行了分

析. Meneghini等 [6]采用有限元方法分析了串联和

并列双圆柱在低雷诺数下的绕流问题, 在低雷诺数
下, 流体流动被认为是二维的. 此外, Ding等 [7]提

出了无网格最小二乘差分法, 用来研究低雷诺数下
并列圆柱的受力特性, 数值结果与试验值符合良
好. Chen等 [8]采用大涡模拟, 研究了并列圆柱尾
涡的湍流特性. Dong等 [9]采用格子玻尔兹曼方法

数值求解圆柱阵列的流动特性, 分析了雷诺数对圆
柱受力及尾涡流场的影响特性. 对于圆柱扰流问题
求解的稳定性, Zhang 等 [10]采用格子玻尔兹曼方

法和离散分子动力学 (DMD)方法进行了分析.
总而言之, 上述数值研究大部分都是基于不

可压缩理论进行研究的, 且数值离散的空间精度
一般为低阶, 提升至高阶往往需要较大的模板, 影
响计算效率. 当然, 当马赫数小于 0.3时, 可压缩流
动与不可压缩流动的误差不超过 5%, 而不可压缩
流动的计算量会大幅减少, 因而人们在低马赫数
时往往忽略可压缩性的影响. 随着工程技术的发
展, 可压缩低雷诺数流动现象开始出现在工程应用
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中, 如微型涡轮发动机 [11], 其可以为微型飞行器提
供动力, 发动机通道的直径很小, 特征长度范围约
为0.1—10 mm,流动雷诺数范围约为200—200000,
马赫数范围约为 0.05—1.0. 梁德旺和黄国平 [11]通

过微流动实验研究发现微尺度管道内气流在马赫

数小于 0.3时也具有不同于不可压缩层流的沿程
能量损失. Liang等 [12] 应用谱差分方法 (spectral
difference method)数值模拟了在马赫数为 0.2且
雷诺数为100的条件下, 并列圆柱的漩涡脱落现象,
并分析了两圆柱间距对于尾流场漩涡特性的影响.

为了更好地捕捉漩涡脱落的结构, 研究并列
圆柱的漩涡脱落特性, 本文采用间断有限元方法
(discontinuous Galerkin method, DG)数值模拟了
在马赫数为 0.2且雷诺数为 200下并列圆柱可压缩
层流绕流. 间断有限元方法是近些年来发展的一
种较为高效的高阶计算方法. 该方法结合了有限
元及有限体积的思想, 易于提高计算方法的精度,
离散格式相对较为紧致, 所需模板较少, 易于开展
并行计算. 该方法允许流体单元界面存在间断, 以
便更好地捕捉可压缩流动. 另外, 由于其所需模板
较少, 因而适用于非结构化网格, 可进行复杂结构
的计算, 对网格的质量要求较低. 间断有限元方法
是 1973年由Reed 和Hill [13] 首先提出, 并应用于
求解中子输运方程. Cockburn和Shu [14]将间断有

限元方法推广到守恒方程, 并给出了收敛性证明.
目前, 该方法已开始应用在可压缩Navier-Stokes
方程的计算中. 1997 年, Bassi 和Rebay [15]首先提

出了混合有限元的思想, 将守恒变量的梯度作为
辅助变量, 通过引入全局提升算子, 数值求解了可
压缩Navier-Stokes方程, 这种梯度降阶的处理方
法称为BR1格式, 但通过数学证明, 这种格式是不
稳定的. 因而, Cockburn 和Shu [16]提出了局部间

断有限元方法, Peraire 和Persson [17]将其改进形

成了CDG方法 (compact discontinuous Galerkin),
Bassi等 [18]也对BR1格式进行了改进,提出了BR2
格式. 当采用高阶格式进行空间离散时, 不能再采
用常规的线性单元, 因为线性单元不能满足间断有
限元在进行边界积分所需的精度要求, 因而曲面边
界也需要采用高阶曲面进行描述 [19].

为此, 本文针对二维圆柱的边界形式, 提出采
用曲边三角形单元构造二维圆柱的曲面边界. 该方
法简单方便, 容易对圆柱边界进行处理. 进而基于
间断有限元方法, 数值模拟并列圆柱的尾涡特性,

分析圆柱间距及雷诺数对尾涡脱落及受力特性的

影响规律, 以得到并列圆柱尾流场的流动机理.

2 数值方法

2.1 控制方程

针对并列圆柱在低雷诺数条件下的绕流问题,
假设流体是可压且有黏性, 则直角坐标系下可压缩
Navier-Stokes方程在空间Ω范围内的形式如下:

∂U

∂t
+∇ ·

(
F inv(U)− F vis(U,∇U)

)
= 0

U ∈ Rd+2;F inv, F vis ∈ Rd+2 ⊗ Rd, (1)

式中, 空间Ω ∈ Rd, d为流体空间的维度, d = 2; U
为控制方程的守恒变量; F inv =

(
f inv
1 , · · · , f inv

d

)
和

F vis =
(
fvis
1 , · · · , fvis

d

)
分别为流体的无黏通量和黏

性通量, 且其表达式分别为

U =


ρ

ρui

ρE

 f inv
j =


ρuj

ρuiuj + δijp

uj(ρE + p)

 fvis
j

=


0

τij

uiτij + qj

 (i, j = 1, 2), (2)

其中, ρ为流体的密度, v = (u1, · · · , ud)
T
为流体的

速度, p为流场中的压力, E = e + 0.5v2为单位质

量流体的总能量, e为单位质量流体的内能. τ和 q

分别为流体的黏性力张量和热传导能量, 它们的具
体形式如下:

τij = µ
(∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
− 2

3
µ
∂uk

∂xk
δij ,

qj =
γµ

Pr

∂e

∂xj
, (3)

式中, µ为流体的运动黏性系数, γ为等压比热容 cp

和等容比热容 cV的比值, 取为 1.4, Pr为Prandtl
常数, 本文取为0.72. 为了使方程组封闭, 还需增加
状态方程, 建立流体中压力和内能之间的关系:

p = (γ − 1) ρe. (4)

2.2 间断有限元空间离散

间断有限元方法的基本原理与有限元方法类

似, 在每个单元内都是用一个关于试函数的线性组
合表示求解域上未知变量, 再根据变分原理求解一
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个泛函取极小值的变分问题. 试函数在单元内部
是连续的, 但在单元界面上允许存在间断, 在单元
界面上允许变量在两相邻单元重构后所得到的值

不同.
基于间断有限元方法的思想, 对流体的控制方

程 (1)进行求解, 寻求流体域中逼近于真实解的近
似解Uh. 因而, 对方程 (1)两边乘以试函数φ, 并在
流体域Ω 进行积分且对左端第二项进行分部积分,
可得:∫∫∫

Ω

φ
∂Uh

∂t
dΩ −

∫∫∫
Ω

∇φ
(
F inv − F vis)dΩ

+

∫∫
∂Ω

φ
(
F inv − F vis)nd(∂Ω) = 0, (5)

∂Ω 为流体域的边界. 显然, (5)式对任意试函数 φ

都应成立.
设T = {K}是区域Ω的所有网格单元K的集

合, 且定义间断有限元空间:

Vh={φh ∈ L2(Ω) : φh|K ∈ P k(K), ∀K ∈ T},
(6)

其中P k(K)是单元K上的所有次数不超过k次多

项式的集合.
基于间断有限元的思想, 将流体域中的近似解

展开为关于试函数的线性叠加:

Uh(X, t) =

N∑
i=0

Ui(t)φi(X), (7)

这样, 将近似解进行时空变量分离, 展开系数Uj(t)

为单元中的自由度, 只与时间有关. φj(X)为单元

的试函数, 其关系到间断有限元离散的空间精度,
且在单元内是连续的. 试函数的个数与试函数的次
数k相关:

N =
(k + 1) (k + 2)

2
(k = 0, 1, 2 · · · ). (8)

因而, 通过改变试函数的个数, 就可以提高空间离
散的精度.

这样, 将 (7)式代入 (5)式可得数值离散形式
如下:∑
K∈T

N∑
i=0

∫∫∫
K

φjφi
∂Ui(t)

∂t
dK

−
∑
K∈T

∫∫∫
K

∇φj

(
F inv(U−

h )−F vis(U−
h ,∇U−

h )
)
dK

+
∑
K∈T

∫∫
∂K0

φj

(
F̄ inv(U−

h , U+
h , n)

− F̄ vis(U−
h , U+

h ,∇U−
h ,∇U+

h , n)
)
d(∂K)

+
∑
K∈T

∫∫
Γ

φj

(
F̄ inv(U−

h , Ub
h , n)

− F̄ vis(U−
h , U+

h ,∇U−
h ,∇Ub

h , n)
)
d(∂K) = 0,

(0 6 j 6 N), (9)

式中, ∂K0为流体单元的内边界, Γ为流体域的物
理边界. 为了有效地捕捉流体域中可能存在的激波
等不连续现象, 间断有限元方法在单元边界处不需
要满足连续条件, 其左侧的流体变量为U−

h , 与其相
邻单元的变量值为U+

h , 流体域物理边界处的变量
值为Ub

h , n为单元的外法向, 如图 1所示. F̄ inv为

流体边界处的无黏通量, 由于边界两侧均存在流体
变量, 其可以看作一个黎曼问题. 为了保持流量的
一致性和守恒性, 借鉴有限体积法, 无黏通量采用
近似黎曼求解器进行求解, 本文主要采用HLLC格
式 [20]. 该格式基于三波假设, 考虑接触间断, 存在
两个中间变量U−

h , U+
h , 两个变量间的界面以速度

SM运动, 则可得到单元边界处的通量:

F̄HLLC =

F̄ (U−
h ), S− > 0,

F̄ (U−
h ) + S−(U−

∗ − U−
h ), S− 6 0 6 SM,

F̄ (U+
h ) + S+(U+

∗ − U+
h ), SM 6 0 6 S+,

F̄ (U+
h ), S+ < 0,

(10)

其中,

Ukk
∗ = ρkk

(
Skk − ukk

Skk − SM

)

×


1

SM

vkk
Ekk

ρkk
+ (SM − ukk)

[
SM +

pkk
ρkk (Skk − ukk)

]

 ,

(11)

式中, “kk”分别表示左右两侧上标 “−”和 “+”. 此
外还需要知道SM, S−, S+, 其中, 中间界面速度
SM为

SM =

p+ − p− + ρ−u− (S− − u−)− ρ+u+ (S+ − u+)

ρ− (S− − u−)− ρ+ (S+ − u+)
.

(12)
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准确求解S−, S+的值实际上是计算黎曼问题的精

确解, 计算量较大, 一般采用估算的方法, 本文由
Roe平均方式给出:

S− = ū− c̄, S+ = ū+ c̄, (13)

式中, ū, c̄分别为流体两侧单元的平均速度和平均
声速.

Uh
b

Uh
-

Uh
+

n

n

图 1 相邻单元示意图

Fig. 1. Internal element and adjacent element.

对于黏性项, 由于其还与流体变量的梯度有
关, 因而通常需要先对梯度这种高阶导数进行降阶
处理. 本文采用BR2 [18]格式对于黏性项进行处理,
首先引进辅助变量O = ∇Uh, 采用间断有限元离
散该等式, 方程两边同时乘以试函数Φ, 并在流体
域Ω进行积分且对等式右端进行分部积分, 可得∫∫∫

Ω

ΦOdΩ = −
∫∫∫

Ω

O∇ · ΦdΩ

+

∫∫
∂Ω

ŌΦnd(∂Ω). (14)

T = {K}是区域Ω 的所有网格单元K的集合, 定
义间断有限元空间 V d

h :

V d
h ={Φh ∈ L2(Ω)d : Φh|K ∈ [P k(K)]d, ∀K ∈ T},

(15)

将 (14)式右端第一项再进行一次分步积分, 并
离散到单元中:∑

K∈T

∫∫∫
K

Φh ·OdK

=
∑
K∈T

∫∫∫
K

Φh · ∇UhdK

+
∑
K∈T

∫∫
∂K

(Ûh − U−
h )Φh · nd(∂K),

Φh ∈ V d
h . (16)

上式中 Ûh为流体变量在单元边界处的通量值, 其
在流体单元的内边界∂K0和流体域物理边界Γ处

的取值为

Ûh =


1

2
(U−

h + U+
h ), in ∂K0,

Ub
h , in Γ.

(17)

进而, 引进局部提升算子 rh, 对于流体单元中的每
条边, 都有如下形式:∫∫∫

K

Φh · rhdK =

∫∫
σ

(Ûh − U−
h )Φh · ndσ,

σ ∈ ∂K. (18)

当得到局部提升算子后, 将得到的单元中变
量梯度O代入黏性通量 F̄ vis, 进而求取数值黏性通
量. 对于该通量, 通常取边界两侧通量的数值平均,
如下:

F̄ vis =


1

2

{
F̄ vis(U−

h ,∇U−
h + ηr−h , n)

+F̄ vis(U+
h ,∇U+

h + ηr+h , n)
}
, in ∂K0,

F̄ vis(Ub
h ,∇Ub

h + ηrb
h, n), in Γ,

(19)

式中, 上标 “−”号表示所需计算的流体单元, “+”
号表示与其相邻的流体单元; η为稳定性因子, 本
文取η = 4.0.

将上式代入 (9)式可得可压缩Navier-Stokes
方程的间断有限元离散格式:∑

K∈T

N∑
i=0

∫∫∫
K

φjφi
∂Ui(t)

∂t
dK

−
∑
K∈T

∫∫∫
K

∇φj

(
F inv(U−

h )

− F vis(U−
h ,∇U−

h +R−
h )

)
dK

+
∑
K∈T

∫∫
∂K0

φj

(
F̄ inv(U−

h , U+
h , n)

− 1

2

{
F̄ vis(U−

h ,∇U−
h + ηr−h , n)

+ F̄ vis(U+
h ,∇U+

h + ηr+h , n)
})

d(∂K)

+
∑
K∈T

∫∫
Γ

φj

(
F̄ inv(U−

h , Ub
h , n)

− F̄ vis(Ub
h ,∇Ub

h + ηrb
h, n)

)
d(∂K) = 0,

0 6 j 6 N. (20)

上式的简化形式:

M
dUh

dt = R(Uh), (21)
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其中, Uh为所有单元数值解组成的矢量, R是其对
应的残差矢量, M为单元质量矩阵, 且其对角线的
元素为每一个单元的质量矩阵:

Mij =

∫
K

ϕiφj dK, ∀K ∈ T, 1 6 i, j 6 N. (22)

对于试函数, 本文采用基于泰勒展开形式的基函
数 [21], 该基函数的存储变量放在单元的中心, 方程
采用三阶Runge-Kutta格式进行时间离散.

U
(1)
h = Um

h +∆tM−1R(Um
h ),

U
(2)
h =

3

4
Um
h +

1

4

[
U

(1)
h +∆tM−1U

(1)
h

]
,

Um+1
h =

1

3
Um
h +

2

3

[
U

(2)
h +∆tM−1U

(2)
h

]
, (23)

式中, Um
h 为第m个时间步下流场中的数值解, ∆t

为时间步长.

2.3 曲面边界

低阶格式的数值方法是采用线性单元来对计

算域进行离散的, 而间断有限元方法是通过提高试
函数的次数来得到较高的空间精度, 这也要求边界

条件需具有至少相等的空间精度. 这是因为离散方
程 (20)需要进行边界积分, 实现高精度通常需要对
积分项采用适当的高斯积分, 这就要求边界积分点
必须满足边界的几何信息. 因而当边界是曲面时,
为了使边界也达到相同的精度要求, 需对其进行曲
面边界的构造. 不同于的三次样条曲线构造 [19], 本
文针对圆柱这种规则的几何曲面, 提出一种简易的
构造方法. 本文使用三角形网格对计算域进行离
散, 因而先将三角形的线性单元中的中点 (点 5)投
影到圆柱的表面上, 在进行边界积分计算时, 将该
单元等参到母单元, 母单元采用六节点的等参元,
如图 2所示. 在构造为曲面单元后, 在圆柱边界上
施加无滑移绝热边界条件, 边界的法向为圆柱表面
的真实法向方向, 边界处的密度和能量与相连单元
的数值解相等, 边界处的速度为0, 具体形式如下:

ρb = ρ−,

ub
i = 0,

Eb = E−.

(24)
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图 2 曲面边界的构造

Fig. 2. Construction of curved boundary.

3 数值验证

为了验证该方法的合理性, 本文首先开展雷诺
数为 200, Ma = 0.1下的单个圆柱的绕流模拟. 圆
柱的直径D为特征长度,来流速度U∞为特性速度,
来流流体的密度ρ∞为特征密度, 计算域如图 3所
示. 试函数的最大次数k = 2, 这样空间离散的精
度为三阶. 入口采用特征边界条件, 入口距圆柱中
心点的距离为 10D. 出口采用压力出口边界条件,
距圆柱中心点的距离为20D. 上下边界采用对称边
界条件, 距圆柱中心点的距离为 10D, 数值模拟中
流场的初始条件为来流值. 为了将数值结果与Luo

等 [22]的结果进行对比, 定义圆柱的升力系数、阻力
系数、无量纲时间、平均升力系数、平均阻力系数为

Cl =
2Fl

ρ∞U2
∞
, Cd =

2Fd
ρ∞U2

∞
, T =

t

D/U∞
,

C̄l =
1

T2 − T1

∫ T2

T1

Cl dT ,

C̄d =
1

T2 − T1

∫ T2

T1

Cd dT , (25)

式中, Fl为圆柱受到的升力, Fd为圆柱所受到的阻

力, T2 − T1一般取阻力或升力的脉动周期. 此外,
为了分析圆柱的漩涡脱落特性, 本文定义斯特罗哈
数St为

St =
1

T2 − T1
. (26)
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图 3 单个圆柱计算域示意图

Fig. 3. Computational domain for the isolated cylinder.
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5846 7030 9478

图 4 收敛性分析

Fig. 4. Convergence study.

计算域采用三角形网格进行离散, 为了进行
网格收敛性分析, 本文将计算域分别离散为 5846
个单元、7030个单元及 9478个单元. 图 4为不同网
格单元下圆柱的升力曲线随时间的变化曲线. 从
图 4中可以看到, 不同的网格单元并没有改变升力
曲线的变化趋势. 随着网格单元的增加, 升力曲线
趋近于重合, 网格收敛性良好.
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Luo [20]  

图 5 单个圆柱阻力系数与Luo等 [20]的对比曲线

Fig. 5. Comparisons of drag coefficient with those by
Luo et al. [20] for the isolated cylinder.

图 5和图 6分别为单个圆柱绕流所受阻力和
升力的时历曲线, 从图中可以看到, 本文数值解
与Luo等 [22]的结果符合相对较好. 本文数值模
拟的平均阻力系数为 1.28, 平均升力系数为 0. 而
Meneghini等 [6]采用有限元方法模拟的平均阻力

系数为 1.30, 与本文数值模拟的结果基本相符. 另
外, 本文模拟表征漩涡脱落的斯特罗哈数St为

0.187, Luo等 [22]的漩涡脱落频率为 0.188, 符合相
对较好. Roshko [23]通过实验发现单个圆柱绕流的

漩涡脱落频率在 0.17—0.19之间, 进一步说明本文
的合理性.
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Luo

图 6 单个圆柱升力系数与Luo等 [22]的对比曲线

Fig. 6. Comparisons of lift coefficient with those by
Luo et al. [22] for the isolated cylinder.

4 并列圆柱的层流绕流模拟

并列圆柱是工程中经常出现的结构形式, 本文
在Liang 等 [12]工作的基础上 (马赫数为 0.2且雷诺
数为 100并列圆柱绕流), 采用高阶间断有限元方
法, 数值模拟雷诺数为 200, 马赫数为 0.2下并列圆
柱的漩涡脱落及受力特性, 流场的计算域如图 7所
示. 两圆柱圆心间的距离为S, 定义无量纲的圆柱
间距为S∗ = S/D. 入口采用特征边界条件, 入口
距圆柱中心点的距离为15D. 出口采用压力出口边
界条件, 距圆柱中心点的距离为 30D. 上下边界采
用对称边界条件, 距计算域中心线的距离为 15D,
数值模拟中流场的初始条件为来流值. 为了分析并
列圆柱的漩涡脱落特性, 本文采用无量纲的涡量来
识别流场中的漩涡 [24]:

ω =
∥s∥2 − ∥ϖ∥2

∥s∥2 + ∥ϖ∥2
, (27)
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式中, s为流体的变形速率, ϖ为流体的旋转张

量,且

∥s∥2 = sijsij , ∥ϖ∥2 = ϖijϖij ,

sij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
,

ϖij =
1

2

(
∂ui

∂xj
− ∂uj

∂xi

)
i, j = 1, 2.

D

D

D

D

SU@

图 7 并列圆柱计算域示意图

Fig. 7. Computational domain for two side by side
cylinders.

4.1 圆柱中心距离对并列圆柱流场特性

的影响

本文首先研究两圆柱中心距离对并列圆柱的

尾涡流场特性的影响, 并列圆柱的间距S∗分别选

取为1.1, 1.4, 2.5, 4.0. 计算区域采用三角形网格离
散, 圆柱表面布置 60个节点, 离散单元数量分别为
9136, 9892, 9680, 10968. 图 8为两圆柱中心距离
S∗为 1.1时某一时刻流场中的尾涡场. 由图可知,
在两圆柱后面的流场只形成一个单列涡街. 可见,
由于圆柱之间的距离相对较小, 圆柱间隙内的流动
不会产生相对的扰动, 流场的特性与单个圆柱的绕
流特性相似, 这一流动特性被称为单一钝体漩涡脱
落流动. 这一现象从两个圆柱的升力曲线中也可以
看出, 如图 9所示. 两个圆柱的升力曲线的相位基
本一致, 只是极值不同.

ω

−0.5−0.4−0.3−0.2−0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

图 8 (网刊彩色) T = 160时无量纲间距为 1.1的并列圆
柱涡量图

Fig. 8. (color online) Vorticity contour of two side by
side cylinders for gap spacing is 1.1 at T = 160.
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图 9 无量纲间距为 1.1并列圆柱的升力系数曲线
Fig. 9. Lift coefficient of two side by side cylinders for
gap spacing is 1.1.

(a)

(b)

ω

−0.5−0.4−0.3−0.2−0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

图 10 (网刊彩色) T = 145.6时刻无量纲间距为 1.4的并
列圆柱流场 (a)局部流线图; (b)涡量
Fig. 10. (color online) Wake of two side by side cylin-
ders for gap spacing is 1.4 at T = 145.6: (a) Stream-
lines; (b) vorticity contour.

当两圆柱中心距离逐渐增加时, 尾流涡场的特
性将会发生改变, 如图 10所示. 当圆柱间距增加
到 1.4时, 两圆柱中间的流动使近圆柱附近的尾流
场呈现不稳定性. 由于间隙的存在, 流体流过圆柱
表面时, 圆柱会使流体的流动发生偏转, 这一点从
流场的流线图中可以看到. 在T = 145.6时刻, 流
体经过上圆柱使得流动向着右下侧发生偏转, 偏转
的流动将会改变圆柱表面的漩涡脱落, 使得尾涡流
场呈现不对称性, 且在流场的下游合并为同一个漩
涡, 如图 10 (b)所示. Kim [25]通过实验也观察到这

一物理现象, 而且随着流动的持续, 流动的偏转方
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式将会发生变化, 即流动将会在下圆柱发生偏转,
并向着流场的右上方流动. 通过实验发现, 这种流
动方式的转变是完全随机的, 完全可以看作一个泊
松随机过程. 这种流动方式转变的平均周期是漩
涡脱落周期的数倍, 从而使得尾流场中的漩涡脱落
呈现不规则特性. 图 11为两圆柱升力系数的时历
曲线, 从曲线中可以看到, 两圆柱的涡脱落并不呈
现周期性变化, 是非定常的. 因而, 流场随机特性
使得圆柱表面的压力也不会呈现周期性变化规律,
Kim [25]通过实验也观察到这一物理现象. 可见, 圆
柱间距之间的流动产生了相应的扰动, 改变了并排
圆柱尾流场的特性.

当流场中的间距增加到 2.5时, 两圆柱同时发
生涡脱落现象, 即在同一相位发生脱落, 如图 12所
示. 从升力最大和最小时刻的流线图中可以看到,
两个圆柱上漩涡脱落的位置是一致的, 从而使得圆
柱的升力的相位也是一致的, 如图 13所示. 当漩涡
运动到圆柱的顶部附近时, 会诱导圆柱顶部区域产
生低压, 从而使圆柱的升力达到极大值. 同理, 当

漩涡运动到圆柱的底部时, 会使圆柱底部区域产生
低压, 从而使圆柱的升力达到极小值. 但由于圆柱
之间间隙流动的存在, 在远离圆柱的尾流场中, 脱
落的漩涡将会合并为同一个漩涡, 并使得两圆柱的
升力幅值存在一定的差距.
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图 11 无量纲间距为 1.4的并列圆柱的升力系数曲线
Fig. 11. Lift coefficient of two side by side cylinders
for gap spacing is 1.4.
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图 12 (网刊彩色) 无量纲间距为 2.5的并列圆柱流场 (a)升力极大值时局部流线图; (b) 升力极大值时涡量图;
(c) 升力极小值时局部流线图; (d) 升力极小值时涡量图
Fig. 12. (color online) Wake of two side by side cylinders for gap spacing is 2.5: (a) Streamlines for
the moment of the maximum lift force; (b) vorticity contour for the moment of the maximum lift force;
(c) streamlines for the moment of the minimum lift force; (d) vorticity contour for the moment of the
minimum lift force.

当圆柱中心距离为 4时, 并列的两个圆柱仍会
同时发生漩涡脱落现象, 且产生两列互不影响的涡
街, 并沿着流场的中心线对称, 如图 14所示. 在此
间距下, 流场下游的涡不会发生合并现象. 但通过

Zhou等 [26]的实验可知, 在高雷诺数情况下, 由于
湍流的影响, 使流场中流体质点的动量充分交换,
两列涡街最后仍会合并为同一列涡街. 由于并列
圆柱漩涡脱落的对称性, 使得两圆柱的升力呈现
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为180◦的相位差, 如图 15所示. 而且, 在此工况下,
圆柱之间的间隙流动对于圆柱的漩涡脱落影响相

对较小, 两圆柱的升力曲线的极值相差不大. 因而,
称这种流动为异相漩涡脱落现象.
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图 13 无量纲间距为 2.5的并列圆柱的升力系数曲线
Fig. 13. Lift coefficient of two side by side cylinders
for gap spacing is 2.5.
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图 14 (网刊彩色) T = 93.4时刻无量纲间距为 4的并列
圆柱流场

Fig. 14. (color online) Vorticity contour of two side by
side cylinders for gap spacing is 4 at T = 93.4.
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图 15 无量纲间距为 4的并列圆柱的升力系数曲线
Fig. 15. Lift coefficient of two side by side cylinders
for gap spacing is 4.

图 16为两圆柱的平均阻力系数随着圆柱间的
距离S∗的变化曲线. 由于在S∗ = 1.4的工况下, 圆
柱漩涡的脱落现象不会呈现周期性的变化, 因而本

文在计算平均阻力或者平均压力的过程中, 时间选
取为整个计算时间. 从图中可以看到, 随着无量纲
间距的增加, 圆柱的平均阻力系数显著下降. 由前
文可知, 当圆柱之间的距离较小时, 间隙间的流动
影响较小, 流体好像只流过一个物体, 圆柱受到较
大的阻力. 之后随着圆柱间距的增加, 圆柱间隙之
间的流动对圆柱的漩涡脱落的影响越来越弱, 使得
圆柱受到的阻力变小.

图 17为两圆柱的平均升力系数随着圆柱间的
距离S∗的变化曲线. 从图中可以看到, 两个圆柱的
平均升力系数的绝对值也随着间距的增加而减少.
两个圆柱之间仿佛存在一个 “排斥力”, 随着间距的
增加, 这种 “排斥力”逐渐减小, 圆柱的平均升力趋
向于 0. 另外, 由圆柱的升力时历曲线可知, 在圆柱
间距为 1.1, 2.5及4.0工况下, 其对应的漩涡脱落频
率分别为 0.091, 0.190及 0.198, 可见, 随着间距的
增加, 间隙流产生扰动的影响越来越小, 漩涡脱落
的频率逐渐增加.
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图 16 平均阻力系数随着圆柱间的距离 S∗的变化

Fig. 16. Gap spacing S∗ dependence for average drag
coefficient.

C
l

֓

 S*

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
-1.2

-0.8

-0.4

0

0.4

0.8

1.2

图 17 平均升力系数随着圆柱间的距离 S∗的变化

Fig. 17. Gap spacing S∗ dependence for average lift
coefficient.
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4.2 雷诺数对并列圆柱流场特性的影响

为了定性分析雷诺数的影响, 本文数值模拟
间距为 2.5的并联圆柱在雷诺数为 100及 150下的
绕流特性, 并与雷诺数为200的工况进行对比分析.
图 18及图 19分别为雷诺数为 100及 150时并列圆
柱的尾流场中的涡量图. 从图中可以看到, 雷诺数
并没有改变漩涡脱落的方式, 两个圆柱的尾流场仍
然呈现同相漩涡脱落现象. 雷诺数为 100的并联圆
柱的漩涡脱落形式与Liang 等 [12]的数值结果相一

致, 进一步验证本文方法的合理性. 可见, 在层流
范围内, 圆柱间距对漩涡脱落形式的影响强于雷诺
数的影响.

ω

−0.5−0.4−0.3−0.2−0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

图 18 (网刊彩色) 雷诺数为 100时并列圆柱的涡量图
Fig. 18. (color online) Vorticity contour of two side by
side cylinders for Reynolds number is 100.

ω

−0.5−0.4−0.3−0.2−0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

图 19 (网刊彩色) 雷诺数为 150时并列圆柱的涡量图
Fig. 19. (color online) Vorticity contour of two side by
side cylinders for Reynolds number is 150.

图 20为并列圆柱的平均阻力系数、平均升力
系数及表征漩涡脱落频率的斯特罗哈数St随雷诺

数的变化曲线, 从图中可以看到, 雷诺数对于平均
压力系数的影响相对较小. 可见, 相比于雷诺数而
言, 间距对并联圆柱的平均阻力系数影响较为明
显. 同距离的影响趋势一样, 随着雷诺数的增加,
上下圆柱的平均升力系数会随之降低. 由于在此工
况下, 上圆柱和下圆柱的漩涡脱落是同相位的, 上
下圆柱的漩涡脱落频率是一致的. 所以, 本文只给
出了下圆柱的漩涡脱落频率随着雷诺数的变化曲

线. 随着雷诺数的增加, 但漩涡的脱落频率随之增

大. 另外, 并列圆柱的漩涡脱落频率比单个圆柱的
漩涡脱落频率略高.
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图 20 并列圆柱的受力随雷诺数的变化曲线 (a) 平均阻
力系数; (b) 平均升力系数; (c) 斯特罗哈数
Fig. 20. Reynolds number dependence for force of two
side by side cylinders: (a) Average drag coefficient;
(b) average lift coefficient; (c) Strouhal number.

5 结 论

基于高阶的间断有限元方法离散控制方程, 提
出采用曲边三角形单元构造二维圆柱的曲面边界,
形成计算低雷诺数下并列圆柱绕流问题的高阶计

算方法. 在验证方法合理性的基础上, 数值模拟了
低马赫数下雷诺数为 200的并列圆柱的流动, 分析
圆柱间距及雷诺数对漩涡脱落及受力特性的影响

规律, 得到以下结论.
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1) 并列圆柱中心距离S∗为1.1, 在上下圆柱后
面的流场只形成一个单列涡街, 圆柱间隙内的流
动不会产生相对的扰动. 当圆柱间距增加到 1.4时,
上下圆柱中间的流动使近圆柱附近的尾流场呈现

不稳定性, 圆柱的漩涡脱落并不是呈现周期性变化
的. 当流场中的间距S∗为 2.5时, 上下圆柱在同一
位置同时发生漩涡脱落现象. 但在远离圆柱的尾流
场中, 脱落的漩涡将会合并为同一个漩涡. 当圆柱
中心距离为 4时, 并列的两个圆柱发生异相漩涡脱
落现象, 且产生两列互不影响的涡街, 沿着流场的
中心线对称.

2)随着圆柱间距的增加, 圆柱的平均阻力系数
显著下降, 且上下圆柱的平均升力系数的绝对值也
随之减少. 两个圆柱之间仿佛存在一个 “排斥力”,
随着间距的增加, 这种 “排斥力”逐渐减小, 圆柱的
平均升力趋向于0.

3) 当圆柱间距为 2.5时, 雷诺数并没有改变漩
涡脱落的方式, 两个圆柱的尾流场仍然呈现同相漩
涡脱落现象. 雷诺数对于平均压力系数的影响相对
较小. 同距离的影响趋势一样, 随着雷诺数的增加,
上下圆柱的平均升力系数会随之降低, 但漩涡的脱
落频率随之增大.
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Abstract
Investigations of vortex dynamics about two circular cylinders in a side-by-side arrangement help the understanding

of flows around more complex structures, which are found to have many engineering applications. These applications
involve offshore structures, power generation, micro-turbine engines, cooling towers, and paper machine forming fabrics,
etc. Therefore, two-dimensional compressible laminar flows over two cylinders in side-by-side arrangement are numerically
investigated at low Reynolds number. The high-order discontinuous Galerkin method is employed to simulate the flow,
which combines the advantages associated with finite element and finite volume methods. As in classical finite element
method, the spatial accuracy can be obtained by the high-order polynomial approximation within an element rather
than by stencils as in finite volume method. The curved triangle is used to represent the wall boundary of cylinder to
maintain the high-order accurate simulation. Then the characteristics of the wake flow are identified by capturing the
vortex structure. After verifying the rationality of the method, the influences of gap spacing on vortex shedding and
mechanical characteristics are analyzed. The results reveal that the flow depends to a large extent on the gap spacing
between the two cylinders, which can change the vortex shedding pattern. At the gap spacing S∗ = 1.1, wake flow
pattern resembles the vortex street of a single bluff body. The flow in the gap is too weak to affect the wake pattern,
leading to the complete suppression of vortices shed on the gap sides of both cylinders. At the gap spacing S∗ = 1.4,
the results reveal that the gap flow is deflected from one cylinder to another. Meanwhile, the wakes represent randomly
flip-flopping between two states of the gap flow direction, which is called the flip-flopping wake pattern. The flow is no
longer periodic but becomes drastically unsteady. Anti-symmetric flow pattern is predicted for gap spacing S∗ = 2.5,
indicating that two parallel vortex streets are anti-symmetric with respect to the centerline. With further increasing the
gap spacing to S∗ = 4, the symmetric flow pattern is observed. Furthermore, the flow preserves its structure very far
downstream without any distortion. With the increase of the cylinder spacing, the average drag coefficients are declined
significantly, and the absolute value of average lift coefficient decreases simultaneously. The Reynolds number has a little
influence on the average drag coefficient. As the Reynolds number increases, the average lift coefficient decreases, while
the vortex shedding frequency increases.

Keywords: discontinuous Galerkin method, curved boundary, side-by-side cylinders, vortex shedding
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