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二维拉格朗日坐标系下气粒混合双向耦合

对激波流场影响的计算∗
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喷射颗粒与气体混合是内爆压缩领域的热点和难点. 针对喷射混合中的气粒双向耦合问题, 开展了理论
建模、离散算法以及颗粒反馈对激波流场的影响研究. 建立了拉格朗日计算框架下的数学模型; 给出了耦合源
项的离散算法; 开展了平面及汇聚构型条件下, 气粒双向耦合的数值模拟研究; 发现了颗粒反馈导致气体激波
提速现象以及气区流场物理量分布形态的改变, 初步获得了量化分析结果. 本文建立的数学模型、计算方法和
获得的新的物理认识, 为深入理解喷射混合现象、解决相关工程应用问题提供了重要理论支撑.

关键词: 内爆混合, 拉格朗日坐标系, 颗粒轨道模型, 双向耦合
PACS: 47.40.Rs, 47.61.Jd, 47.40.–x, 42.50.Wk DOI: 10.7498/aps.65.084703

1 引 言

冲击波在材料表面卸载时, 将产生高速颗粒态
物质脱离材料主体,进入气体诱发多相混合 [1,2],称
为喷射混合. 喷射混合是内爆压缩工程领域的重要
问题, 同时也是冲击动力学、多相流体力学、计算数
学等多学科交叉研究的前沿课题 [3−6].

由于喷射混合具有重要的工程应用背景以及

基础科学研究价值, 因此引起了人们的广泛关注,
国内外均大力开展相关研究. 实验方面, 文献 [7—
10]通过Asay 膜、X光照相、高分辨全息等技术, 研
究了喷射的物理信息. 文献 [11—14]采用高速摄
影、质子照相、光子多普勒速度测量等技术, 获取了
喷射物质在气体中的演化特征. 近年来, Rousculp
等 [15]利用磁加载手段, 在汇聚构型装置上研究了
喷射颗粒的时空分布. 理论方面, 由于内爆压缩过

程以及气粒多相流动本身的复杂性 [16], 数值模拟
及物理分析的研究成果还不多. 本课题组采用颗粒
轨道模型研究了喷射颗粒与气体的混合过程 [2,6].
Fung等 [5]基于FLAG流体动力学程序, 初步实现
了喷射源项及颗粒输运建模.

综合国内外研究分析, 目前关于喷射混合的研
究主要集中在气粒单向耦合效应, 即获得喷射颗粒
在气体中的输运特性. 而大量颗粒进入气体后, 物
理上气粒相间必然发生相互作用, 因此有必要开展
颗粒对气体的反馈, 即双向耦合效应研究. 已有的
气粒双向耦合理论研究成果多基于欧拉框架 [17,18],
对于内爆压缩问题, 由于涉及多介质相互作用、运
动边界等, 采用拉格朗日 (拉氏)计算具有天然优
势 [19], 而拉氏计算条件下的气粒双向耦合相关研
究尚未见到公开报道. 本文以此为出发点, 开展内
爆拉氏框架下气粒双向耦合的物理建模及离散算

法研究, 并设计平面及圆柱构型计算模型开展数值
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模拟, 获得了颗粒反馈对激波流场影响的一些新的
物理认识.

2 拉氏坐标系下气粒双向耦合建模
及算法

我们从欧拉坐标系下的气粒双向耦合数学模

型出发, 通过引入随体导数推导拉氏坐标系下的控
制方程组, 揭示耦合源项的物理含义, 给出气粒相
互作用建模. 进一步结合内爆拉氏流体动力学程序
计算方法, 设计耦合源项离散算法. 最后给出多介
质 -多相流模拟程序的流程框架.

2.1 气相控制方程组

对于气相而言, 颗粒的存在可以看成体系内部
存在分布的热源、分布的质量源和分布的动量源,
因此两相间的相互作用体现在控制方程组的右端,
即通过源项实现反馈. 带颗粒源项的气相欧拉方程
组如下 [17]:

质量守恒方程:
∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
+

∂ρv

∂y
= 0, (1)

动量守恒方程:
∂ρu

∂t
+

∂(ρu2 + p)

∂x
+

∂ρuv

∂y
= Spx, (2)

∂ρv

∂t
+

∂ρuv

∂x
+

∂(ρv2 + p)

∂y
= Spy, (3)

能量守恒方程:
∂ρE

∂t
+

∂(ρE + p)u

∂x
+

∂(ρE + p)v

∂y

= Spxup + Spyvp −Qp, (4)

其中ρ, u, v, E, p分别为气体密度、x和 y方向速度、

单位质量总能、压力; Spx, Spy分别为颗粒与气体间

x和 y方向动量源项; up, vp分别为颗粒x和 y方向

速度, Qp为颗粒和气体间的热量源项.
引入随体导数:

d
dt =

∂

dt +U · ∇,

其中U =

u

v

. 方程 (1)两边乘以u, v, 分别与

(2), (3)式相减, 经过推导得到拉氏坐标系下含颗
粒源项的动量方程组如下:

ρ
dU
dt = −∇p+ Sp, (5)

其中Sp =

(
Spx
Spy

)
. 方程 (5) 的物理含义为: 气体

质团的动量变化率由表面力和体力共同确定. 根据
量纲分析, Sp为单位体积内颗粒对气体的作用力.

方程 (1)两边乘以E, 与 (4)相减:

ρ
∂E

∂t
+ ρU · ∇E + div pU = Sp ·Up −Qp, (6)

其中Up =

(
up
vp

)
. 方程 (5) 点乘U 后与 (6)式相

减, 并将E = e+
1

2
|U |2代入, 整理可得

ρ
de
dt + p divU = Sp · (Up −U)−Qp, (7)

其中 e为单位质量内能. 由 (1)式:

divU =
1

w

dw
dt ,

其中w =
1

ρ
为比容. 代入 (7)式可得拉氏坐标系下

单位质量内能控制方程如下:
de
dt + p

dw
dt = [Sp · (Up −U)−Qp]w. (8)

由于内爆流体动力学程序中, 对质团单元内能控制
方程进行离散, 为了统一形式, 我们进一步将 (8)式
两边同时乘以气体质团的质量, 得到拉氏坐标系下
含颗粒源项的质团单元内能 ec的控制方程

dec
dt + p

dV
dt = [Sp · (Up −U)−Qp]V, (9)

其中, V 为气体质团的体积. 方程 (9)的物理含义
为: 相间力做功以及相间传热产生的热量, 一部分
用于增加气体质团的内能, 一部分用于气体质团向
外膨胀做功. 根据量纲分析, −Qp为单位体积内的

颗粒在单位时间内通过表面传给气体的热量.
拉氏坐标系下质量守恒自然满足, 至此我们建

立了内爆拉氏计算条件下含颗粒反馈效应的气相

控制方程组 (5)和 (9).

2.2 颗粒控制方程组

采用牛顿型常微分方程描述颗粒受力和运动,
并考虑颗粒温度的变化, 控制方程组如下.

颗粒动力方程组:

mp
dUp
dt = Fp,mp = ρp

πd3p
6

, (10)

其中mp为颗粒质量, Fp为气体对颗粒的作用力,
ρp为颗粒材料物质密度, dp为球形颗粒直径.

颗粒运动方程组:
dX
dt = Up, (11)
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其中X =

(
x

y

)
为颗粒空间位置坐标.

颗粒能量方程:

mpc
dTp
dt = Q, (12)

其中 c为颗粒材料的定容比热, Tp为颗粒温度, Q
为气体传给颗粒的热量.

2.3 相间力、热作用建模

从 2.1和 2.2节可以看到, 气粒相间存在力、热
耦合效应. 颗粒在气体中运动将受多种力作用, 包
括阻力、压强梯度力、热泳力、Basset力、Magnus力
和Saffman力等. 我们分析了内爆压缩流场特征参
量变化范围, 对比了颗粒受力量级, 确定本文相间
力采用阻力建模, 即

Fp ≈ fd = CD
1

2
ρ|U −Up|(U −Up)S,

其中fd为阻力, CD为阻力系数, S = πd2p/4为颗粒

的迎风面积. 阻力系数取为如下形式 [2]:

CD =



24

Re
�, Re < 0.2,

24

Re
(1 + 0.15Re0.687)�, 0.2 6 Re 6 800,

0.5, �Re > 800,

其中, 雷诺数Re = ρdp|U −Up|/µ, µ 为气体的动
力黏性系数.

颗粒在气体中运动, 若与周围气体存在温度
差, 必然引起两相间的热量传递. 热量传递的方式
包括热传导、对流传热和辐射传热. 通过分析本文
仅考虑相间对流传热, 则有

Q ≈
µcpg
Pr

Nupπdp(Tg − Tp),

其中, cpg为气体的定压比热, Pr =
4γ

9γ − 5
, γ为

气体的比热容比, Tg为气体温度, Nup取为如下形

式 [20]:

Nup = 2 + 0.6Re0.5Pr0.33.

2.4 耦合源项离散算法及多介质 -多相流
程序流程

采用与内爆程序中流场计算方法 (交错型拉氏
方法)相容的算法, 对耦合源项进行离散, 即动量方
程离散时, 将单元内颗粒反馈的合力均分给单元四
个角点, 而能量方程离散时, 统计单元内颗粒做功

及传热的总和. 我们设计的算法在数值上表现了良
好的稳定性.

考虑从内爆压缩多介质到材料破坏诱发多相

混合, 整个程序流程如图 1所示. 当喷射条件满足
时, 进入混合计算流程. 首先确定喷射源项, 即给
出喷射量、质量速度分布、颗粒尺寸分布等信息, 结
合内爆流体动力学计算传递的流场空间分布、密

度、温度、速度等信息, 计算下一时刻颗粒速度、位
置、温度等. 根据最新得到的气粒信息, 计算颗粒产
生的动量及能量源项, 反馈给气区流场进行下一轮
计算, 如此反复循环直至达到终止计算时刻.

-

图 1 多介质 -多相流程序流程图

Fig. 1. Flow chart for multimaterial-multiphase code.

3 颗粒对激波流场反馈效应数值模拟
研究

本文设计平面与圆柱两种不同的几何构型, 研
究颗粒反馈效应对气体激波的传播以及气区流场

物理量分布的影响.

3.1 计算模型及喷射设置

计算模型如图 2所示, 分别给出平面模型正视
图与圆柱模型俯视图. JOB-9003炸药驱动钢 (Fe)、
铅 (Pb)飞层, 密封的气体为标准状态的氦气 (He),
具体结构尺寸见表 1 . 炸药起爆后形成爆轰波, 爆
轰波与钢飞层作用产生透射激波, 钢飞层中的透射
激波又将向铅飞层中传递激波, 致使铅飞层经历冲
击加载.

图 3给出了铅飞层所经历的加卸载历史, 结果
显示铅飞层经受高压加载, 其中平面模型冲击压力
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峰值约43 GPa, 圆柱模型冲击压力峰值约51 GPa.
当激波从铅飞层表面卸载时将喷射颗粒引入, 即平
面模型 5.1 µs引入, 圆柱模型 2.9 µs引入. 喷射颗
粒的初始设置如下: 喷射量取为 25 mg/cm2 [5], 温
度取为冲击波后气体温度; 最快喷射颗粒速度取为
铅自由面速度峰值的 1.5倍, 最慢喷射颗粒速度取
为自由面峰值速度; 喷射颗粒的质量 -速度分布、尺
寸分布设置参考文献 [2, 6, 10]. 需要说明的是, 由
于压力峰值不同等因素, 平面模型与圆柱模型的实
际喷射状态可能有所差异. 这里我们重点研究单向
耦合与双向耦合的差别, 上述设置不影响本文的理
论分析.

表 1 计算模型尺寸

Table 1. Sizes of computing models.

材料
平面模型 圆柱模型

R/cm Z/cm 内半径/cm 外半径/cm
JOB-9003
炸药

[−2.0, 2.0] [0, 3.5] 2.5 4.0

钢 [−5.0, 5.0] [3.5, 3.8] 2.2 2.5

铅 [−3.0, 3.0] [3.8, 4.0] 2.0 2.2

氦气 [−5.0, −3.0] [3.8, 4.0] 0 2.0

[3.0, 5.0] [3.8, 4.0]

[−5.0, 5.0] [4.0, 10.0]

R/cm R/cm

Z
/
c
m

-4 -2 0 2 4

0

2

4

6

8

10

(a)

JOB-9003
Fe

t=2.0 ms t=0.5 ms 

Z
/
c
m

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

(b)

He

Pb
He

PbFe 
JOB-9003

图 2 计算模型 (a)平面; (b)圆柱

Fig. 2. Computing models: (a) Plane configuration; (b) column configuration.
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/
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P
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2.5

(2.9, 2.42)

 
 

v
/
k
m
Ss

-
1

(5.1, 2.2)

(b)

图 3 铅飞层加载状态 (a)中间元压力历史; (b)自由面速度历史

Fig. 3. Loading states of Pb: (a) Pressure history in the middle cell; (b) velocity history of the free surface.

3.2 结果与分析

平面模型计算得到的气体激波传播过程见

图 4 . 为了方便对比分析, 将单向耦合与双向耦

合结果在同一张图中给出, 其中R = 0左边为双

向耦合计算结果, 右边为单向耦合计算结果. 从
图 4可以看到, 喷射颗粒位于铅飞层之前、气体激
波之后, 即喷射颗粒与气体发生局域混合现象. 以

084703-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 8 (2016) 084703

下我们将喷射颗粒与气体发生混合的局部区域定

义为混合区. 进一步对比不同时刻的数值模拟图
像发现, 12 µs以内, 两种计算条件下气体激波位
置未观察到明显差异. 14 µs时刻, 双向耦合计算

的气体激波位置出现超前现象, 说明颗粒反馈效
应导致气体激波提速. 从定量计算结果分析可以
知道, 速度增加的相对幅值较小, 平均提速在 2%
以内.
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图 4 平面模型气体激波传播的数值图像

Fig. 4. Numerical images of gas shock wave moving in the plane model.

图 5是圆柱计算模型不同时刻的气体激波传
播情况, 同样将单向耦合与双向耦合结果放到一起
比较. 喷射颗粒引入 2.1 µs后即可观察到气体激波
位置超前, 并且随着时间的发展这种超前现象越
来越明显. 6 µs时刻气体激波位置超前约 0.4 mm,
7.3 µs时刻超前可达 0.8 mm. 数值结果表明气体
激波提前 0.2 µs聚心反弹. 圆柱模型与平面模型相
比, 激波位置超前现象更加显著的原因在于, 汇聚
构型的几何收缩放大了颗粒对气体激波提速的反

馈效应. 喷射混合引起激波传播时序过程的改变,
将对内爆压缩性能产生重要影响. 理论研究发现的
这一新现象, 非常值得实验研究的关注和验证.

下面我们分析双向耦合效应对气区流场速度、

压力、密度、温度的Z向空间分布 (R = 0 cm)的影
响及其原因. 图 6和图 7所示分别为平面计算模型

14 µs 时刻以及圆柱计算模型7 µs时刻气区流场物
理量的分布情况. 总的来说, 颗粒对激波流场的反
馈效应, 致使激波速度及其附近气区流场物理量增
加. 为了理解双向耦合产生影响的物理机理, 我们
选取两个典型的颗粒尺度: 直径分别为 4.5 µm (最
小颗粒尺度)和 7.5 µm (约为平均颗粒尺度), 再对
每个尺度的颗粒选择三个典型的初始喷射速度: 分
别约为铅自由面速度峰值的1.12, 1.24, 1.4倍,给出
所选颗粒的速度变化历史信息以及相对应的颗粒

所处气区流场的速度信息, 如图 8所示. 可以看到,
在本文关心的时间区间内, 喷射颗粒的速度始终高
于气体速度, 因此相间力以及相间力做功必将对气
体产生正反馈作用, 物理上必然引起气区流场物理
量相应增加. 但由于喷射颗粒在气体中输运时, 速
度下降的幅值较小, 因此正反馈效应需要一定时间
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积累才能逐渐显现. 正如图 6中结果所示, 对于平
面模型喷射颗粒引入 9 µs后, 才可观察到随时间
累积的颗粒反馈效应. 对于圆柱模型, 综合图 8与

图 7结果可以看到, 几何收缩将放大颗粒反馈的作
用, 在喷射颗粒引入4 µs后就可见明显的激波位置
超前、强度增加的效应.
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图 5 圆柱模型气体激波传播的数值图像

Fig. 5. Numerical images of gas shock wave moving in the column model.

进一步从图 6和图 7中分析颗粒对气区流场反
馈的定量影响. 结果表明, 对于我们关心的典型
时刻, 双向耦合导致平面模型流场物理量增加的
幅值不大, 流场速度增加幅值在 4%以下, 压力增
加幅值在 6%以下, 密度增加幅值在 3%以下, 温度
增加幅值在 4%以下; 圆柱模型增加的幅值较大,
流场速度增加幅度约 9%, 压力增加幅度约 18%,
密度增加幅度约 6%, 温度增加幅度约 16%. 由于
气粒相间力作用, 产生了明显的压降效应, 流场

的均匀性变差, 特别对于圆柱模型, 压降可以达到
0.0020 GPa/cm. 另外,图 7密度分布在Z = 0.6 cm
处出现下降趋势, Z = 0.67 cm时开始小于单向耦
合时气区波后流场密度. 初步分析认为, 双向耦
合使得混合区尾部附近温度较单向耦合时增加约

13%, 而压力相差不大, 必然引起体积膨胀, 导致密
度下降. 总之, 颗粒反馈效应将改变气区流场物理
量的分布形态, 特别对于汇聚几何构型效应更加
明显.
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图 6 平面模型气区流场物理量分布 (a)速度; (b)压力; (c) 密度; (d) 温度

Fig. 6. Physical distributions of gas in the plane model: (a) Velocity; (b) pressure; (c) density; (d) temperature.
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Fig. 7. Physical distributions of gas in the column model: (a) Velocity; (b) pressure; (c) density; (d) temperature.
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Fig. 8. Velocity histories of typical particles and the corresponding gas: (a) Plane model; (b) column model.

4 结 论

针对喷射混合研究中的气粒双向耦合问题, 开
展理论建模及数值模拟研究. 建立了拉氏坐标系下
的气粒双向耦合数学模型, 推导了控制方程组, 获
得了耦合源项的物理含义, 给出了相应的离散算法
和内爆驱动多介质 -多相流程序框架; 通过对平面
及圆柱模型的数值模拟, 发现了颗粒反馈导致气体
激波提速的现象, 以及引起气区流场物理量分布形
态发生改变; 特别对于汇聚构型装置, 几何收缩将
放大颗粒的反馈效应, 可能对内爆压缩性能产生重
要影响, 需要引起高度关注. 本文给出的模型适用
于稀疏气粒两相流, 对于稠密气粒两相流以及实际
工程应用问题, 颗粒碰撞、气动破碎等效应是后续
要开展的工作.
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Abstract
When an extreme shock wave releases from the free surface of the material, some high speed particulate matters

will be ejected from the material body and enter into the background gas. This induced multiphase mixing phenomenon
is known as the ejecta mixing. Ejecta mixing is one of the most important problems in the scope of inner explosive
compression engineering, and it is also a frontier research subject of the impact dynamics, multiphase fluid dynamics,
computational mathematics, etc. The properties of ejecta mixing have been investigated experimently and analytically
for many years. However, the results of numerical simuliation are very rare. At present, the ejecta mixing study mainly
focuses on the gas particle one-way coupling, that is, the interests of existing works are in the characteristics of the
ejected particulate matter transport in the gas. In fact, after a large number of particles entering into the gas, the
gas and the particles will interact with each other. So it is necessary to consider the feedback of particles to the gas.
In this paper, the theoretical modeling of gas particle two-way coupling, the discrete algorithm of the mathematical
model and the particle phase feedback effects on the gas shock wave propagation are investigated in the framework
of Lagrangian coordinates. In order to obtain the details of ejecta movement, the particle trajectory model is chosen
as the basic model, and then the governing equations including interactions between gas phase and particle phase are
derived. For giving the specific calculation formula, the physical meanings of the coupled interaction source terms in
the Lagrangian framework are analyzed and a stable numerical scheme is given based on the staggered strategy. We
also devise two different computing models of ejecta mixing, the planar and the column configurations, and then the
numerical simulations are carried out. The phenomenon of gas shock speed acceleration caused by particle feedback is
found, and the distributions of the physical quantities, such as density, velocity, specific internal energy, pressure, in the
gas area are changed. Especially for the convergent configuration, the feedback effects will be amplified further by the
geometrical shrinkage, which may have a significant influence on the performance of the inner explosion compression,
owing to the obvious uniformity variation of the gas flow field and the gas shock rebound in advance. The mathematical
model, the numerical method and the new physical findings in this paper, will provide an important theoretical support
for the in-depth understanding of the ejecta mixing and also for the solving of the corresponding engineering application
problems.

Keywords: inner explosion and mixing, Lagrangian coordinates, particle trajectory model, two-way
coupling
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