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负性向列相液晶中1 + 1维空间光孤子: 微扰法∗

李迎兵1) 梁果1)2) 洪伟毅1) 任占梅1) 郭旗1)†

1)(华南师范大学, 广东省微纳光子功能材料与器件重点实验室, 广州 510006)

2)(商丘师范学院物理与电气信息学院, 商丘 476000)
( 2015年 10月 11日收到; 2016年 1月 22日收到修改稿 )

利用微扰法对负性向列相液晶中的 1 + 1维空间光孤子进行了系统性的研究, 得到了近似解析孤子解.通
过数值迭代, 发现只有当非局域程度大于某一临界值时孤子才能存在.近似解析解即使在一般非局域程度下
和数值解也符合得较好. 为讨论孤子的稳定性, 进行了线性稳定性分析, 发现孤子均是稳定的, 数值模拟进一
步证实了线性稳定性分析的结果.

关键词: 空间光孤子, 负性向列相液晶, 微扰法, 线性稳定性分析
PACS: 42.65.Tg, 42.65.Jx, 42.70.Nq DOI: 10.7498/aps.65.094204

1 引 言

1997年, Snyder和Mitchell发表在《Science》
杂志上的文章, 揭开了系统研究非局域空间光孤子
的序幕 [1]. 空间非局域性指的是介质中某点对光
场的响应不仅仅与该点的光场有关, 而且与空间中
其他点的光场有关 [1,2]. 根据光束束宽与介质非线
性响应特征长度的相对尺度大小, 可以将非局域
分为四种情形 [2,3]: 局域、弱非局域、一般非局域
和强非局域. 强非局域是指光束束宽远小于介质
非线性响应特征长度的情形, 正是此特征使得相
应的数学模型可进行线性化处理, 从而得到线性
化的方程, 即Snyder-Mitchell模型 [1]. 在Snyder-
Mitchell模型的基础上, 理论上发现了各种各样
的孤子, 比如Hermite-Gaussian孤子 [4], Laguerre-
Gaussian孤子 [4], Ince-Gaussian孤子 [5], Complex-
variable-function-Gaussian孤子 [6]等. 在实验上,
目前已经被证实向列相液晶 (NLC) [7,8]和铅玻

璃 [9]具有很大的非线性响应特征长度, 从而可以比
较容易地实现强非局域传输条件, 它们分别源自液
晶分子的重取向机理和热致非线性机理. 向列相液

晶中的空间光孤子也被称为向列子 (nematicons),
是在实验上首次观察到的强非局域光孤子 [10]. 虽
然向列子的某一些性质可以用Snyder-Mitchell模
型来描述, 但是, 诸如向列相液晶非局域程度的电
压可控特性 [11]、向列子间的互作用 [12]等这些新奇

的特性却不能用Snyder-Mitchell模型来描述.
截至目前, 对向列子的讨论几乎都局限于正性

向列相液晶中, 即向列相液晶的介电各向异性都为
正的情况.最近, 对于介电各向异性为负的向列相
液晶的研究已初见端倪 [13,14]. 本文利用微扰法对
负性向列相液晶中的 1 + 1维空间光孤子进行了系

统性的研究, 得到了近似解析孤子解.该近似解析
解和数值解即使在一般非局域程度下符合得也相

当好.同时发现, (亮)孤子仅存在于非局域程度大
于某一临界值时, 且通过线性稳定性分析发现, 所
有的孤子均是稳定的, 对光束非线性传输的数值模
拟进一步证实了线性稳定性分析的结果.

2 理论模型和微扰解

1 + 1维空间光束在负性向列相液晶中的传输

遵循如下的耦合方程 [13,14]：
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i ∂u
∂z

+
1

2

∂2u

∂x2
+∆nu = 0, (1a)

w2
m

d2∆n

dx2 +∆n+ |u|2 = 0, (1b)

式中, u(x, z)是光束的复振幅包络, ∆n为非线性折
射率, wm为非线性介质响应的特征长度, x和 z分

别为横向和传输方向的坐标. 方程 (1)等价于

i ∂u
∂z

+
1

2

∂2u

∂x2

+ u

∫ ∞

−∞
R(x− x′)|u(x′, z)|2dx′ = 0, (2)

其中响应函数R(x)为

R(x) = − 1

2wm
sin |x|

wm
. (3)

此类 sine振荡形式的响应函数最早由Nikolov
等 [15]. 在讨论二次孤子时提出, Esbensen等 [16].
对其进行了系统性的讨论, 并且最近发现负性向列
相液晶对光束的响应也可由该函数来描述 [13].

模型 (2)可以使用微扰法求其近似解析解.若
考虑孤子解u(x, z), 则有 |u(x, z)|2 = |u(−x, z)|2和
|u(x, z)| = |u(x, 0)|, 因此可以定义

V (x) = −
∫ ∞

−∞
R(x− x′)|u(x′, z)|2dx′, (4)

把 (4)式代入 (2)式可得

i ∂u
∂z

+
1

2

∂2u

∂x2
− V (x)u = 0. (5)

在强非局域条件下, 在x = 0处把V (x)展开到

x6项 [17], 则有

V (x) ≈ V0 +
1

2w4
x2 + αx4 + βx6, (6)

式中

V0 = V (0),
1

w4
= V (2)(0),

α =
1

4!
V (4)(0), β =

1

6!
V (6)(0). (7)

上式中, w可当作光束在无量纲系统中的束宽. 非
局域程度定义为σ = wm/w, σ 越大表示非局域程
度越强.把 (6)式代入 (5)式, 可以得到

i ∂u
∂z

=

[
−1

2

∂2

∂x2
+ V0 +

1

2w4
x2 + αx4 + βx6

]
u.

(8)

假设方程 (8)孤子解的形式如下

u (x, z) = ψn (x) exp[−i (εn + V0) z]. (9)

把 (9)式代入 (8)式, 可以得到[
−1

2

d2

dx2 +
1

2w4
x2 + αx4 + βx6

]
ψn = εnψn.

(10)

若α和β同时为零, 方程 (10)等价于一维谐振子
所满足的定态薛定谔方程, 而在强非局域条件下
αx4和βx6这两项对于最终孤子解的影响远弱于

x2/(2w4) [17], 因此在求方程 (10)的近似解析解的
过程中可以把αx4和βx6这两项当作微扰来处理.
由微扰法 [17,18], 可得二阶近似基态孤子解

ψ0 (A,α, β, x)

= A

(
1

πw2

)1/4

exp
(
− x2

2w2

)
×
[
1 + α

(
9w6

16
− 3w4

4
x2 − w2

4
x4

)
+ α2

(
− 1247w12

512
+

141w10

64
x2 +

53w8

64
x4

+
13w6

48
x6 +

w4

32
x8

)
+ β

(
55w8

32
− 15w6

8
x2

− 5w4

8
x4 − w2

6
x6

)]
, (11)

和

ε0 ≈ 1

2w2
+

3w4α

4
− 21w10α2

8
+

15w6β

8
. (12)

模型孤子解的传播常数为负值, 详见附录A. 对于
(11)和 (12)式, 若忽略含α, α2, β的项, 可以得到
关于基态孤子的零阶近似解. 把 (11)式代入 (4)式,
可以得到

V (A,α, β, x)

= −
∫ ∞

−∞
R(x− x′)|ψ0(A,α, β, x

′)|2dx′. (13)

同时根据 (7)式, 可以获得
1

w4
= V (2) (A,α, β, 0) ,

α =
1

4!
V (4) (A,α, β, 0) ,

β =
1

6!
V (6) (A,α, β, 0) . (14)

对于一个给定的w值, 参数A, α, β的值可以
通过数值求解方程组 (14)得到 [17], 此外A, α, β的
值也可以通过如下解析的方法求得其近似值.因为
|ψ0 (A,α, β, x) |2 与 |ψ0 (A, 0, 0, x) |2之间的差别非
常的小, 所以可近似认为

∆n(0) ≈ − 1

2wm

∫ ∞

−∞
sin |x′|

wm
|ψ0 (A, 0, 0, x

′)|2dx′
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= − A2

√
πwm

DawsonF
( w

2wm

)
, (15)

式中,

DawsonF (x) = exp(−x2)
∫ x

0

exp(y2)dy.

因为非线性折射率∆n 满足微分方程 (1b), 则有

∆n(2)(0) = − 1

wm
2
(∆n(0) + I) ,

∆n(4)(0) = − 1

wm
2

(
∆n(2)(0) + I(2)

)
,

∆n(6)(0) = − 1

wm
2

(
∆n(4)(0) + I(4)

)
. (16)

式中∆n(i)(0) =
din

dxi |x=0 , I(i) =
di|u|2

dxi |x=0 . 又

根据 (4)式可知V (x) = −∆n(x),因此由 (7)和 (16)
式最终可以得到

V0 ≈ A2

√
πwm

DawsonF

(
w

2wm

)
,

A2 ≈

√
πwm

2

w3

1− w

wm
DawsonF

( w

2wm

) ,
α ≈ − 1

24wm
2

(
2A2

√
πw3

+
1

w4

)
,

β ≈ 1

720wm
2

(
12A2

√
πw5

+
2A2

√
πwm

2w3
+

1

w4wm
2

)
.

(17)

孤子临界功率

Pc =

∫ ∞

−∞
|ψ0 (A,α, β, x)|2dx ≈ A2,

当x→ 0时, 有xDawsonF (x) → 0, 所以在强非局
域 (σ = wm/w ≫ 1) 条件下,

(w/wm)DawsonF (w/2wm) → 0.

则由 (17)式可知, 在强非局域条件下孤子的功率可
表示为

Pc ≈ A2 ≈
√
πwm

2

w3
. (18)

由孤子临界功率的表达式可知, 在强非局域条件下
孤子临界功率与介质非线性响应特征宽度的平方

成正比, 与光束束宽的三次方成反比.
接下来, 在不同的非局域程度下, 使用分步

傅里叶法 [19]数值模拟微扰孤子解的传输情形.由
图 1发现, 就算在强非局域条件下 (σ = 10), 零阶
近似解ψ0 (A, 0, 0, x)在传输的过程中波形也会发

生明显的变化, 不能用来描述介质的孤子状态.而
二阶近似解ψ0 (A,α, β, x)在传输的过程中波形几

乎保持不变, 由此可知二阶近似解比零阶近似解更
精确, 即其能够更好地描述负性向列相液晶中的孤
子状态. 从图 2中可以清楚地看到对于一般非局域
情形, 二阶近似解也能很好地描述孤子状态.
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图 1 零阶近似解 ψ0 (A, 0, 0, x) (a) 和二阶近似解
ψ0 (A,α, β, x) (b) 的数值传输 wm = 10, w = 1,
A = 13.844, α = −0.0768, β = 0.0149

Fig. 1. Propagations of the zeroth approximate so-
lution ψ0 (A, 0, 0, x) (a) and the second approximate
solution ψ0 (A,α, β, x) (b). Parameters are taken as
wm = 10, w = 1, A = 13.844, α = −0.0768, and
β = 0.0149.

-4-3-2-1 0 1 2 3 4 0 5 10 150

10

20

30

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 0 5 10 150

1

2

3

4

5

x

(a)

z

x z

(b)

u
↼x

֒ 
z
)|
2

u
↼x

֒ 
z
)|
2

图 2 不同非局域条件下二阶近似解的传输情形

(a) wm = 5, w = 1, A = 6.997, α = −0.0790,
β = 0.0151; (b) wm = 2, w = 1, A = 3.047,
α = −0.0960, β = 0.0173

Fig. 2. Propagations of the second approximate solu-
tion under different degrees of nonlocality. Parameters
are taken as wm = 5, w = 1, A = 6.997, α = −0.0790,
and β = 0.0151 in (a); wm = 2, w = 1, A = 3.047,
α = −0.0960, and β = 0.0173 in (b).
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3 线性稳定性分析及数值模拟

为讨论亮孤子的稳定性, 对方程 (2)引入扰动
解 [20]

u(x, z) = [φ (x) + µ (x, z) + iυ (x, z)] exp (ikz) ,
(19)

式中, φ (x) 是数值孤子解, 为实函数; k 是传播
常数; µ (x, z)和υ (x, z) 分别为扰动的实部和虚部,
且有 |µ (x, z)| ≪ |φ (x)|, |ν (x, z)| ≪ |φ (x)|.把方
程 (19) 代入方程 (2)经过简化并忽略高阶小量最终
可以得到一个关于微扰的线性方程组:

∂µ

∂z
= −1

2

∂2ν

∂x2
+ kν −∆nν, (20a)

∂ν

∂z
=

1

2

∂2µ

∂x2
− kµ+∆nµ+ φ∆N, (20b)

式中, ∆n =

∫ ∞

−∞
R(x− x′)|φ(x′)|2dx′, ∆N =

2

∫ ∞

−∞
R(x− x′)φ (x′)µ (x′) dx′. 令 µ (x, z) =

µ (x) eδz, ν (x, z) = ν (x) eδz, 并代入到方程组
(20) 中, 可得

δµ = −1

2

d2υ

dx2
+ kυ −∆nυ, (21a)

δυ =
1

2

d2µ

dx2
− kµ+∆nµ+ φ∆N. (21b)

这样, 关于亮孤子的稳定性问题的分析就转化为求
方程组 (21)的本征值 δ 的问题.亮孤子的不稳定性
来源于本征值 δ 的实部Re(δ) > 0, 即扰动会随着
本征值的实部成指数增长.相反地, 若本征值的实

部Re(δ) 6 0, 即扰动始终保持微扰的状态, 此种情
况亮孤子是稳定的.

我们采用虚时间法 [21]迭代孤子解φ (x). 我们
知道, 输入功率越大, 非线性就越强, 对于给定的
wm 迭代出的孤子解的束宽w也就越小, 于是非局
域程度σ = wm/w 就越强. 因此, 迭代不同非局
域程度下的亮孤子解可以通过改变初始迭代功率

的方法来实现. 图 3 (a)和图 3 (b)分别表示强非局
域情形和一般非局域情形下二阶近似解析孤子解

和数值解的波形对照.从图中可以看出：即使在一
般非局域条件下, 二阶近似解析解与数值解都符
合得较好. 在迭代中我们发现, 只有当非局域程度
σ > 1.212 时, 物理模型才存在亮孤子解.孤子功率
和非局域程度之间的关系如图 4 (a) 所示, 而传播
常数与非局域程度之间的关系如图 4 (b)所示. 孤
子解φ (x)得到后, 将其代入本征值方程 (21), 通过
数值计算可以得到本征值实部的最大值Re(δ)max.
关于亮孤子线性稳定性分析的数值计算结果如

表 1所列, 从稳定性分析的结果可知, (亮)孤子在
其存在的非局域程度区间都是稳定的.

表 1 微扰增长率的实部与非局域程度的关系

Table 1. Real part of the perturbation growth rate
Re(δ) for the bright solitons versus the degree of non-
locality σ.

σ 10.534 9.236 8.352 7.287 5.763

Re(δ)×10−13 3.550 3.979 5.462 4.463 3.973

σ 4.208 3.298 2.351 1.761 1.212

Re(δ)×10−13 2.341 5.115 2.842 4.545 8.530
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图 3 二阶近似解析解ψ0 (A,α, β, x)(蓝虚线)与数值解 (黑实线)的波形对比 (a)强非局域情形, 其中, wm = 10,
w = 1, A = 13.844, α = −0.0768, β = 0.0149；(b)一般非局域情形, 其中, wm = 2, w = 1, A = 3.047,
α = −0.0960, β = 0.0173

Fig. 3. Comparison between the analytical solution in the second approximation ψ0 (A,α, β, x) (blue dashed
line) and the numerical solution (black solid line) for the strongly nonlocal case and the general nonlocal
case in (a) and (b), respectively, where parameters are taken as wm = 10, w = 1, A = 13.844, α = −0.0768,
and β = 0.0149 for (a); wm = 2, w = 1, A = 3.047, α = −0.0960, and β = 0.0173 for (b).
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图 4 (a)非局域程度 σ和临界功率Pc的关系; (b) 非局域程度 σ 和传播常数 k的关系

Fig. 4. (a) Relationship of the degree of nonlocality σ and critical power Pc; (b) the relationship of the
degree of nonlocality σ and propagation constant k.

为了验证线性稳定性分析结果的正确性, 以
u(x, 0) = φ(x)(1 + Cρ(x))作为初始输入, 采用分
步傅里叶法数值模拟光束的传输过程.其中φ(x)为

孤子波形, ρ(x) 为最大值小于 1的随机函数, C 为
常数, Cρ(x)代表随机噪声, 可通过改变C的大小

来表示不同强度的噪声. 图 5为加噪声C = 0.05

后,不同非局域条件下的亮孤子的传输图, 从图中
可以看出加了噪声的亮孤子在传输了Z/ZR = 20

个瑞利距离后, 其波形仍然保持不变, 进一步说明
(亮)孤子在存在范围内都是稳定的.
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图 5 不同非局域程度的孤子在初始引入 5% (C = 0.05)

随机噪音后的传输图 (a)σ = 9.236; (b)σ = 1.761; 其
中, Z/ZR为归一化的瑞利距离

Fig. 5. Propagations of solitons in the presence of
input noise with variance C = 0.05 under different
degrees of nonlocality, that is, σ = 9.236 in (a), and
σ = 1.761 in (b). Z/ZR is normalized Rayleigh dis-
tance.

4 结 论

本文用微扰法研究了负性向列相液晶中的

1 + 1维空间光孤子, 得到了近似解析孤子解, 发现
二阶近似解析解比零阶近似解析解更精确.同时,

用虚时间法也迭代出了数值解, 发现数值解和近似
解析孤子解即使在一般非局域程度下也复核得相

当好.同时发现, 亮孤子只有在非局域程度大于某
一临界值时才会存在.为讨论孤子的稳定性, 做了
线性稳定性分析, 结果显示所有的亮孤子均是稳定
的, 进一步的数值模拟也证实了线性稳定性分析的
结果.

附录A
模型的孤子解可以写成如下形式: u(x, z) =

φ (x) exp (ikz) , 把孤子解代入方程 (1a)中可得到

d2φ

dx2
+ 2(∆n(x)− k)φ = 0,

对于上述方程, φ(x)存在的条件是至少在某些区域有

k < ∆n(x)成立 [22], 而在介电负性液晶模型中, 在光束存

在区域∆n(0)的值最大, 既有∆n(x) 6 ∆n(0), 而我们很

容易证明∆n(0) < 0, 则有∆n(x) < 0, 所以有 k < 0 [23].
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Abstract
In this paper, we systematically study the (1+1)-dimensional spatial optical solitons in nematic liquid crystals with

negative dielectric anisotropy. Firstly, with the perturbation method, we obtain a (1 + 1)-dimensional soliton solution
in the second approximation.Numerical simulations confirm the analytical soliton solution in the strongly nonlocal case,
the critical power of a strongly nonlocal solition is directly proportional to w2

m/w3, where wm is a characteristic length of
the material response, and w is the soliton width. Secondly, the soliton solutions in nematic liquid crystal with negative
dielectric anisotropy are obtained by numerical computation. It is found that the bright solitons exist only when the
degree of nonlocality is above a critical value. The analytical solutions in the second approximation accord with the
numerical ones very well even under the general degree of nonlocality. Finally, to investigate the stability, we conduct the
linear stability analysis, and find that all the solitons are stable, which is also confirmed by the numerical simulations.

Keywords: spatial optical solitons, nematic liquid crystals with negative dielectric anisotropy, perturba-
tion method, linear stability analysis
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