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气体相与颗粒相混合流场的声速研究, 由于具有重要的基础理论价值与广泛的工程应用背景, 逐渐受到
人们重视. 针对稠密可压缩气粒两相流动, 综合考虑颗粒相所占空间体积以及颗粒间相互作用, 推导给出了
新的等熵声速计算公式; 新公式包含了已有的纯气体、稀疏气粒两相流情形的计算公式作为其特例, 一方面验
证了公式推导的正确性, 另一方面说明新公式更具有通用性; 分析了不同颗粒质量分数条件下的声速变化规
律, 相应结果与普朗特的理论分析符合, 特别对于稠密气粒两相流动工况得到了一些新的物理认识; 开展了颗
粒间相互作用建模参数的物理分析, 揭示了其对气粒两相流动声速的影响机理. 本文取得的成果为稠密可压
缩气粒两相流动研究以及相关工程应用提供理论支撑.

关键词: 稠密气粒两相流, 可压缩流, 等熵声速, 计算建模
PACS: 47.61.Jd, 47.40.–x, 43.28.Mw, 73.43.Cd DOI: 10.7498/aps.65.094702

1 引 言

等熵声速的实验测量和理论计算公式推导是

流体系统的基本研究内容之一. 流速与声速的比值
用来确定流动属于亚声速、跨声速和超声速流, 不
同的流动范畴, 流场特征具有本质的差别 [1]; 在可
压缩流体动力学中常常涉及激波的研究, 而固定马
赫数的激波速度正比于当地声速, 因此激波传播时
序过程的正确性直接依赖于声速计算的准确性.

关于声速的研究多针对单相流场, 而自然界、
工业生产以及工程应用中广泛存在两相或多相流

场, 如沙尘暴、雾霾、石油勘探、流化床、粉尘爆
炸、内燃机中的喷雾燃烧、火箭发动机喷管流动、反

应堆热工小破口事故中的两相临界流、内爆压缩

工程中的喷射混合等 [2−10]. 两相或多相流场的声

速研究, 由于具有强烈的应用背景, 逐渐引起大家
的关注. 已有的研究工作主要集中在气液两相流
动 [11−14], 特别是液体中包含小体积份额气泡 (体
积分数小于 1%)的流场声速, 实验及理论上已做了
充分研究 [3]. 对于液体复合物的两相流动, 如石油
和水, 从基本定义出发基于各向同性液体的线性混
合规则, 也获得了相应的声速计算表达式 [15]. 然
而, 针对气粒两相流的声速计算建模研究相对较
少. 特别由于气粒两相流与气液两相流在流动结
构、流场型态等方面存在较大差异, 因此仍有大量
的基础性工作需要开展.

目前, 关于气粒两相流场等熵声速的研究主要
关注稀疏工况 [16], 在气粒两相松弛平衡、冻结平衡
条件下, 通过平衡悬浮体的热力学关系, 已经推导
得到了有效的等熵声速计算公式 [17]. 本文在已有
成果的基础上, 进一步针对稠密气粒两相流的声速
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计算建模开展理论研究, 综合考虑颗粒相所占据的
空间体积以及颗粒间相互作用的影响, 推导给出了
新的声速计算公式. 新公式可应用于稀疏到稠密的
多种工况. 进一步细致研究了不同颗粒质量分数条
件下的声速差异, 并对其产生的原因进行了分析,
同时揭示了颗粒相压力建模参数对气粒两相流场

声速计算的影响规律与物理机制.

2 声速的计算建模及公式推导

2.1 基本假设与关键物理量表征

对于和外界没有热量交换的气粒两相平衡流

动, 流场热力学状态变化是等熵的 [18], 这种情况下
讨论两相混合物的等熵声速. 进一步做如下基本假
定: 气相遵循多方气体状态方程 [19]; 颗粒相由钢性
颗粒组成, 比热为常数; 颗粒均匀分布于初始流场;
无相变, 无化学反应; 考虑颗粒相占据空间体积, 考
虑颗粒间相互作用产生的压力效应, 不考虑颗粒布
朗运动对两相混合物压强的贡献 [18].

基于上述基本假定, 可以推导表征气粒两
相混合物的关键物理量. 混合物密度为 ρ =

(1− ϕ)ρmg + ϕρmp, 其中ϕ为颗粒相体积分数, ρmg

为气相物质密度, ρmp为颗粒相物质密度; 混合物
的比内能 e = (1− εm)eg + εmep, 其中 εm为颗粒相

质量分数, 气相比内能 eg = cvgT , cvg为气相定容

比热, T为两相温度, 颗粒相比内能 ep = cvpT , cvp

为颗粒相定容比热; 混合物压力 p = pg + pp, 其中
pg为气相压力, 由气相状态方程计算, pp为颗粒相

压力, 采用如下唯象计算公式 [20]:

pp(ϕ) = ps
ϕβ

max[ϕcp − ϕ, ε(1− ϕ)]
, (1)

其中 ps为压力量纲, 这里取 ps = pg, ϕcp为密实填

充时的颗粒相体积分数, β为常数, 推荐2 6 β 6 5,
ε为避免接近密实填充时出现奇性常数, 这里取
ε = 10−7. 记

f(ϕ) =


ϕβ

ϕcp − ϕ
, if ϕcp − ϕ > ε(1 − ϕ)

ϕβ

ε(1− ϕ)
, if ϕcp − ϕ < ε(1 − ϕ)

, (2)

则pp(ϕ) = pgf(ϕ). 由

f ′(ϕ) = f(ϕ)

(
β

ϕ
+ a

f(ϕ)

ϕβ

)
> 0,

其中

a =

1, if ϕcp − ϕ > ε(1 − ϕ)

ε, if ϕcp − ϕ < ε(1 − ϕ)
,

可以看到 f(ϕ)为ϕ的单调递增函数, 即颗粒相体积
分数越大, 颗粒相压力越大.

2.2 等熵声速计算公式

我们将首先给出气粒两相平衡流场状态方

程形式, 基于状态方程, 由等熵声速基本定义
CS =

√(
∂p/∂ρ

)
S
来推导具体计算公式.

气相遵循多方气体状态方程: pg = (γg −
1)ρmgeg, 其中γg为气相比热比, 则混合物压力为

p = (γg − 1)ρmgeg(1 + f(ϕ)). (3)

因为混合物比内能

e = (1− εm)cvgT + εmcvpT = cvT, (4)

其中混合物定容比热 cv = (1− εm)cvg + εmcvp, 从
而

eg =
1− εm

cvp
cv

1− εm
e.

将ρmg = ρ
1− εm
1− ϕ

及 eg表达式代入 (3)式, 可得

p = (γ − 1)ρe, (5)

其中

γ = 1 + (γg − 1)(1 + f(ϕ))
1− εm
1− ϕ

× 1

(1− εm) + εmδγg
, (6)

(6)式中 δ = cvp/cpg, cpg为气相定压比热.
可以看到, 气粒两相混合物状态方程 (5)与多

方气体状态方程形式上完全一致. 不同的是, 这
里混合物比热比γ不一定为常数, 其与流动状态ϕ,
εm以及颗粒间相互作用 f(ϕ)相关. 由于颗粒均匀
分布于初始流场且气粒两相等速, 所以 εm为常数.
又由于颗粒相体积分数ϕ =

εm
ρmp

ρ, 钢性颗粒ρmp

为常数, 因此体积分数ϕ线性正比于混合物密度ρ,
从而γ = γ(ϕ(ρ)) = γ(ρ), 即气粒两相平衡流场遵
循p(ρ, e)形式状态方程.

对于纯气体流场ϕ = 0, εm = 0, f(ϕ) = 0, 则
γ = γg, 即推导得到的混合物比热比γ的计算 (6)
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式自然退化为纯气体比热比. 对于稀疏气粒两相
流, 由于1− ϕ ≈ 1, f(ϕ) ≈ 0, 因此

γ ≈ γg

1 +
εm

1− εm
δ

1 +
εm

1− εm
δγg

,

即 (6)式直接退化为稀疏气粒两相流的比热比 [18].
下面推导混合物等熵声速平方的计算公

式, 由定义C2
S =

(
∂p/∂ρ

)
S

. 对混合物状态方程
p = p(ρ, e)做全微分

dp =

(
∂p

∂ρ

)
e

dρ+
(
∂p

∂e

)
ρ

de,

则有

C2
S =

p

ρ
+

p

γ − 1

∂γ

∂ρ
+ (γ − 1)ρ

(
∂e

∂ρ

)
S

.

利用 (6)式得

∂γ

∂ρ
=

εm
ρmp

(γ − 1)

[
1

1− ϕ
+

f ′(ϕ)

1 + f(ϕ)

]
.

由热力学第一定律

T dS = de+ pdτ = de− p

ρ2
dρ,

(
τ =

1

ρ

)
,

从而
(
∂e/∂ρ

)
S
= p/ρ2. 综上整理可得

C2
S =

p

ρ

[
1

1− ϕ
+ ϕ

f ′(ϕ)

1 + f(ϕ)
+ (γ − 1)

]
. (7)

从 (7)式可以看到, 对于稠密气粒两相流, 等熵声速
平方计算公式不再具有 c2 =

γp

ρ
的简单形式.

对于纯气体情况, ϕ = 0, εm = 0, f(ϕ) = 0,
f ′(ϕ) = 0, γ = γg, p = pg, ρ = ρmg, 从而由 (7)式
计算得到C2

S = γgpg/ρmg, 即与已有公式一致; 对
于稀疏气粒两相流情形, 由于1− ϕ ≈ 1, f(ϕ) ≈ 0,

f ′(ϕ)≈0, γ ≈ γg

1 +
εm

1− εm
δ

1 +
εm

1− εm
δγg

, p≈pg = ρmgRgT,

其中Rg为气体常数, 所以C2
S ≈ γ(1− εm)RgT , 与

文献 [18]中计算公式一致. 故我们推导给出的气粒
两相混合物比热比计算 (6)式与等熵声速平方计算
(7) 式, 均包含文献中已有的相应计算公式为其特
例. 一方面说明我们得到的新公式应用范围更广,
另一方面在一定程度上验证了本文声速计算建模

的正确性.

3 气粒两相流等熵声速物理规律分析

本文主要研究气体与金属颗粒构成的混

合体系. 气相材料取为氦气, 初始压力设置
为 0.01 GPa, 初始温度设置为 300 K, 初始密度
ρmg0 = 1.6 × 10−2 g/cm3, 定压比热 cpg = 5.193

J/g·K, 比热比γg = 1.66. 颗粒相材料取为铅, 密度
ρmp = 11.4 g/cm3, 定容比热 cvp = 0.128 J/g·K.

构造气粒混合物时, 考虑颗粒占据空间体
积效应, 即加入颗粒后气体物质密度为 ρmg =

ρmg0/(1− ϕ), 故由关系式
ϕ

1− ϕ
=

εm
1− εm

ρmg
ρmp

,

得ϕ =
εm

1− εm

ρmg0
ρmp

. 颗粒相体积分数ϕ与颗粒相

质量分数 εm的关系如图 1所示. 从图中可以看到,
由于气体、金属颗粒物质密度差异较大, 密度比
为10−3量级, 因此在颗粒相质量分数 [0, 0.9862]宽
广的范围内, 曲线变化平缓, 颗粒相体积分数均在
10%以下. 之后曲线斜率急剧上升, 当颗粒相质
量分数在 99.72%以上时, 颗粒相体积分数将大于
50%. 本文划分三个典型的质量分数区间, 分别为
[0, 0.9862], [0.9862, 0.9972], [0.9972, 0.998], 相对
应的体积分数区间为 [0, 0.1], [0.1, 0.5], [0.5, 0.7],
涵盖了稀疏到稠密的气粒两相流工况.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

εm=0.9862, φ=0.10

εm=0.9972, φ=0.50

φ

εm

图 1 颗粒相体积分数与质量分数的关系

Fig. 1. Relationship between the volume fraction and
the mass fraction of particle phase.

我们对不同颗粒相质量分数区间下的气粒两

相流等熵声速变化的物理规律以及唯象建模参数

对结果的影响机理进行了研究. 图 2给出了颗粒质
量分数 [0, 0.9862]范围内的声速计算结果. 可以看
到, 随着颗粒质量分数的增加, 声速单调减小, 由纯
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气体声速1000 m/s量级下降到100 m/s量级. 理论
计算结果与普朗特的定性分析结果吻合 [16], 即颗
粒相体积分数较低时, 气粒两相流具有接近气体的
可压缩性, 而金属颗粒的存在致使混合物的密度比
气体密度大得多, 声速必将减少. 由于此阶段颗粒
体积分数较小, 在10%以下, 颗粒间相互作用较弱,
颗粒相压力建模参数影响较小, 因此不同建模参数
下的结果接近, 最大相对差异在3%以内.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0

200

400

600
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φcp=0.78

φcp=0.82
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β=3

β=4

β=5

εm

图 2 颗粒质量分数 [0, 0.9862]范围等熵声速变化规律
Fig. 2. The change of isentropic sonic speed in the
range of particle mass fraction [0, 0.9862].
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图 3 颗粒质量分数 [0.9862, 0.9972]范围等熵声速变化规律
Fig. 3. The change of isentropic sonic speed in the range
of particle mass fraction [0.9862, 0.9972].

图 3给出了颗粒质量分数 [0.9862, 0.9972]范
围内的声速计算结果. 不同建模参数的结果均显
示, 此质量分数区间内声速变化规律不同于稀疏气
粒两相流范畴的声速变化规律. 随着颗粒质量分
数的增加, 声速不再具有单调减小的性质, 而是先
减小后增加. 随着流场逐渐进入稠密气粒两相流
范畴, 建模参数的影响显现. 由于此颗粒质量分数
区间内, 颗粒体积分数远离密实填充时的颗粒体积
分数, 因此建模参数ϕcp的影响较小, 而建模参数β

的影响较大. 图 3中上图结果表明, 固定β = 2, ϕcp

引起的最大相对差异在 20%以内, 下图结果表明,
固定ϕcp = 0.74, β导致的相对差异可达64%.
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图 4 不同参数下的声速最小值及其对应的体积分数

Fig. 4. The minimum sonic speed and the correspond-
ing volume fraction with different parameters.

进一步, 由图 3结果我们给出不同参数下的
声速最小值及其对应的质量分数和体积分数, 如
图 4所示. 计算结果表明, 随着ϕcp及β的增加, 最
小声速点对应的质量分数和体积分数增加, 而最
小声速点值减小. 理论建模参数ϕcp对声速最小值

及其对应的质量分数、体积分数的影响较小, β的
影响较大. 本文参数范围内, ϕcp的增加使声速最
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小值的相对变化小于 3%, 质量分数相对变化小于
0.04%, 体积分数相对变化小于 7%; β的增加使声

速最小值的相对变化小于 17%, 质量分数相对变
化小于 0.2%, 体积分数相对变化小于 43%. 总的
来说, 在所考虑的参数变化范围内, 声速最小值为
100 m/s量级, 远小于气体 1000 m/s量级, 所以对
于体积分数在 22%—31%的气粒两相流很容易达
到超声速条件.
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图 5 颗粒质量分数 [0.9972, 0.998]范围等熵声速变化
规律

Fig. 5. The change of isentropic sonic speed in the
range of particle mass fraction [0.9972, 0.998].

颗粒质量分数在 [0.9972, 0.998]范围内的声速
计算结果及变化规律, 见图 5 . 此时, 完全属于稠
密气粒两相流范畴, 颗粒间相互作用增强且随着
质量分数增加逐渐起主导作用, 气粒两相混合物
的声速必然向颗粒材料声速趋近, 呈现单调递增
的曲线特征. 此时建模参数将产生较大的影响, 引
起的差异逐渐从倍数到量级. 当颗粒体积分数接
近密实填充时的体积分数时, 建模参数ϕcp的影

响将大于β的影响. 可以看到, β固定时, 声速随
ϕcp的增加而减小, ϕcp固定时, 声速随β的增加而

减小, 即稠密情形下声速为参数β和ϕcp的递减函

数. 在接近密实填充时, 建模参数引起的差异最

大: β = 2时, ϕcp = 0.74较ϕcp = 0.86的声速大

746 m/s; ϕcp = 0.74时, β = 2较β = 5的声速大

430 m/s.
下面我们将通过对颗粒相压力理论建模参数

的物理分析, 揭示其对等熵声速物理规律的影响机
理. 为了便于讨论, 将 (4)和 (5)式代入 (7)式后开
平方, 得到如下形式的等熵声速计算公式:

CS =√
(γ − 1)

[
1

1− ϕ
+ ϕ

f ′(ϕ)

1 + f(ϕ)
+ (γ − 1)

]
cvT .

(8)
对于确定的气粒混合状态, 即混合温度T、气

体及颗粒材料物性参数确定. 当质量分数 εm固

定后, 由于体积分数ϕ、混合物定容比热 cv与颗

粒相压力建模参数无关, 所以也为固定值. 因此
从 (8)式可以看到, 建模参数对声速值的影响体

现在对
f ′(ϕ)

1 + f(ϕ)
及混合物比热比 γ上. 对于颗粒

密实填充时的体积分数ϕcp, 实验上相对比较容
易测得. 记V 为气体和密实颗粒占据的空间体积

和, Mp为体积V 内的颗粒总质量, 则可计算求得
ϕcp =

Mp
V ρmp

. 因此, 这里仅讨论建模参数β对声速

的影响机理. 选取β作用最大的工况, 即固定颗粒
质量分数 εm = 0.998, 此时颗粒体积分数ϕ = 0.7.
对于确定的ϕcp, β对

f ′(ϕ)

1 + f(ϕ)
及 γ的影响分别如

图 6和图 7所示. 从图 6中的结果可以看到, 对于固
定的ϕcp, β对 f ′(ϕ)

1 + f(ϕ)
几乎无影响, 不同参数值引

起的相对差异在 5%以内. 另外, 随着ϕcp的增加,
f ′(ϕ)

1 + f(ϕ)
将减小. 图 7中给出了γ的变化规律, 图

中结果显示, β对γ影响较大. 对于固定的ϕcp, 随
着β的增加, γ逐渐减小, 最大相对误差可达 55%.
同样, 对于固定的β, 随着ϕcp的增加, γ逐渐减小.
上述结果结合 (8)式, 解释了图 5中声速随着ϕcp, β
的增加而减小的原因.

综合比较图 6和图 7结果可以发现, 建模参数
β对声速的影响主要体现在对混合物比热比 γ的

影响上. 人们对参数β的认识多为颗粒相压力建

模固有参数, 在实际工程应用中, 由标定实验确定
β的具体取值 [21,22]. 本文研究结果提示, 可以从
平衡悬浮体的热力学性质的角度来理解其物理含

义. 由于一般情况下, 气体材料 γ < 2, 凝聚介质
材料 γ > 2 [19], 因此接近密实填充时, 如图 7 中
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ϕcp = 0.74的结果所示, β的取值反映了气粒两相
混合物的物性是更接近气体材料物性, 还是更接
近颗粒材料物性, 这样在声速计算上就会产生比
较大的差异. 而在远离密实填充情况下, 如图 7中
ϕcp = 0.86的结果所示, β的取值一定程度上决定
了气粒两相混合物的物性是更接近单原子气体氦

气的物性, 还是更接近 “多原子气体”的物性. 理论
上获得的这一新的认识, 有助于理解气粒两相混合
物的物性性质, 可以为建模参数确定提供参考, 非
常值得后续进一步开展深入研究.
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图 6 建模参数 β对
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Fig. 6. The influence of parameter β on f ′(ϕ)
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.
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图 7 建模参数 β对 γ的影响

Fig. 7. The influence of parameter β on γ.

4 结 论

本文针对稠密可压缩气粒两相流动, 开展等熵
声速计算建模, 并进一步研究了不同颗粒质量分数
条件下声速变化的物理规律以及建模参数对声速

的影响机理. 得到的主要结论如下: 1)综合考虑颗
粒相所占空间体积以及颗粒间的相互作用, 建立了

新的等熵声速计算公式; 2)理论计算结果显示, 声
速变化的总体物理规律是随着颗粒质量分数的增

加先减小而后增加, 气粒两相流动的等熵声速在很
大范围内远小于气体声速, 因此很容易达到超声速
条件; 3)颗粒体积分数在 10%以下时, 声速随着颗
粒质量分数的增加而单调递减, 此阶段颗粒相压力
建模参数影响可忽略, 因此基本可认为流动属于稀
疏气粒两相流动范畴; 颗粒体积分数在 10%以上
时, 声速随着颗粒质量分数的增加呈现先减小而后
增加的特征, 此阶段颗粒相压力建模参数将产生较
大影响, 流动逐渐进入稠密气粒两相流动范畴; 4)
在颗粒密实填充体积分数固定的情况下, 建模参数
主要影响气粒混合物的比热比; 进一步的物理分析
发现, 颗粒相压力建模参数在一定程度上反映了气
粒两相混合物的物性特征.
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Abstract
Study of isentropic sound speed of two-phase or multiphase flow has theoretical significance and wide application

background. As is well known, the speed of sound in fluid containing particles in suspension differs from that in the pure
fluid. In the particular case of bubbly liquids (gas liquid two-phase flow), the researches find that the differences can be
drastic. Up to now, the isentropic speed of sound in the flow field with a small volume fraction of bubbles (less than 1%),
has been investigated fully both experimentally and theoretically. In this paper, we consider another situation, as the case
with solid particles in gas, which is the so-called gas particle two-phase flow. Although many results have been obtained
in gas liquid two-phase flow, there is still a lot of basic work to do due to the large differences in the flow structure and
flow pattern between gas particle two-phase flow and gas liquid two-phase flow. Treating the gas particle suspension as
the relaxed equilibrium, thermodynamic arguments are used to obtain the isentropic speed of sound. Unlike the existing
work, we are dedicated to developing the computational model under dense condition. The space volume occupied by
particle phase and the interaction between particles are overall considered, then a new formula of isentropic sound speed
is derived. The new formula includes formulae of the pure gas flow and the already existing dilute gas particle two-phase
flow as a special case. On the one hand, the correctness of our formula is verified. On the other hand, the new formula is
more general. The variations of sound speed with different mass fractions of particle phase are analyzed. The theoretical
calculation results show that the overall physical law of sound speed change is that with the increase of the particle mass
fraction, the sound speed first decreases and then increases. The velocity of sound propagation in gas particle two-phase
flow is far smaller than in pure gas in a wide range, so it is easy to reach the supersonic condition. When the particle
volume fraction is below 10%, the result is consistent with Prandtl theoretical analysis. In this range, the influences of the
particle phase pressure modeling parameters can be neglected. When the particle volume fraction is more than 10%, the
particle phase pressure modeling parameters produce influences. Furthermore the corresponding physical principles and
the mechanisms are discussed and revealed. The new formula and physical understandings obtained in this paper will
provide a theoretical support for the researches of dense gas particle two-phase compressible flow and related engineering
applications.

Keywords: dense gas particle two-phase flow, compressible fluid, isentropic speed of sound, computa-
tional modeling
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