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弱熔体对流对定向凝固中棒状共晶生长的影响

徐小花1) 陈明文1)† 王自东2)‡

1)(北京科技大学数理学院, 北京 100083)

2)(北京科技大学材料科学与工程学院, 北京 100083)

( 2016年 1月 27日收到; 2016年 4月 20日收到修改稿 )

利用渐近方法求出在弱对流熔体中定向凝固棒状共晶生长的浓度场的渐近解, 研究了弱熔体对流对定向
凝固中棒状共晶生长的影响. 结果表明, 弱熔体对流对定向凝固中棒状共晶生长有显著的作用; 平均界面过
冷度不仅与棒状共晶的棒间距、生长速度有关, 还与流动强度有关; 当生长速度一定时, 随着流动强度增大,
棒状共晶的平均界面过冷度减小. 利用最小过冷原则, 获得棒间距与生长速度和流动强度的关系. 结果表明,
当生长速度比较小时, 随着流动强度增大, 棒状共晶的棒间距增大; 当生长速度比较大时, 随着流动强度增大,
棒状共晶的棒间距变化减弱; 棒状共晶的生长速度越小, 流动对棒状共晶生长的影响越大. 利用本文的解析
结果计算在对流条件下Al-Cu共晶的棒间距, 结果显示随着转速增大或径向距离增大, 共晶的间距增大, 这与
Junze等的实验结果相符合.

关键词: 棒状共晶, 熔体对流, 棒间距, 平均界面过冷度
PACS: 64.70.D–, 81.30.Fb, 47.55.P– DOI: 10.7498/aps.65.136401

1 引 言

熔体对流对共晶生长的影响是材料科学领域

的重要研究课题, 自 Jackson和Hunt (JH) [1]提出

并研究经典的共晶生长理论模型以来, 共晶生长
的实验与理论研究取得了很大的进展 [2−10]. 为了
和重力环境下共晶合金的实验作对照, Pirich和
Larson [11]在太空中进行了关于MnBi-Bi共晶合金
的实验, 观察到当消除熔体中重力引起的沉降和
浮力对流时, 共晶的棒间距相对于地面实验显著
减小, 几乎只有在同等实验条件下地面测得棒间
距的一半. Muller和Kyr [12]在微重力条件下进行

了关于 Insb-Nisb共晶合金的实验, 得到与Pirich
和Larson一致的结论. Quenisset和Naslain [13]用

数值模拟的方法研究强迫对流对层状共晶合金的

层间距的影响, 结果显示流动强度越大层状共晶

的层间距也越大. Baskaran和Wilcox [14]用中心有

限差分的方法研究对流对体积分数为 50%和 33%
的层状共晶合金的层间距的影响, 他们发现层状
共晶的层间距随着搅拌强度的平方的增加而增加,
当生长速度比较小时搅拌强度对层状共晶的层间

距的影响尤其明显. Caram等 [15]在Baskaran和
Wilcox二维模型的基础上研究对流对三维棒状共
晶合金的棒间距的影响, 他们发现棒状共晶的棒间
距随着流动强度平方的增加而增加. Ma等 [16]用

解析的方法研究弱熔体对流对层状共晶合金的层

间距的影响, 结果显示随着流动强度增大, 层状共
晶的层间距也随之增大. Coriell等 [17]用数值方法

研究由于密度不同引起的熔体对流对层状共晶合

金生长行为的影响, 结果显示考虑熔体对流时, 熔
体中溶质的有效扩散系数增大, 层状共晶的液/固
界面前沿平均过冷度减小, 层状共晶的层间距增
大. 张伟强等 [18]对存在熔体对流作用时Al-CuAl2
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共晶合金的层间距进行数值求解, 结果显示熔体
对流使Al-CuAl2共晶合金稳态生长的层间距增加,
当层状共晶的生长速度越小时, 熔体对流对层状共
晶的层间距的影响越大. Zhang等 [19]用数值的方

法研究横向流对层状共晶合金层间距的影响, 结果
显示熔体对流使得层状共晶的层间距增大, 共晶组
织的粗化效果依赖于层状共晶的生长速度. 本文利
用渐近方法研究棒状共晶稳定生长的形态, 探讨熔
体对流对定向凝固棒状共晶在过冷熔体中的演化

行为的影响.

2 理论模型

考虑弱熔体对流对棒状共晶的演化行为的影

响. 典型的棒状共晶结构横截面可以简化成由
图 1 (a)所示的规则六边形单元构成并且用半径
r = rα + rβ的圆近似代替正六边形, 其中 rα和 rβ

分别表示α相和β相间距的一半. 因周期对称性,
分析该单元一半 (λ/2)的界面, 如图 1 (b), 其中λ

表示棒状共晶的棒间距, λ = 2(rα + rβ). 假设棒
状共晶在界面速度V 的移动圆柱坐标系中, 穿过
横截面的横向流U , 它穿过x轴和 y轴, 如图 2所
示. 假设横向流U的流动强度是一个常量, 即x方

向的流动强度Gux = dUx/dz和 y方向的流动强

度Guy = dUy/dz都为常数, 其中Gux和Guy分别

表示横向流U在x方向和y方向的流动强度, Ux和

Uy分别表示横向流U在x方向和 y方向的分量, 横
向流U在圆柱坐标系中可以表示为 [15]

U = (Guxz cos θ +Guyz sin θ,

−Guxz sin θ +Guyz cos θ, 0), (1)

其中Guxz表示横向流U在x轴方向的分量, Guyz

表示横向流U在 y轴方向的分量. 为了简化问题设
Gux = Guy = Gu, Gu为表示流动强度的常数. 在
稳定状态条件下, 溶质扩散的控制方程如下:

D∇2C + V
∂C

∂z
−U · ∇C = 0, (2)

其中D为溶质扩散系数, ∇2为拉普拉斯算子, C为
溶质浓度. 当忽略熔体对流对棒状共晶生长行为的
影响时, Jackson和Hunt [1]求出了溶质扩散控制方

程 (2)的解析解并且获得了棒状共晶的棒间距λJH

的表达式.

选择棒状共晶的棒间距λ作为长度尺度定义

无量纲量, r̄ = r/λ, z̄ = z/λ, 对于弱熔体对流, 无
量纲量 ε = Guλ

2/D可以作为小参数 ε, 于是溶质
扩散控制方程用无量纲量表示, 为了简便起见, 省
略无量纲量头上的符号 “−”, 得到

∂2C

∂r2
+

1

r

∂C

∂r
+

∂2C

∂z2
+

1

r2
∂2C

∂θ2
+ Λ

∂C

∂z

− εz(cos θ + sin θ)
∂C

∂r

− εz(− sin θ + cos θ)1
r

∂C

∂θ
= 0. (3)

其中Λ = V λ/D. 相应的边界条件为

C = Ce + C∞, z = ∞, (4)
∂C

∂r
= 0, r = 0, r =

1

2
, (5)

∂C

∂z
|z=0 = −ΛCα

0 , 0 6 r < rα/λ, (6)
∂C

∂z
|z=0 = ΛCβ

0 , rα/λ < r 6 1

2
, (7)

其中Ce表示共晶成分, C∞表示远离界面处液相中

的溶质浓度与共晶成分的差. Cα
0 和Cβ

0 分别表示α

相和β相液/固界面前沿的浓度差, 它们是由相图
决定的常数, 如图 3所示.

x

α

β

λ

rα⇁rβ

rα

α β

λ/2

y

(a)

z

r

(b)

图 1 棒状共晶横截面的几何分布 (a)和界面形状 (b)
Fig. 1. Simplified geometry (a) and interface profile
(b) assumed for the rod eutectic microstructure.

x

Ux

y

Uy

z
V

rα

rα⇁rβ

图 2 棒状共晶的三维模型图

Fig. 2. The three-dimensional domain modeled.
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0

α

α

β

β

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

C0C0

C0
o

图 3 定义Cα
0 , Cβ

0 和Co
0 的相图

Fig. 3. Phase diagram showing definition of Cα
0 , Cβ

0 and Co
0 .

3 渐近解

对于弱熔体对流, 考虑 ε为小参数的情形,
ε ≪ 1, 寻求浓度的渐近解

C = C0 + εC1 + · · ·. (8)

将 (8)式代入到 (3)—(7)式中得到各阶项满足的
方程:

∂2C0

∂r2
+

1

r

∂C0

∂r
+

∂2C0

∂z2

+
1

r2
∂2C0

∂θ2
+ Λ

∂C0

∂z
= 0, (9)

C0 = Ce + C∞, z = ∞, (10)
∂C0

∂r
= 0, r = 0, r =

1

2
. (11)

结合方程和界面条件, 可知C0与角度 θ无关, 利
用分离变量法求解上微分方程, 设C0(r, z) =

R(r)Z(z)+Ce+C∞, 满足有界条件 (10)的有界解:

R(r) = anJ0(2γnr),

Z(z) = bn e−
Λ+

√
Λ2+16γ2

n
2 z, (12)

其中 an, bn (n = 0, 1, 2, · · · )是待定常数, γn是

J1(x) = 0的根, γn ≈ nπ. 于是溶质扩散控制方
程的首阶近似解为

C0 = Ce + C∞ +A0 e−Λz

+

∞∑
n=1

AnJ0(2γnr) e−2γnz, (13)

结合界面的溶质守恒条件 (6)和 (7), 求得A0和An

A0 =
( rα
rα + rβ

)2

Co
0 − Cβ

0 ,

An =
2V Co

0rα
[γnJ0(γn)]2D

J1

( γnrα
rα + rβ

)
, (14)

其中Co
0 = Cα

0 + Cβ
0 .

浓度分布的一阶近似方程为

∂2C1

∂r2
+

1

r

∂C1

∂r
+

∂2C1

∂z2
+

1

r2
∂2C1

∂θ2
+ Λ

∂C1

∂z

= z(cos θ + sin θ)

∞∑
n=1

An(−2γn)

× J1(2γnr) e−2γnz, (15)

方程的近似解为

C1 =
∞∑

n=1

An
1

Λ

(
z − 2

Λ

)
e−2γnzJ1(2γnr)

× (sin θ + cos θ). (16)

最后获得浓度C的渐近表达式:

C = Ce + C∞ +A0 e−Λz

+
∞∑

n=1

An e−2γnz
[
J0(2γnr)

+
ε(sin θ + cos θ)

Λ

(
z − 2

Λ

)
J1(2γnr)

]
. (17)

凝固界面前沿液/固相的平均成分, α相的平均界

面浓度 C̄α,

C̄α =

(∫∫
rdrdθ

)−1 ∫∫
C(r, θ, 0)rdrdθ

= Ce + C∞ +A0

+
4V (rα + rβ)

D
Co

0

(
M − 2ε

Λ2
Mα

)
, (18)

其中

M =

∞∑
n=1

(
1

γn

)3
J2
1 (γn

√
f)

J2
0 (γn)

,

Mα =
4

π

∞∑
n=1

1√
f

1

γ4
n

J1(γn
√
f)

J2
0 (γn)

×
∫ γn

√
f

0

J1(t)tdt, (19)

式中 f为体积分数, f = r2α/(rα + rβ)
2.

由 (19)式可求得在不同体积分数下M和Mα

的值, 由表 1可以可知Mα ≈ M .
用M替换Mα, 于是 (19)式可以表示为

C̄α ≈ Ce + C∞ +A0

+
4V (rα + rβ)C

o
0

D

(
1− 2ε

Λ2

)
M. (20a)

同理可以得到β相的平均界面浓度,

C̄β ≈ Ce + C∞ +A0

− 4V r2α(rα + rβ)C
o
0

[(rα + rβ)2 − r2α]D

(
1− 2ε

Λ2

)
M. (20b)
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表 1 不同体积分数下M 和Mα的值

Table 1. Numerical calculation of M and Mα for different volume fraction.

f 0.200 0.210 0.220 0.230 0.240 0.250 0.260 0.270 0.280 0.290 0.300

M 0.041 0.041 0.041 0.040 0.040 0.040 0.040 0.040 0.039 0.038 0.038

Mα 0.044 0.043 0.042 0.042 0.041 0.041 0.040 0.039 0.038 0.037 0.036

如果忽略界面的平均动力学过冷度, 那么α相

和β相的平均界面过冷度∆Tα和∆Tβ分别表示为

∆Tα = mα

[
C∞ +A0 +

4V (rα + rβ)C
o
0

D

×
(
1− 2ε

Λ2

)
M

]
+

2aLα
rα

, (21a)

∆Tβ = mβ

[
− C∞ −A0 +

4V r2α(rα + rβ)C
o
0

[(rα + rβ)2 − r2α]D

×
(
1− 2ε

Λ2

)
M

]
+

2aLβ rα

(rα + rβ)2 − r2α
,

(21b)

其中mα和mβ为α相和β相的液相线斜率,规定取
正值; aLα和aLβ为与α相和β相有关的曲率常数.

由于热扩散速度远大于溶质扩散速度, 共晶
生长时液/固界面处α相和β相应处于相同的温度,
即∆Tα = ∆Tβ . 利用这个关系式消去 (C∞ + A0)

后得到平均界面过冷度和棒状共晶的棒间距、生长

速度之间的关系式:

∆T

(
1

mα
+

1

mβ

)
= V λQL +

aL

λ
, (22)

其中∆T是平均界面过冷度, QL, aL分别如下:

QL =
2Co

0M(1− 2ε/Λ2)

(1− f)D
,

aL = 4
√
f

[
aLα
fmα

+
aLβ

(1− f)mβ

]
. (23)

利用最小过冷原则, ∂∆T/∂λ = 0, 获得棒间
距和生长速度之间的关系式

λ2V = aL/QL. (24)

与不考虑熔体流动时棒状共晶的棒间距与生

长速度之间的关系式 [1], λ2
JHV = aL/QL

JH, 其中
QL

JH = 2Co
0M/(1− f)D比较, 得到
λ

λJH
=

√
1/(1− 2ε/Λ2)

=
√
1/(1− 2DGu/V 2). (25)

这个关系式显示了弱熔体对流对棒状共晶棒间距

的影响.

4 讨 论

利用 (17)式计算棒状共晶凝固过程中的溶质
浓度分布. 图 4显示, 当 θ = π/4时, 流动强度的增
加对界面浓度的影响很小, 浓度在靠近中心时变化
剧烈, 在远离中心时变化很小, 趋于定值. 图 5显
示, 相同强度的流动对不同方位角处的界面浓度影
响差异很小. 熔体对流对共晶界面浓度影响很微
弱, 这也与Ma等 [16]的结果相符合.

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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r
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↼
r
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↽
Gu=0 s-1
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θ=p/4

图 4 流动对界面浓度的影响

Fig. 4. The effect of convection on the interface solute
concentration.
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利用 (22)—(25)式计算棒状共晶凝固过程中
的平均界面过冷度和棒状共晶的棒间距. 图 6和
图 7显示棒状共晶的平均界面过冷度的大小不仅
和棒状共晶的棒间距的大小有关, 也和流动的强
度有关. 在棒状共晶的棒间距比较小的情况下, 随
着流动强度增大, 平均界面过冷度变化很微弱; 在
棒状共晶的棒间距比较大的情况下, 随着流动强
度增大, 平均界面过冷度显著减小. 这一结果与
Coriell等 [17]的研究结果相一致. 图 8显示棒状共
晶的棒间距受到流动强度和生长速度的共同影响.
从图 8的曲线 (a)和曲线 (b)可以看出, 在对比忽略
熔体对流的影响和考虑熔体对流的影响时, 棒状共
晶的棒间距随着生长速度的变化趋势发生了显著

的改变. 当生长速度比较小时, 随着流动强度的增
大, 棒状共晶的棒间距增大, 熔体对流对棒状共晶
的棒间距的粗化效果很明显, 这时棒状共晶的棒
间距的大小主要受到流动强度的影响; 当生长速
度比较大时, 随着流动强度的增大, 棒状共晶的棒
间距变化减弱, 熔体对流对棒状共晶的棒间距的
粗化效果不再显著, 这时棒状共晶的棒间距的大
小主要受到生长速度的影响. 图 9显示随着流动强
度增大, 本模型计算得到的棒状共晶的棒间距和
JH模型计算得到的棒状共晶的棒间距的比值增大.
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图 6 在不同流动强度下棒状共晶的平均界面过冷

度随棒状共晶的棒间距的变化 f = 0.25, aLα =

aLβ = 0.25 µm·K, D = 2800 µm2/s, mα = mβ =

5 K/at.%, Cα
0 = Cβ

0 = 14 at.%, V = 80 µm/s,
Gu = 0, 0.25, 0.5, 1 s−1 (从上到下)
Fig. 6. The variation of the average interface un-
dercooling with the rod spacing under variation con-
vections, where f = 0.25, aLα = aLβ = 0.25 µm·K,
D = 2800 µm2/s, mα = mβ = 5 K/at.%, Cα

0 = Cβ
0 =

14 at.%, V = 80 µm/s, Gu = 0, 0.25, 0.5, 1 s−1 (from
up to down).

这说明熔体对流提高了原子的传输能力, 增加了溶
质原子扩散的特征距离, 因而使共晶组织粗化. 共
晶的生长速度减小, 受到熔体对流影响导致间距粗
化程度增大. 这一结果与张伟强等 [18,19]的研究结

果相一致.
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图 7 在棒状共晶的棒间距取不同值的条件下, 棒状共晶的平
均界面过冷度随流动强度的变化 其中 f = 0.25, aLα = aLβ =

0.25 µm·K, D = 2800 µm2/s, mα = mβ = 5 K/at.%,
Cα

0 = Cβ
0 = 14 at.%, V = 80 µm/s, λ = 6, 7, 8 µm (从下

到上)
Fig. 7. The variation of the average interface under-
cooling with convection for different rod spacing, where
f = 0.25, aLα = aLβ = 0.25 µm·K, D = 2800 µm2/s, mα =

mβ = 5 K/at.%, Cα
0 = Cβ

0 = 14 at.%, V = 80 µm/s,
λ = 6, 7, 8 µm (from down to up).
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图 8 在不同流动强度的条件下棒状共晶的棒间距随生

长速度的变化 其中 f = 0.25, aLα = aLβ = 0.25 µm·K,
D = 620 µm2/s, mα = mβ = 5 K/at.%, Cα

0 = Cβ
0 =

14 at.%
Fig. 8. The variation of the rod spacing versus growth
velocity under various convections, where f = 0.25,
aLα = aLβ = 0.25 µm·K, D = 620 µm2/s, mα = mβ =

5 K/at.%, Cα
0 = Cβ

0 = 14 at.%.
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图 9 在不同生长速度的条件下棒状共晶的棒间距随流

动强度的变化 其中 f = 0.25, aLα = aLβ = 0.25 µm·K,
D = 620 µm2/s, mα = mβ = 5 K/at.%, Cα

0 = Cβ
0 =

14 at.%
Fig. 9. The variation of the rod spacing with con-
vection for three growth velocities, where f = 0.25,
aLα = aLβ = 0.25 µm·K, D = 620 µm2/s, mα = mβ =

5 K/at.%, Cα
0 = Cβ

0 = 14 at.%.

表 2 加速坩埚旋转下降技术对棒状共晶的棒间距

的影响: V = 100 µm/s, D = 2800 µm2/s, v =

4.885× 10−3 cm2/s
Table 2. Influence of spin-up/spin-down of cylin-
der: V = 100 µm/s, D = 2800 µm2/s, v = 4.885

×10−3 cm2/s.

转速 ω/r·m−1 径向距离 r/mm Gu/s−1 λ/λJH

5 0.1 0.107 1.031

5 0.2 0.214 1.066

5 0.3 0.321 1.104

5 0.4 0.428 1.147

10 0.1 0.304 1.098

10 0.2 0.607 1.231

将本文的解析结果应用到加速坩埚旋转下降

技术过程中产生的熔体强迫对流的实际问题中, 观
察熔体强迫对流对棒状共晶生长行为的影响. 在本
文中Gu的取值在 10−2—1 s−1 之间, 在坩埚加速
旋转引起的熔体强迫对流问题中, 熔体的流速可以
表示为 [20]

Ur = rω e−zω1/2/v1/2

sin(zω1/2/v1/2),

U
θ
= rω[ e−zω1/2/v1/2

cos(zω1/2/v1/2)− 1], (26)

其中ω是转速, v运动黏度系数. 由此可以得到流
速U ,

U = (U2
r + U2

θ )
1/2

= rω
[

e−2zω1/2/v1/2

− 2 e−zω1/2/v1/2

× cos(zω1/2/v1/2) + 1
]1/2

. (27)

根据Gu的定义可得,

Gu =

(
∂U

∂z

)
z=0

= 2rω3/2/v1/2. (28)

表 2显示在不同转速和径向距离下, 熔体强迫
对流对Al-Cu共晶合金棒间距的影响.

从表 2可以看出, 加速坩埚旋转下降技术显著
地改变了棒状共晶的棒间距. 当转速增大或径向
距离增大时, 棒状共晶的棒间距增大, 这与 Juzze
等 [21]的实验结果相符合.

5 结 论

本文采用渐近方法研究了弱熔体对流对过冷

熔体中棒状共晶生长行为的影响, 得到溶质浓度分
布的渐近解和一个关于生长速度、棒状共晶的棒间

距和平均界面过冷度之间的关系式. 结果显示: 1)
平均界面过冷度不仅与棒状共晶的棒间距、生长速

度有关, 还与流动强度有关, 随着流动强度增大, 平
均界面过冷度减小; 2)棒状共晶的棒间距与流动强
度和生长速度的关系为, 当生长速度比较小时, 随
着流动强度的增大, 棒状共晶的棒间距增大; 当生
长速度比较大时, 随着流动强度的增大, 棒状共晶
的棒间距变化减弱. 本文的解析结果计算了加速坩
埚旋转下降技术过程中Al-Cu共晶合金的间距, 结
果与实验结果相符合 [21].
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Abstract
Eutectic solidification is very important for exploring new materials in which the periodic multiphase structures

may have a remarkable or enhanced functionality. An asymptotic solution of the solute diffusion equation with flow
terms for the rod eutectic in the weak convective melt in directional solidification is obtained by using the asymptotic
method, and the effect of weak convection on the rod eutectic growth is studied. The so-called weak convection is
defined in this paper as the condition in which the intensity of convection flow ahead of the solid liquid interface is
relatively small. The relationships between the intensity of convection flow, the growth velocity, the rod spacing and
the average interface undercooling can be derived. The result shows that the weak convection has a significant effect
on the rod eutectic growth in directional solidification. The average interface undercooling is related to not only the
rod spacing and the growth velocity, but also the intensity of convection flow. When specifically focusing on the effect
of the intensity of convection flow on the average undercooling in directional solidification, the growth velocity is kept
the same. For a certain growth velocity, the average interface undercooling of the rod eutectic decreases as the intensity
of convection flow increases, especially at low growth velocity. The rod spacing, which is formed by solidified melt of
eutectic or near-eutectic composition, plays a very important role in determining the properties of final products. In this
study, by minimizing the average interface undercooling it is found that the rod spacing is a function of growth velocity
and the intensity of convection flow. It is shown that for the small growth velocity, the rod spacing increases as the
intensity of convection flow increases; for the large growth velocity, the rod spacing increases very slowly as the intensity
of convection flow increases. In other words, the smaller the growth velocity, the greater the effect of the weak convection
flow on the rod spacing. Our analytical result is compared with the results from other models, and it is also used to
calculate the practical case such as the rod spacing of the typical eutectic alloy, Al-Cu eutectic, under the condition of
weak forced convection induced by the accelerated crucible rotation technique. It is shown that the rod spacing increases
as the rotation rate or the radial position increases, which is consistent with the experimental results obtained by Junze
et al.
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