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专题: 软物质研究进展

胶体排空相互作用理论与计算∗
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胶体悬浮液由 1 nm到 1 µm大小的颗粒悬浮在液体中构成. 胶体颗粒之间具有体积排斥相互作用和其他
相互作用, 体积排斥导致排空效应. 当大硬球处于小球构成的胶体中时, 大球周围有小球中心不能进入的排
空层. 在大的硬球相互接近时, 其排空层重合, 使小球的自由体积增加, 从而熵增加, 导致大球之间的等效相
互作用, 这个相互作用称为排空相互作用. 本文介绍了胶体排空相互作用的概念和图像, 简要介绍了计算硬
球排空相互作用的接受比率方法、Wang-Landau方法、密度泛函理论方法等数值方法; 以Asakura-Oosawa模
型为例, 介绍了Derjaguin近似方法. 利用这个近似方法, 推导了小硬球胶体中一对硬球、硬球和硬墙之间的
排空相互作用, 以及一对硬球在细棒胶体和薄盘胶体中的排空相互作用的近似公式.

关键词: 胶体, 排空相互作用
PACS: 47.57.J–, 47.57.E–, 83.80.Hj DOI: 10.7498/aps.65.184701

1 引 言

“胶体”一词由英国科学家Graham [1]在 1861
年引入. Graham定义尺寸在 1 nm — 1 µm之间的
颗粒分散在连续液体中的系统为胶体. 在Graham
之前的 1827年, 植物学家Robert Brown利用当时
最好的显微镜观察到了悬浮在水中的花粉颗粒的

无规运动, 这种运动后来被称为布朗运动 [2]. 直到
1905年前后, 爱因斯坦等才建立起布朗运动的理
论 [3]. 布朗颗粒的尺寸处于Graham定义的胶体颗
粒的上限附近, 其无规运动来自于热运动的水分子
对于布朗颗粒碰撞作用在各个方向上的涨落. 或
者, 布朗颗粒参与热运动并与水达到热平衡. 在此
意义下, 布朗颗粒本质上就是参与热运动的大的
“分子”, 只是它足够大, 可以在显微镜下观察.

胶体颗粒的形状可以是球形、柱状或其他形

状. 由于颗粒比原子的尺度大很多, 量子效应并不
重要, 但同时又足够小, 在常温下可以表现出布朗

运动, 从而不会在重力的作用下很快沉淀. 胶体悬
浮系统广泛存在于自然界, 例如牛奶就是日常生活
中最常见到的胶体悬浮系统之一. 胶体悬浮系统是
一个多相系统, 胶体颗粒的形状多种多样, 大小不
一, 且大小的分布也随体系而异, 是极其复杂的系
统. 从物理学的观点对胶体颗粒的相互作用、结构
和性质等进行精确定量的理论研究非常困难. 在过
去的三十多年, 随着制备技术的不断进步, 目前已
经可以制备出大小十分均匀的球形胶体颗粒 [4,5],
也能够制备其他形状的胶体颗粒 [6], 以及具有特殊
性质的胶体颗粒 [7,8]. 对于这些仔细制备的胶体系
统的实验和理论研究大大深化了人们对于胶体的

相互作用、结构、动力学行为的认识. 在适当的实验
条件下, 胶体颗粒可以处于气态、液态和固态这些
原子系统可以达到的状态, 而且由于可以通过改变
制备条件, 或对胶体颗粒进行再加工等方式改变胶
体颗粒的性质, 因此胶体系统可以表现出更为丰富
的结构和对称性. 近几十年来, 物理学家对于胶体
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物理的研究兴趣逐步增强, 一批非常细致的实验和
理论研究成果开始涌现, 对于胶体物理的理解也在
不断深化. 关于胶体物理, 已经有不少很好的专著
和总结性的文章 [9−15].

胶体系统的平衡性质与原子系统有很大的相

似性. 在与溶剂处于热平衡后, 溶剂分子的作用可
以消除掉, 其作用可以看作是为胶体颗粒提供一个
热背景, 而胶体颗粒通过已经计入了溶剂分子影响
的有效相互作用势构成一个系统. 这样, 胶体系统
的一系列平衡态性质可以类比原子系统而得到. 当
然, 胶体系统与原子系统也有一些显著的区别, 特
别突出的是其相互作用. 原子系统的相互作用通常
比较简单和基本, 以各向同性的二体势为主. 而胶
体颗粒的等效相互作用则复杂很多, 通过选择胶体
颗粒的类型、改变颗粒的表面、改变温度、加入高

分子或其他胶体颗粒, 都能显著改变胶体颗粒的有
效相互作用. 通过以各种方式外加不同的电场或磁
场, 也可以有效调控胶体系统的行为. 自20世纪70
年代以来, 对于在胶体中加入非吸附的聚合物或小
的胶体颗粒做了大量系统的研究, 发现通过这种加
入, 可以改变胶体的有效相互作用, 并进而改变胶
体系统的相行为. 与此相关的一个重要概念是所谓
排空相互作用及其效应 [15].

胶体颗粒的显著特点之一是其具有特定的大

小和形状, 在空间可以占有一定的体积, 从而完全
排斥其他颗粒. 这种体积上的完全排斥在理论上以
无穷大的排斥相互作用来描述. 胶体颗粒的体积
排斥所导致的等效相互作用统称为排空相互作用

(depletion interaction), 这一相互作用能够帮助理
解胶体系统的一系列效应. 本文主要聚焦于胶体的
排空相互作用的理论和计算, 在简单介绍胶体的稳
定性、等效相互作用、常用模型和平衡性质之后, 重
点介绍利用统计物理研究胶体的排空相互作用的

理论和计算方法, 以及近年来所得到的一些结果.
在严格的热力学意义下, 通常的胶体系统是不

稳定的. 胶体颗粒之间一般都存在所谓范德瓦尔斯
相互作用, 这是一种短程的吸引力. 当胶体颗粒相
互非常靠近时, 在范德瓦尔斯力的作用下聚合成更
大的颗粒. 为了使得胶体稳定, 就必须设法使胶体
颗粒不能靠得太近. 通常有两种方法实现: 一种是
静电方法, 通过让胶体颗粒表面带电, 胶体颗粒之
间的长程静电相互作用阻碍颗粒靠近, 从而实现稳
定；另一种是所谓体积稳定方法, 通过在胶体颗粒

上吸附聚合物分子, 使得颗粒不能靠得太近. 体积
稳定的一个经典例子是古埃及的墨水制造, 这似乎
是公元前 3400年的故事, 当时的古埃及人把炭的
烟灰分散于水中制作墨水, 为了使墨水稳定, 他们
加入了一种称为阿拉伯胶的东西. 这种胶就是能吸
附在炭的烟灰颗粒上的聚合物, 由于其作用, 炭灰
颗粒不能靠近到聚合的距离, 墨水也就稳定了. 河
流的入海口形成三角洲提供了一个胶体失稳的例

子. 河水中悬浮有大量细小的胶体颗粒, 并通过静
电稳定的方式形成胶体. 在入海口, 海水中的大量
盐离子屏蔽了胶体颗粒之间的静电排斥, 胶体颗粒
通过范德瓦尔斯力聚合变大并沉积而形成三角洲.

实际的胶体悬浮系统过于复杂, 作为物理学的
研究对象不是很合适. 为此, 需要构造若干模型系
统. 在理论上, 最简单的胶体系统是硬球系统, 这
是由大小均匀的硬球悬浮在分散体中的胶体悬浮

系统. 一个略为复杂一点的系统是带电的硬球胶
体. 在实验研究上, 人们通过各种技术, 可以制备
出相当均匀的球形颗粒和其他形状的颗粒, 以配置
胶体悬浮系统.

随着技术的进步, 实验室已经可以制备出大小
非常均匀的胶球, 并可通过各种化学方法对胶球表
面进行处理, 得到符合各种理论要求的样品. 由于
胶球尺寸比原子大很多, 因此其各种弛豫时间都较
慢, 再加之其尺寸在光学波长范围, 因此易于观察
和测量; 另一方面, 胶体系统可以处于气态、液态和
固态等各种原子系统可处于的状态, 可以在人工控
制下产生具有各种性质的拓扑性缺陷, 也可表现出
比原子系统更为丰富的结构, 因此是一个理想的凝
聚态物理实验系统, 可用来帮助实现和理解一系列
的凝聚态理论预测和概念.

关于胶体相互作用的细致研究, 第一个比
较重要的进展是DLVO理论, 分别由苏联科学家
Derjaguin和Landau [16]以及荷兰科学家Verwey
和Overbeek [17]在1940年代提出.

胶体颗粒之间普遍存在的一种重要相互作用

是范德瓦尔斯相互作用. 范德瓦尔斯相互作用来源
于色散力, 是一种量子力学效应. 考虑两个中性原
子A, B, 相距为 r, 其哈密顿量包含两个原子各自
的哈密顿量加上其相互作用. 相互作用由两个原
子核之间, A 原子核对于B原子的电子和B原子核
对于A原子的电子, 以及A原子的电子和B原子的
电子之间的库仑相互作用构成. 如果 r远大于原子
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的尺度, 这个相互作用可以简化成偶极相互作用的
形式, 即相互作用与 r3成反比, 两个原子的瞬时偶
极矩与各自电子的坐标有关. 由于原子具有球对
称性, 瞬时偶极相互作用的哈密顿在一级微扰下为
零. 二级微扰给出一个与 r6成反比的吸引项 [18,19]:

V (r) = −C

r6
. (1)

对于具有可以自由旋转的偶极矩的一对原子, 以及
中性原子与自由旋转偶极子, 也可以得到类似的结
果. 这样, 对于原子而言, 就有了一个相当普适的
等效吸引相互作用, 与距离的六次方成反比.

原子不能靠得太近, 当原子靠得很近时, 或者
经过化学反应结合成分子, 或者因电子之间的来源
于不相容原理的强烈排斥阻止其接近. 后一种情况
是我们有兴趣的. 把这个强的相互作用与反比于 r6

的普适吸引作用合起来, 就成为一个相当不错的描
述原子之间或分子之间相互作用的模型. 如果取排
斥作用与 r12成反比, 所得结果是勒纳德 -琼斯势.
其常用写法为

V (r) = 4ϵ

[(σ
r

)12
−
(σ
r

)6]
, (2)

ϵ和σ是描写这个相互作用的两个参数.
考虑两个胶体球. 设想构成每个胶球的原子均

与另一个胶球的原子之间有范德瓦尔斯相互作用,
那么, 两个胶球之间的相互作用就是这些原子之间
范德瓦尔斯相互作用之和. 在连续近似下, 把这个
求和写成积分形式

U(r) =

∫
d3r1

∫
d3r2

−C

|r + r2 − r1|6
, (3)

其中 r是两个球心之间的距离. 这个积分可以算出
来, 设两个胶体球的半径分别为R1和R2, 则计算
结果为 [20]

U(r) = − A

3

[
R1R2

r2 − (R1 +R2)2
+

R1R2

r2 − (R1 −R2)2

+
1

2
ln r2 − (R1 +R2)

2

r2 − (R1 −R2)2

]
. (4)

这里A称为Hamaker常数,与胶球的极化率及溶液
的介电性质有关, 一般为 10−20焦耳的数量级. 当
R1 = R2 = R时, 上式简化为

U(r) = −A

3

[
R2

r2 − 4R2
+

R2

r2
+

1

2
ln
(
1− 4R2

r2

)]
.

(5)

对 (4)式取极限, 可以得到若干结果.

如果让其中一个球的半径趋于无穷大, 则
得到一个球与平面之间的相互作用. 为此, 令
r = h+R1 +R2, R2 = R,则h为球2的表面与球1
表面的最近距离. 令R1 → ∞, 得到

U(h) = −A

6

[
R

h
+

R

2R+ h
+ ln h

2R+ h

]
. (6)

当两个球很靠近时, h ≪ R1, h ≪ R2, 得到

U(h) = −A

6

R1R2

(R1 +R2)

1

h
.

若R1 = R2 = R, 上式成为

U(h) = − A

12

R

h
.

而如果R1 → ∞, R2 = R, 则有

U(h) = −A

6

R

h
.

另一方面, 如果两个球离开的足够远, r ≫ R1,
r ≫ R2, 则

U(r) = −16AR3
1R

3
2

9

1

r6
.

这当然是预期的结果.
这样, 胶体之间几乎总是存在范德瓦尔斯吸引

相互作用, 从而当胶体颗粒非常靠近时, 在这个吸
引作用下, 胶体颗粒会聚在一起, 导致胶体分散系
统不稳定. 为此, 需要一些方法来稳定胶体.

一种稳定胶体的方法是体积稳定 (steric stabi-
lization)法. 通过对胶球的处理, 使得胶体球表面
粘结上短的线状分子. 当胶球相互接近时, 通过分
子之间的排斥, 使聚沉不会发生.

另一种稳定胶体的方法是静电稳定 (electro-
static stabilization)方法, 若胶体颗粒带电, 在胶体
分散液中胶粒之间具有屏蔽的库仑排斥相互作用,
其形式在线性近似下可求出, 为汤川形式. 这个屏
蔽库仑作用阻碍胶体颗粒的靠近, 使得胶体稳定.

从纯物理研究的角度出发, 首先需要彻底研究
清楚的应该是能够代表胶体系统的最简单的模型

系统, 由相同大小的球形胶体颗粒构成的胶体系统
就是这样的系统. 球形胶体颗粒几何形状简单, 易
于制备,易于理论处理, 而特别重要的是, 这样的系
统同时也包含了足够多的物理信息.

硬球胶体是最简单的一种胶体模型, 胶体颗粒
之间除了不能互相进入之外没有别的相互作用. 这
个模型是胶体物理处理的最简单的理论模型, 同时
也是一个最简单的液体模型. 在实验上, 通过一些
技术, 也能够近似实现硬球系统.
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硬球模型虽然简单, 但也无法精确求解. 在过
去的近 80年的时间内, 人们对这个模型做了大量
细致的研究, 得到了非常精确的结果. 这个模型也
就成为检验新的理论或计算方法的一个很好的模

型, 同时, 也是研究一系列更复杂系统的零级近似.

2 排空力的简单图像

在热平衡下, 物质所处的相由自由能F =

E−TS的极小决定,其中E为内能, T为温度, S为
熵. 对于硬物质, 内能起主要作用, 物质的结构主
要由内能的极小决定, 而热涨落可以作为内能极小
相的扰动来处理, 如固体中的声子等元激发就是在
内能极小态 (晶体) 上的低激发态 (或微扰). 对于
软物质, 则往往处于另一种情形, 内能或者比 TS

小很多, 或者与物质的构型无关或关系很小. 在这
种情况下, 平衡态的结构由熵的极大 (从而自由能
极小)来决定, 同时, 对熵极大状态的偏离将产生
力, 这种力的效果与势能的梯度所产生的力的效
果完全一样. 事实上, 这种力在日常生活中并不少
见. 一个直观的例子是, 当我们拉伸高聚物 (如橡
胶)时, 其链状分子将有拉直的趋向, 从而减小其熵
而产生力.

关于排空力的第一篇明确的文章是Asakura
和 Oosawa [21]在 1954年发表的, Vrij在 1976年更
为详细地描述了这个相互作用 [22]. Asakura和Oo-
sawa 的文章考虑了两个半径为 rb的胶体球在高分

子线团的环境下的有效吸引作用. 在这里, 高分子
线团近似成半径为 rs的小球, 这些小球与胶体球之
间的相互作用是硬球相互作用, 而小球之间没有相
互作用. 这样, 每个胶体球表面有一个高分子线团
无法进入的排空层 (depletion layer), 或者, 对于高
分子线团而言, 胶球的等效半径为Rd = rb + rs, 称
为排空半径. 如果两个胶体球的最近距离大于 2rs,
则高分子线团对于两个胶体球之间的相互作用没

有影响. 如果两个胶体球的最近距离小于 2rs, 则
胶体球的排空层有重合, 高分子线团的自由体积增
加. 设增加的体积是 v, 并设排空层没有重合时系
统的体积为V , 则两种情况的自由能之差是

∆F = −NkBT ln V + v

V

≈ −NkBT
v

V

= − nskBT v. (7)

这里N是总的高分子线团数, ns是高分子线团的

数密度. 若两个胶球的球心间距是 r, 当 r > 2Rd

时, v = 0. 当 r 6 2Rd时, 简单地计算得到

v =
4π

3
R3

d

(
1− 3r

4Rd
+

1

16

(
r

Rd

)3
)
.

两个胶体球的等效排空相互作用势为

U(r) = −4πnskBT

3
R3

d

[
1− 3r

4Rd
+

1

16

(
r

Rd

)3 ]
.

(8)

用h表示两个胶球表面的最近距离, 则 r = 2rb +h,
上式也可用h写出:

U(r) = −πnskBT

12
(6Rd + h− 2rs)(h− 2rs)

2. (9)

如果把高分子线团换成自身具有相互作用的

更小的胶体硬球, 则上述图像基本上还是成立的,
但由于胶体小球自身的相互作用, 其对于两个大的
胶体球的排空作用会复杂一些. 这个问题无法解析
求解, 数值计算表明, 在 r > 2Rd时, 排空作用并不
是零, 而是振荡衰减到 0. 一个典型的相互作用势
在图 1中给出.

R⊳σ

β
V
d
c
p
l↼
R
↽

σ⊳σ=0.10

η=0.10

η=0.20

η=0.30

η=0.40

图 1 一个典型的两个球之间的排空相互作用势 图中 η2

是小球的体积分数, σ2/σ1 = 0.10是小球与大球的直径

比. 横坐标是以大球直径为单位的两个大球球心的距离,
纵坐标是以 kBT 为单位的排空势 [13]

Fig. 1. A typical depletion interaction potential be-
tween two big spheres. η2 is the volume fraction of
small spheres, σ2/σ1 = 0.10 is the size ratio of small
and big spheres. The horizental axis is the distance
between the centers of the two big spheres in unit of
diameter of the big sphere, and vertical axis is the de-
pletion potential in unit of kBT [13].
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不同大小的胶球构成的胶体系统提供了排空

力的令人注目的实例. 为简单起见, 考虑两种直径
相差很大 (例如 10倍)的胶球散布于分散体系构成
的胶体. 在两种胶球的体积分数差不多相同的条
件下, 小球的数量远大于大球的数量, 因此小球对
熵的贡献起主要作用. 作为一个很好的近似, 大球
的位形将调节到使得小球的熵最大. 如图 2所示,
当两个大球远离时, 对小球的排斥体积要比两个大
球接触时大, 因此两个大球之间有一个由于小球
的熵而产生的引力, 这个力在物理上称为排空力
(depletion force). 同时, 由图也可看出, 当大球靠
近容器壁时, 对小球的排斥体积较小, 因此小球存
在时, 大球有靠近器壁和结团的倾向.

上面基于大球间二体吸引相互作用的讨论自

然导致如下结论: 当体积分数增加时, 大球和小球
将产生相分离. 实验上看到的现象要复杂得多, 在
适当条件下, 可以观察到大球和小球的“合金”晶
体结构, 这种结构通常具有很大的元胞 [24,25]. 这些
实验结果可在熵的基础上给予解释. 如果大球形成
密排结构, 则小球无法进入大球的间隙, 如果大球
的间距拉开一点, 使得小球可以进入大球的间隙,
则小球的自由体积将增大, 从而增大系统的熵.

排空力有一些直接的观察结果, 图 3的两张照
片清楚表明排空力的作用, 在图 3 (a)中, 直径为
825 nm的聚苯乙烯球悬浮于水中, 从容器表面只能
看到很少的球, 大球分布于水中; 在图 3 (b)中, 当
加入直径为69 nm的小球后, 大球由于小球的熵的
作用而被推向器壁, 并且聚集成团, 形成晶体结构.

(a) (b)

图 2 排空力的图象 图中大球和器壁的阴影区域为小球球心不可到达区域, 当阴影区域重合时, 小球的自由体积
增加, 增加量为重合区域, 从而熵增加
Fig. 2. A schematic of depletion force. The shadow areas around the big spheres and the walls of the
container are regions where the small spheres are unreachable. When the shadow areas overlap, the free
volume of the small spheres increases the same amount of the overlap volume thus the entropy of the small
spheres increases.

(a) (b) (c)

图 3 (a) 直径为 825 nm的聚苯乙烯胶球以 2%的体积分数置入水中, 在容器表面得到的照片, 胶球散布在容器内, 只
有很少在器壁; (b) 加入直径为 69 nm的小球, 体积分数 8%, 表面上大球的份额增加; (c) 小球的体积分数增加到 16%,
则大球由于排空力被推向器壁并聚集成晶格结构 (大约 40 h后) [23]

Fig. 3. (a) Optical micrographs of polystyrene spheres of diameter 0.825 nm dispersed in water with volume
fraction 2%, only very few spheres are visible on the wall; (b) when small spheres of diameter 69 nm are added
with volume fraction 8%, the big spheres on the surface increase; (c) with the volume fraction of small spheres
increased to 16%, a crystallite made of the large spheres can be seen at the surface (after ≈ 40 h) [23].
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(a)

(b)

图 4 当大球位于台阶边缘时 (a), 小球的熵比大球位于台
阶之上时 (b)小, 因此大球被推离台阶边缘
Fig. 4. When the big sphere is on the edge of the ter-
race (a), the entropy of small spheres is smaller than
that of the big sphere on the middle of the terrace (b),
thus the big sphere is repelled from the edge of the
terrace.
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图 5 实验测量到的大球在台阶边缘的自由能, 由此得到
大球所受的力为 0.04 pN [26]

Fig. 5. The measured free energy of a big sphere on
the terrace, the force exerted on the big sphere is es-
timated 0.04 pN [26].

另外一个有趣的例子是当在胶体中加入小球

时, 大球将被推离台阶边缘, 这是由于位于边缘的
大球对小球有更大的排斥体积, 见图 4 . Dinsmore
等 [26]测量了大球在一台阶附近的自由能, 在小球

直径为 83 nm, 体积分数为 30%的条件下, 得到大
球 (直径460 nm)所受的力为0.04 pN, 见图 5 .

排空力的物理图象是清楚的, 但定量理论研究
则比较困难, 目前大部分工作是分子动力学模拟的
结果, 由于熵的计算和自由能的计算在模拟计算中
相当困难 (相比之下, 内能的计算要容易得多), 因
此目前定量的结果并不是非常完整, 构造计算熵的
模拟方法并对排空力及其后果进行定量计算是一

个很有意义的研究课题.

3 排空力的理论基础和计算方法

这一节将比较系统地建立排空力的理论基础.
由上节给出的简单图像可知, 排空力由整个系统的
自由能而确定. 为了明确起见, 我们考虑由两种颗
粒构成的胶体系统, 若胶体颗粒之间只有二体直接
相互作用, 且其相互作用记为ubb, ubs和uss. 这里
上标b, s 分别代表 b 和 s种颗粒. 每一个相互作用
可以依赖于对应的两个颗粒的位置和取向. 这样,
可以写出胶体的哈密顿量为

H = Tb + Ts +
1

2

Nb∑
i,j

ubb
ij +

1

2

Ns∑
i,j

uss
ij +

Nb,Ns∑
i,j

ubs
ij

= (Tb + Ubb) + (Ts + U ss) + Ubs

= Hb +Hs +Hbs,

Tb和Ts分别是b类颗粒和 s类颗粒的动能, Ubb和

U ss分别是其相互作用, Ubs是b类颗粒与 s类颗粒
的相互作用.

如果我们只关注b种颗粒的行为, 就可以把 s
种颗粒的自由度消掉. s种颗粒的影响, 可以通过
b种颗粒的等效相互作用表现出来. 以正则系综为
例, 这个系统的正则分布是

P =
e−βH

Q
,

这里 β = 1/(kBT ), kB是玻尔兹曼常数．

Q = Tr e−βH

是正则配分函数. 为了简化符号, 这里我们用Tr表
示对相空间的积分. 现在, 如果我们只对b种颗粒
的分布有兴趣, 原则上, 可以以如下方式得到这个
分布

Pb = TrsP,
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这里, Trs表示对于第 s类颗粒的相空间的积分. 把
得到的分布Pb写成

Pb =
e−βH̃b

Qb

的形式, 就得到考虑了 s类颗粒影响的b类颗粒的
等效哈密顿量. 在这里, 所处理的经典统计下, 动
能部分与相互作用部分没有关联, s类颗粒的动能
部分的积分给出一个温度相关的因子, b类颗粒的
动能部分保留. 由于两类颗粒之间存在相互作用,
对于 s类颗粒的相空间积分会给出一个对于b 类颗
粒相互作用的修正. 即便对于二体相互作用, 这个
修正也会包含三体及三体以上的相互作用.

如果b类颗粒的密度非常低, 那么, 三体以上
的修正可以忽略不计. 如果b类颗粒的密度不是很
低, 或者即便只有一类颗粒, 但我们关注的是选定
的两个颗粒之间的相互作用, 也可以引进一个描述
这种相互作用的量 u12, 称为平均力势能 (potential
of mean force, PMF), 这个势实际上是对关联函数
的另一种表示方法:

g(1, 2) = e−βu(1,2), (10)

此处, 为简洁起见, 我们用数字1, 2作为变量, 分别
表示两个颗粒的位置、取向等, 并且略去了上标b.
当b类颗粒的密度趋于零时, u(1, 2)趋于二体等效
相互作用 [27,28].

上面是关于等效相互作用的一般说明, 现在转
而具体讨论排空力. 狭义而言, 排空力就是因 s类
颗粒的体积效应导致的b类颗粒的等效相互作用
力, 通常考虑b类颗粒的尺寸比 s类颗粒大很多, 而
数密度nb远小于ns. 在此条件下, 由 (10)式给出
的u(1, 2)就是排空力的势能, 这样, 也就直接给出
了计算排空力的一个方法, 通过计算 g(1, 2)而得到

排空力. 在研究排空相互作用时, 颗粒之间的基本
相互作用除了体积排斥之外, 还可以存在其他类型
的相互作用, 但为了突出体积排斥的影响, 同时也
基于理论上处理起来比较简单方便的理由, 大量关
于排空力的理论和数值研究均针对仅有体积排斥

这种基本相互作用的情形, 本文后面的处理, 也都
基于这样的简化.

4 硬球体系的排空相互作用

考虑b类颗粒 (大颗粒)和 s类颗粒 (小颗粒)分
别是半径为 rb和 rs的硬球, rb ≫ rs,并设 nb ≪ ns.

在此条件下, 我们可以考虑b 类只有两个颗粒. 显
然, 排空相互作用势只与两个颗粒的距离 r有关,
当 r < 2rb时, 相互作用就是基本作用硬球势, 当
r > 2rb时, 基本相互作用势为 0, 但 s类颗粒给出
一个排空势. 另外一种排空相互作用问题是b类颗
粒与硬容器壁之间的排空势, 此时, 只需要考虑靠
近容器壁的一个b类颗粒. 计算排空势有几种常用
的方法. 首先, 如果忽略 s类颗粒的相互作用, 就
对应于前面给出的AO模型, 其结果可以简单求得,
由 (8)式和 (9)式给出. 如果 s类颗粒的相互作用并
不能忽略, 这样的模型没有精确解析结果, 需要用
近似方法来处理.

4.1 一个精确的公式

利用正则分布, 可以得到一个精确的排空力相
关的公式 [29,30]. 设想有一个由 s类颗粒构成的系
统, 系统内有外加的某个势场V , 其具体的形式任
意, 例如可以是一个硬的边界, 也可以是另一个固
定的b类颗粒. 由于这个势场的存在, s类颗粒的密
度将不再均匀, 随位置变化. 现在考虑一个b类颗
粒处于位置R, 对于 s类颗粒而言, 这个颗粒提供
的是一个外加势u(r − R). 在势场V 和u(r − R)

中, s 类颗粒的位形配分函数为

Z =

∫ ∏
i

dri exp
[
− βU ss − βV

− β
∑

i
u(ri −R)

]
, (11)

对应的自由能F e是

F e = −β−1 lnZ, (12)

而位于R的颗粒受力

f = −∇RF e

= Ns
1

Z
β−1

∫ ∏
i

dri exp
[
− βU ss − βV − β

×
Ns∑
i=2

u(ri −R)

]
∇R exp[−βu(r1 −R)]. (13)

对于硬球相互作用, exp[−βu(r1 −R)]在以R为球

心, d = rb + rs为半径的球内为0, 球外为1, 于是

∇R exp[−βu(r1 −R)] = −δ(|r −R| − d)n,

此处n是球面的外法线方向. 代入 (13)式得到

f = − kBT

∫
drns(r)δ(|r −R| − d)n
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= − kBT

∫
dSns(r), (14)

这里的积分沿半径为 d, R为球心的球面进行.
(14)式是精确的, 如果V 由另一个b类硬球提供,
f就是两个硬球的排空力, 如果V 由一个平面或者

弯曲的硬墙提供, 得到的就是硬墙的排空力. 为了
使用这个公式, 就需要计算接触处, 即受力颗粒与 s
类颗粒接触面上 s类颗粒的密度分布, 这个计算往
往是很困难的.

4.2 利用数值模拟方法计算接触密度

为了利用 (14)式计算排空力, 需要知道颗粒的
接触面上的 s类颗粒的密度. 一种计算这个密度的
简洁而又比较可靠的方法是数值模拟方法. 对于硬
球系统, 分子动力学方法和蒙特卡罗方法都是非常
高效的方法. 具体到排空力问题, 给定了外势V 和

u之后, 对 s类颗粒模拟, 并在达到平衡后取样计算
接触密度. 实际计算时, 直接计算接触密度其实是
不可能的, 具体的做法是在所考虑的b类颗粒的外
面做若干个不同厚度的球壳, 通过模拟计算不同厚
度球壳中 s类颗粒的密度分布, 然后外推到厚度为
零, 就可以得到接触密度. 一般所研究的问题具有
某种对称性, 例如, 对于外势V 为一个硬墙或硬球

的情况, 则b类颗粒表面的 s类颗粒密度具有轴对
称性, 如果取对称轴为 z轴, 则ns只与 θ有关, 与ϕ

无关, 可以简化计算.

4.3 直接模拟方法: 接受比率法

为具体起见, 考虑两个b类颗粒之间的排空相
互作用. 若两个颗粒之间的距离足够大, 其直接相
互作用和排空相互作用都不存在, 可以取为相互作
用的零点. 在颗粒之间的距离变小时, 排空效应开
始起作用, 此时, 系统的自由能变化. 这个自由能
与足够大距离时的自由能之差就是排空相互作用.
在两种情况下, 两个b类颗粒可以看成是对于 s类
颗粒的不同外场, 这也就定义了两个不同外场的系
统. 我们先一般介绍利用数值模拟计算两个不同外
场下系统自由能之差的接受比率方法, 然后将其用
于排空力的计算.

考虑一个由 s类颗粒构成的系统, 分别处于外
势V1和V2时, 对应的位形配分函数是Z1 和Z2. 设

W是一任意给定的权重函数, 则 [31, 32]

Z2

Z1
=

Z2TrsW exp[−β(U + V1 + V2)]

Z1TrsW exp[−β(U + V1 + V2)]

=
⟨W exp[−βV2]⟩1
⟨W exp[−βV1]⟩2

, (15)

这里, Trs表示对于 s类颗粒的位形积分, U是 s类
颗粒的相互作用势能, 下标 1, 2 分别代表对于外势
V1和V2下的系统的系综平均. 选取W为

W ∝ (exp[−βV2 − C/2] + exp[−βV1 + C/2])
−1

,

这里C是一个可调参数, 则,
Z2

Z1
=

⟨F (β∆V + C)⟩1
⟨F (−β∆V − C)⟩2

exp(C), (16)

其中

F (x) =
1

1 + exp(x) .

对上式取对数, 再乘以−kBT , 就是外势V2和V1下

系统的自由能之差.
这个方法可以很容易用来计算排空相互作

用. 设想所有颗粒为硬球, 两个b颗粒相距分
别为 r1和 r2时, 对应于V1和V2. 取C = 0, 并注
意到∆V 只能是 0或±∞. 这样, 我们可以同时
模拟两个系统, 系统 1中b颗粒相距 r1, 系统 2中

b颗粒相距 r2, 对每个系统取样M个. 对于系
统 1的每一个位形, 检验是否与系统 2相容, 若
是, 对应∆V = 0, F (β∆V ) = 1/2, 若否, 对应
∆V = ∞, F (β∆V ) = 0; 同样, 对于系统 2的

每一个位形, 检验是否与系统 1相容, 若是, 对应
∆V = 0, F (−β∆V ) = 1/2, 若否, 对应∆V = −∞,
F (−β∆V ) = 0. 把系统2能够与系统1相容的取样

数记为M12, 系统 1能够与系统 2相容的取样数记

为M21, 则显然
Z2

Z1
=

M12

M21
. (17)

这样, 我们可以在 r足够大和 r = 2rb之间取若个

干点, 利用上述方法计算相邻两点的自由能差, 合
成就能得到排空相互作用与 r的关系. 实际计算
时, 为了保证有足够多的取样数, r1和 r2的差别要

足够小, 但为了减少分点的数目, r1和 r2的差别要

尽可能大. 在这两者之间, 一般通过试算找到一个
合适的取值. 文献 [33]最早利用这个方法计算了两
个大球在小球液体中的排空势能, 由于当时的计算
资源限制, 所得结果的统计误差比较大. 这个方法
还用来模拟弯曲面附近的排空相互作用 [34]、台阶
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附近的排空相互作用 [35]、硬墙对于一个椭球的排

空力和排空力矩 [36]. 这个方法也被推广到硬棒胶
体系统, 计算了硬棒胶体对于胶体球的排空相互作
用 [37].

4.4 直接模拟方法: Wang-Landau方法

Wang-Landau方法 [38,39]是计算系统微观状

态数并进而计算自由能的一个非常健壮 (robust)
的模拟方法. 这个方法利用（未知的）微观状态密
度的倒数取样, 通过在能量空间的渐进满足细致平
衡条件的无规行走, 求得系统的微观状态密度. 其
特别引人注目的优点是其稳定性, 对于几乎所有可
以计算的问题, 其计算过程都是相当稳定的, 能够
较快地收敛到合适精度. 这种稳定性带来的问题是
收敛的精度不是足够高.

利用Wang-Landau 的思想, 可以构造其他空
间的无规行走并计算对应的微观态密度. 在硬球的
排空相互作用问题中, 可以构造两个大球距离 r的

无规行走, 计算出微观态密度与距离的关系, 从而
得到排空相互作用. 具体而言, 在所考虑的距离 r

的范围内取若干个分立点, 在模拟 s类颗粒的同时,
也随机地变动 r, 使其在这些分立点上做无规行走.
通过Wang-Landau取样方法, 计算出状态密度与 r

的关系, 也就得到了排空相互作用. 文献 [40]报道
了一些对于椭球之间的排空力的计算结果.

4.5 密度泛函理论

密度泛函理论最早是针对量子多体问题的基

态而提出的 [41], 此后推广到有限温度 [42]. 这个理
论指出, 系统平衡态的密度分布与外加势场一一对
应, 存在由相互作用势确定的自由能的密度泛函,
在确定的外势下, 真实密度分布对应于自由能泛函
的极小值. 如果知道了自由能泛函的形式, 那么,
确定密度分布的问题就变为一个求极小的优化问

题. 但是, 这个理论本身不能给出自由能泛函的具
体形式.

对于硬球相互作用, Rosenfeld [43]建议了一个

自由能的泛函形式, 这个形式随后经过几个研究组
的修正和改进, 形成了几个不同的版本 [44,45], 这几
个略有不同的形式在数值结果上相差很小. 利用密
度泛函理论, 可以求出不同外势下的自由能, 也就
是求得了排空相互作用.

对于一般的排空相互作用的计算, 这个方法仍
然有较大的困难. 对于三维问题, 在计算自由能泛
函的极小时, 需要把系统所占的空间离散化. 为了
达到较高的精度, 离散的格点要足够密, 这就意味
着离散点的个数非常大, 需要很大的计算机内存,
也需要较长的计算时间. 对于有一定对称的问题,
例如两个大的硬球之间的排空相互作用问题, 可利
用对称性把问题约化成二维问题, 计算时间和存储
空间可以大大降低. 目前的大量计算结果都是能够
约化成二维或者一维问题的情形. 相关的计算公式
和一些结果可参见文献 [40].

5 一些近似解析结果

相对于数值结果, 近似解析结果往往能够给出
更多的信息和更深入的理解. 这一节给出若干物理
图像比较清楚的近似解析结果. 但同时需要指出的
是, 这些结果的精度往往都不高, 只能用于定性分
析, 在计算定量结果时, 还是需要采用前节介绍的
数值方法.

5.1 AO近似

前面已经给出了两个硬球在可相互穿透的小

球液体中的排空相互作用势, 即AO近似的表达式
(8). 这个表达式可以直接推广到两个硬球的半径
不等的情形, 设两个硬球的半径分别为R1和R2,
直接计算（略繁琐）可得

U(r)

nskBT

= − 2

3
π(R3

d1 +R3
d2)

(
− 3

8

(R2
d1 −R2

d2)
2

R3
d1 +R3

d2

1

r

+ 1− 3

4

R2
d1 +R2

d2
R3

d1 +R3
d2

r +
r3

8(R3
d1 +R3

d2)

)
, (18)

其中, Rd1 = R1 + rs, Rd2 = R2 + rs, r是两个球
心之间的距离. 令R1 = R2 = rb就回到 (8)式. 令
r = R1 + R2 + h, 并使R2 → ∞, R1 = rb, 对应于
半径为 rb的硬球与硬墙的排空相互作用, 结果是

U(h) = −nskBTπ

(
Rd(2rs − h)2 − 1

3
(2rs − h)3

)
.

(19)

如果 rb ≫ rs, 上式简化为

U(h) = −nskBTπrb(2rs − h)2, (20)
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这里 0 6 h < 2rs是球面与硬墙之间的距离. 当
h > 2rs时, 排空相互作用势为零.

对于一个弯曲曲面附近一个胶体球所受的排

空势, 在AO近似下可以方便求出 [34]. 当胶球位于
凹面侧时 (图 6 (a))
U(h)

nskBT
= −1

3
πη(2rs − h)

× (3rb + rs + h)Rc − (rbrs + rsh+ rbh+ h2/4)

Rc − h− rb

× (2rs − h)2; (21)

当胶球位于凸面侧时 (图 6 (b))

U(h)

nskBT
= −1

3
πη(2rs − h)

× (3rb + rs + h)Rc + (rbrs + rsh+ rbh+ h2/4)

Rc + h+ rb

× (2rs − h)2. (22)

这里 η(x)为阶跃函数, 当x > 0时为 1, x 6 0时为

0.

O zz

Rc

R
b⇁
R
s

h

θc

(a) (b)

图 6 处于曲率半径为Rc的曲面内 (a)和外 (b)的一个半径为Rb的胶球受到的半径为Rs的小球胶体的排空力 [34]

Fig. 6. The depletion force on a big sphere of radius Rb located inside (a) and outside (b) of a curved surface
of curvature radius Rc by the small sphere (with radius Rs) colloids [34].

5.2 Derjaguin 近似

先考虑两个无限大平行平板之间的排空相互

作用. 若平板之间的距离h < 2rs, 则小球无法进
入平板中间, 其压强（渗透压）为 0, 平板外的压强
设为 po, 则平板单位面积所受的力为 po. 若平板之
间的距离h > 2rs, 小球可以进入平板中间, 设其压
强为 pi, 平板单位面积所受的力为 pi − po. 对于可
相互穿透小球液体, 因小球之间没有相互作用, 故
po = pi = nskBT , 于是得到单位面积的排空力是

fa =

−nskBT, h < 2rs,

0, h > 2rs;
(23)

而排空势为

Ua(h) =

∫ ∞

h

fa(h
′)dh′

=

nskBT (h− 2rs), h < 2rs,

0, h > 2rs.
(24)

Derjaguin 近似就是从两个无限大平板的排
空相互作用出发, 获得其他形状的颗粒之间的排

空相互作用 [46]. 这个近似考虑两个颗粒上所有
正对着的面积元, 假设每一对面积元之间的排空
相互作用势与无限大平板的情形相同, 然后把所
有的面积元对的相互作用加起来得到最终结果.
对于一对半径为 rb的大球的情形, 取两个球心的
连线为 z 轴, 则离开 z轴为x的一个正对环面的面

积是 2πxdx (见图 7 ), 两个球的对应环面之间的
排空势是 nskBT (H − 2rs)η(2rs −H)2πxdx, 这里
H = h+ 2rb(1− cos θ) ≈ h+ x2/rb是两个对应环

面之间的距离, h是两个球面的最小距离. 于是, 两
个球的排空势为

U(h)

nskBT
= 2π

∫ rb

0

(H − 2rs)η(H − 2rs)xdx

= − 1

2
πrb(h− 2rs)

2,

这对应于 (8)式在 rs ≪ rb时的情形.
对于一个硬球和一个硬墙的情形, H =

h+ x2/(2rb), 重复上面计算得到
U(h)

nskBT
= −πrb(h− 2rs)

2,

与 (20)式相同.
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h
h

H H

x x
rb

rb

图 7 Derjaguin近似计算中的相关长度量的定义

Fig. 7. The definition of respective lengths in the calculation under Derjaguin approximation.

5.3 小硬球液体的排空作用

如果小球之间也有硬球相互作用, 情况要复杂
很多. 此时, 无法得到精确的解析公式. 现在我们
给出一些近似结果 [47−50]. 首先考虑一个硬墙, 小
球的直径为2rs, 显然, 小球球心离开硬墙的最近距
离是 rs, 也就是说, 在硬墙附近 rs的一层内, 小球的
密度为 0, 这个层是硬墙的排空层. 因小球之间的
距离最小为 2rs, 这意味着小球本身也有一个厚度
为 rs 的排空层. 当小球与墙之间相距为x时, 如果
x ≥ 3rs, 则墙的排空层和小球的排空层没有重合,
如果x < 3rs, 由于小球的排空层与墙的排空层有
重合, 于是就有一个排空体积, 导致排空相互作用.
这个排空体积可以求出为

v(x) =
π

3

(
16r3s − 12r2s (x− rs) + (x− rs)

3
)
,

这 就 给 出 了 一 个 对 于 小 球 的 势U(x) =

−nskBTv(x), 在这个势的作用下, 小球的密度
分布为

n(x) = ns e−U(x)/kBT

=


0, 0 6 x 6 rs,

ns(1 + nsv(x)), rs < x < 3rs,

ns, x > 3rs,

ns是远离硬墙处的均匀体密度. 这里的计算只保
留到ns一级修正, 高阶修正的计算要繁复很多 [51].

现在考虑两个相距为h的硬墙, 分别位于
x = 0和x = h, 在最低阶的近似下, 墙内的密
度是两个墙的影响的相加,

n(x) = ns(1 + nsv(x) + nsv(h− x)).

对于硬球系统, 墙受到的压强由接触密度给
出 [52,53], p = nckBT , nc为接触密度, 即硬球能

够到达硬墙最近处的密度. 这样, 两墙之间单位面
积的排空力为墙内外的压强之差, 由内外的接触密
度nci和nco确定.

f = kBT (nci − nco).

若两个墙的间距 h > 4rs, 则 f = 0, 若h < 2rs, 则
内部的密度为零；在 2rs 6 h 6 4rs时, 两个墙的排
空效应在接触处有叠加, 墙内的接触密度为

nci = ns+ns
π

3

(
32r3s − 12r2s (h− 2rs) + (h− 2rs)

3
)
.

由此得到两墙之间单位面积的排空力为

f(h)

nskBT

=



−
(
1 + ns

16π

3
r3s

)
, h < 2rs,

ns
π

3

(
16r3s − 12r2s (h− 2rs)

+(h− 2rs)
3
)
, 2rs 6 h 6 4rs,

0, h > 4rs.

(25)

用 s硬球的体积密度ϕs =
4πr3s
4

ns表示, 上式可
以写为

f(h)

nskBT
=

− (1 + 4ϕs) , h < 2rs,

ϕs
(
4− 6λ+ 2λ3

)
, 2rs 6 h 6 4rs,

0, h > 4rs,

(26)

其中λ =
h− 2rs
2rs

, h = 0对应于λ = −1, h = 4rs

对应于λ = 1. 而排空势则由上式积分得到

U(h) =

∫ 4rs

h

f(h)dh.
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简单计算给出
U(h)

nskBT
=

2rs

(
1 +

3

2
ϕs + 4ϕsλ

)
, h < 2rs,

rsϕs
(
3− 8λ+ 6λ2 − λ4

)
, 2rs 6 h 6 4rs,

0, h > 4rs.

(27)
利用这个结果和Derjaguin 近似, 通过简单的

积分得到两个半径为 rb的大球之间的排空势是

U(h)

nskBT
=



−3

2

rb
rs

[
λ2 +

ϕs
5

(
20λ2 + 15λ− 4

)]
,

0 6 h < 2rs,

3

10
ϕ2

s
rb
rs

[
λ5 − 10λ3 + 20λ2 − 15λ+ 4

]
,

2rs 6 h < 4rs,

0, h > 4rs.

(28)

5.4 细棒液体的排空相互作用

由长度为 l, 半径趋于零的胶体颗粒构成的
胶体, 其排空相互作用也可以比较容易地计算出
来 [37,54−56]. 当细棒的中心离开一个硬墙超过 l/2

时, 硬墙对于细棒没有直接影响, 而忽略细棒的有
限直径时, 细棒系统可看成是理想气体, 从而硬墙
对于细棒也没有间接的影响. 当距离小于 l/2时,
细棒的取向受到限制, 即硬墙对于细棒颗粒有排空
作用. 如图 8所示, 限制的角度对应颗粒密度的减
少, 简单计算给出硬墙附近细棒颗粒的密度为

n(x) = nr
2x

l
,

式中nr为远离硬墙时细棒的体密度. 由此, 当两个
硬墙的距离 h < l时, 墙内的密度为 nr(h/l), 由此

h

θh

l

h

D
θh

图 8 两个硬墙之间的细棒和薄盘

Fig. 8. The thin rod and the thin disk confined be-
tween two hard walls.

得到单位面积的排空力

f =

−nrkBT (1− h/l) , 0 < h < l,

0, h > l.

对上式积分, 得到单位面积的排空势

U(h)

nrkBT
=

−1

2

(
1− h

l

)2

, 0 < h < l,

0, h > l.

利用Derjaguin近似, 积分得到两个半径为 rb的硬

球在细棒胶体中的排空势为

U(h)

nrkBT
=

−1

6
πrbl

2

(
1− h

l

)3

, 0 < h < l,

0, h > l.

(29)

n3
r的情形文献 [56]做了计算.

5.5 薄盘胶体的排空相互作用

比细棒略为复杂一点的系统是由直径为D的

薄圆盘颗粒构成的胶体 [57−60], 圆盘的厚度忽略不
计. 当薄圆盘离开硬墙的距离小于D/2 时, 圆盘的
方位受到限制, 有排空作用. 如图 8所示, 对于一对
平行的硬墙, 若相距为h < D, 则硬墙内圆盘的密
度可简单求出为

n(x) = nd

[
1−

√
1− (h/D)

2

]
,

nd为薄盘的体密度. 这样, 单位面积的排空力为

f(h) = −ndkBT

√
1− (h/D)

2
.

对上式积分, 求得h < D时的排空势 [59]

U(h)

ndkT
= −D

2

[
π

2
− h

D

√
1−
(
h

D

)2

−arcsin
(
h

D

)]
,

(30)

当h > D时, 排空势为0.
在Derjaguin近似下, 直接计算得到两个处于

硬薄盘胶体中的球面相距为h < D、半径为 rb的硬

球之间的排空势是

U(h)

ndkBT
= − π

3
rbD

2

[
− 3π

4

h

D
+

3

2

h

D
arcsin

(
h

D

)

+

(
1 +

1

2

(
h

D

)2)√
1−

(
h

D

)2]
,

(31)

当h > D时, 排空势为0.

184701-12

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 18 (2016) 184701

6 总 结

本文简单介绍了胶体悬浮系统、范德瓦尔斯相

互作用及其胶体的稳定性. 在此基础上, 给出了排
空相互作用的图像、等效相互作用的一般概念, 然
后比较详细地介绍了计算硬球排空相互作用的几

个实用方法, 并介绍了若干近似解析公式.
限于篇幅, 没有讨论计算的细节和公式的推

导, 也没有给出大量的计算和测量结果. 为了方便
有兴趣深入了解的读者, 特别选择给出了较为完整
的参考文献. 但需要强调的是, 这里的参考文献仅
仅限于对本文的支持和补充, 而不是对于胶体排空
相互作用相关文献的完整罗列. 大量的重要文献并
没有列入, 一个对于整个课题的完整总结已经远远
超出本文的目的.
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Abstract

Colloidal suspension is composed of particles with sizes between 1 nm and 1 µm, suspended in liquid phase. The

interaction between the particles consists of a hard core repulsive interaction and other kinds of repulsive and attractive

interacions. Hard interaction forbids the particles from occupying the same places, resulting in a depletion effect. When

big colloid particles are immersed in a colloid of small particles, each big particle has a depletion layer where the small

particles cannot enter due to the hard interaction. The depletion layers of two big particles overlap when they are

close enough so that extra free volume of the small particles increases and therefore the entropy of the small particles

increase, thus an effective interaction between big particles is induced. This effective interaction is the so-called depletion

interaction. In this review the concepts and an intuitive explanation of depletion interaction of colloidal suspensions are

presented. The numerical calculation methods, including the acceptance ratio method, Wang-Landau-type method, and

density functional theory method, are briefly reviewed. Several useful analytic approximations are presented. Stating

from the depletion interaction between two flat plates, the Derjaguin approximation is introduced through the Asakura-

Oosawa model. With this approximation, the approximate formulas of depletion interaction between two hard spheres,

between a hard sphere and a hard wall, and between a hard sphere and curved hard walls in a small hard sphere colloid

are derived. The depletion interaction between two hard spheres in a thin rod colloid and a thin disk colloid are also

derived in the Derjaguin approximation.
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