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反场构型等离子体中Grad-Shafranov
方程的数值解∗

赵小明 孙奇志 方东凡 贾月松† 刘正芬 孙承纬

(中国工程物理研究院流体物理研究所, 脉冲功率科学与技术重点实验室, 绵阳 621999)

( 2016年 4月 19日收到; 2016年 6月 30日收到修改稿 )

基于反场构型 (field-reversed configuration)渐近理论, 编写了反场构型等离子体中二维Grad-Shafranov
方程的数值模拟代码, 研究了不同拉长形状的反场构型剖面. 通过模拟, 得到了磁面坐标系中反场构型等离
子体压强及梯度分布, 同时求解了大拉长比、不同分界面 (separatrix)类型的磁通量分布. 研究结果表明, 等
离子体压强梯度随着磁通量呈线性增长, 在分界面处发生突变; 分界面处的等离子体压强越高, 分界面内部的
压强会更高, 即具有更高的等离子体β值, 反映了反场构型较好的约束效果.

关键词: 反场构型, Grad-Shafranov方程, 分界面, 拉长比
PACS: 52.55.Lf, 52.65.Kj, 52.25.Xz DOI: 10.7498/aps.65.185201

1 引 言

反场构型 (field-reversed configuration, FRC)
是磁化靶聚变技术的实现途径之一, 反场构型的实
验研究始于上世纪五十年代末, 早期的实验装置以
Scylla I, theta-p II为代表, 主要开展预电离实验研
究, 后续的几十年中, 随着脉冲功率技术的发展, 反
场构型的实验装置有了很大的改进和完善, 形成了
以FRX-A, FRX-L, “荧光 -1”, C-2等为代表的现代
实验装置, 并且开展了大量的实验研究, 包括FRC
等离子体靶的形成, 不稳定性的产生以及输运等问
题. FRC装置具有如下下几个特点: 装置结构简
单, 装置中心区域为等离子体, 易于维持芯部聚变;
其次, 磁场结构简单, 无环向磁场, 有利于避免大破
裂出现的可能性; 另外, FRC靶易于移动, 可将其
从形成区域移动到约束区域, 对实现聚变的方式提
供多种选择; 最后是高β, 高β意味着反场构型约

束能力强, 装置的经济效益高 [1].

FRC等离子体属于紧凑环形等离子体结构,环
形等离子体的磁流体力学平衡由Grad-Shafranov
方程描述 [2]. Grad-Shafranov方程描述的是FRC
形成后达到的一种理想平衡状态, 由于等离子体内
部因素产生的不稳定性, 使得平衡状态存在的时间
比较短暂, 通常情况下, 把Grad-Shafranov方程描
述的平衡状态当作初始状态, 来研究等离子体的不
稳定性和输运等物理问题. 初始状态下等离子体的
压强及磁面的分布情况必须由Grad-Shafranov的
解给出, 同时, 为了比较方便地研究等离子体的不
稳定性及输运特性, 往往把磁面坐标系作为首选的
参考系, 磁面坐标系与实验室坐标系之间的转化关
系可借助于Grad-Shafranov方程求解 [3−8]. 因此
精确求解Grad-Shafranov方程显得十分重要.

FRC等离子体磁面结构的特点是严重拉伸变
形, 这种拉伸变形在一定程度上为二维的Grad-
Shafranov求解带来了诸多困难, 尤其是等离子体
边界和分界面的处理. 关于FRC平衡的研究, 最
早是二维的解析模型, 比如Hill漩涡模型, 及刚
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性转子模型, 半定量地给出了FRC分界面内部的
磁通量分布或者径向的磁场和等离子体密度分

布 [9,10]. 文献 [11—13]利用格林函数法直接求解
了二维Grad-Shafranov, 成功地处理非线性积分问
题, 根据FRX-C的实验参数, 计算了针对装置模型
的平衡截面, 同时研究了端部磁镜及纵向磁场对平
衡的影响. 动理学效应被认为是等离子体中一个
非常重要的因素, 但是, 研究表明FRC等离子体的
动理学平衡与Grad-Shafranov方程求解的平衡几
乎没有差别, 只是在动理学平衡中多了静电力, 是
由电子和离子电荷分离造成的 [14]. FRC的混合平
衡模型表明, 分界面附近流剪切效应会影响剖面结
构, 标准的Grad-Shafranov方程无法处理流剪切效
应 [15]. 国际上的一些FRC装置上开展了等离子体
平衡的实验研究, 证实了Grad-Shafranov理论结果
的准确性 [16,17].

根据FRC大拉长比的特点, Barnes [18,19]提出

了反场构型渐近理论的方法求解Grad-Shafranov
方程, 反场构型渐近理论避开了Grad-Shafranov算
子的非线性耦合项, 将所求物理量逐级展开, 分阶
求解. 本文基于反场构型渐近理论, 编写了求解
Grad-Shafranov方程的二维代码, 研究了FRC等
离子体的平衡截面. Grad-Shafranov方程二维代码
为后续开展FRC等离子体磁流体不稳定性及输运
等物理问题的研究奠定了基础.

2 FRC等离子体中的Grad-Shafranov
方程

FRC形成过程中, 由于初始预电离等离子体
密度较低, 磁场的磁压很大, FRC等离子体会在轴
向和径向收缩, 并且在收缩过程中由于磁场的压缩
对等离子体产生了绝热压缩效应. 当外部磁压与等
离子体内部总压相当时, 等离子体达到平衡, 这时
等离子体的温度大致在几十到一百电子伏特, 等离
子体密度比初始的气体密度大 10倍左右. 达到平
衡时, FRC等离子体靶几何结构如图 1所示, 在 r-z
平面内, 分界面长度为Ls, 分界面半径为 rs, 石英
玻璃管半径为 rw.

FRC平衡时, 等离子体满足的MHD方程为

−∇P + J ×B = 0, (1)

磁场B和电流方向J有J · ∇P = 0, B · ∇P = 0,

P为等离子体压强, 因此等离子体压强在磁力线
上和电流方向是均匀的. 等离子体必须满足在径
向和轴向的力学平衡, 因此方程 (1)可化为Grad-
Shafranov方程,

∆∗ψ = r
∂

∂r

1

r

∂ψ

∂r
+
∂2ψ

∂z2
= −µ0r

2 dP
dψ , (2)

其中, ψ是极向磁通量, 极向电流为Jθ,

Jθ = − 1

µ0r
∇2

⊥Ψ. (3)

将方程做归一化处理, r = r/rw, z = z/rw,
ψ = ψ/(2ψw), p = P/p0, 其中, rw为器壁半径,
ψw为边界处磁通量, p0 为真空磁压.

X 

O 

rw

Ls

z

r

r

图 1 (网刊彩色)反场构型几何结构图 [1]

Fig. 1. (color online) Sketch of Field-reversed config-
uration [1].

归一化后的Grad-Shafranov方程变为

r
∂

∂r

1

r

∂ψ

∂r
+
∂2ψ

∂z2
= −r

2

2

dp
dψ . (4)

在分界面处的磁通量为零, 假设FRC刮削层
磁通量ψ > 0, 那么, 在FRC芯部磁通量ψ < 0, 在
磁面坐标系中, 等离子体压强梯度 dp/dψ < 0, 根
据反场构型渐近理论, 变化快的方向为主方向, 变
化慢的方向为高阶次方向, 高阶项可作为低阶项的
修正. 在大拉长比的FRC中, z向上变量变化相对
缓慢, 因此对 z向的微分认为是零. 方程 (4)变为(

1

r

∂ψ

∂r

)2

+ p = pe, (5)

其中, pe分界面以外的磁压, 方程 (5)两边分别对 r

和ψ积分可得

r2

2
=

∫ dψ√
pe − p

, (6)

设磁力线开放区域的半径为 rop, 将方程 (6)右边的
积分分为分界面以内和分界面以外,

r2op
2

=

∫ ps

0

dp/|p′op|√
pe − p

+

∫ pe

ps

dp/|p′|√
pe − p

, (7)
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其中, ps为分界面压强, 经过逆Abel变化及近似处
理得到磁通量与压强的渐进关系解 [18]:

− 2πψ

=
√
p− ps −∆ψop cos

√
ps
p

+
ψop
ps

×
(
2p sin

√
ps
p

− 2
√
p
√
p− ps − πps

)
. (8)

分界面外部磁通量与分界面处等离子体压强

的关系式为:

ψop =

√
ps − 1

2
,

∆ψop = 1− 2ψop. (9)

等离子体压强梯度为

−2π

p′
=

∆ψop
2
√
ps

√
p− ps
p

+
2ψop
ps

sin
√
ps
p
. (10)

方程 (8)和 (10)是反场构型渐进理论给出的FRC
等离子体压强及梯度与磁通量之间的关系, 分界面
处的等离子体压强ps与磁通量ψop为边界参数. 对
于二维的求解, 我们首先将磁通量和压强以逆拉长
比 ε的阶数展开如下:

ψ = ψ0 + ε2ψ1 + · · · ,

p = p0 + ε2p1 + · · · , (11)

其中, 逆拉长比 ε = L−1 = rs/Ls, L为FRC磁面
拉长比. 零阶的等离子体压强由方程 (8)决定, 而
零阶磁通量根据等离子体分区的特点, 进行分段求
解, 分段函数为

ψ0 = ψop +
∆ψop
2

r2 − r2s
1− r2s

, r > rs,

dψ0

dr = r
√
pe − p0(ψ0), rs/

√
2 6 r < rs,

ψ0(r) = ψ0(
√
r2s − r2), r < rs/

√
2.

(12)

在 r > rs的区域, 为FRC磁力线开放区, 等离子
体中存在自由流, 等离子体并不严格地满足Grad-
Shafranov方程; 在 r < rs的区域, 为FRC芯部, O
点到中性轴之间满足反射条件, 通过方程 (12)可
求得各分界面处零阶磁通量分布. 一阶量的Grad-
Shafranov为

L(ψ1) ≡ L(p1), (13)

其中,

L(ψ1) =

(
∂

∂r

1

r

∂

∂r
+
rp′′0
2

)
ψ1, (14)

L(p1) =
1

r

∂2ψ0

∂z2
+
rp′1
2
. (15)

对于任意的ψ1, p1 都满足方程 (13), 那么方程有解
的惟一条件是方程 (14), 方程 (15)恒等于零. 对方
程 (15)进行积分, 就有∫ 1

0

∂ψ0

∂rs
L(p1)dr

=

∫ 1

0

∂ψ0

∂rs

(
1

r

∂2ψ0

∂z2
+
rp′1
2

)
dr = 0, (16)

利用Abel积分公式,

d
drs

∫ pe

ps

p1/|p′0|√
pe − p

dp = −
∫ 1

0

∂ψ0

∂rs

1

r

∂2ψ0

∂z2
dr,

(17)

最终得到一阶的等离子体压强和磁通量 [18]

p1 =
p′0
π

∫ rs(ψ)

0

drs√
p− pe

∫ 1

0

∂ψ0

∂rs

1

r

∂2ψ0

∂z2
dr, (18)

ψ1 = − ∂ψ0

∂rs

∫ r

rs

r

∂ψ0/∂rs
dr

×
∫ r

0

(
1

r

∂2ψ0

∂z2
+
rp′1
2

)
∂ψ0

∂rs
dr. (19)

方程 (8)和 (10)给出了磁面坐标系下FRC等
离子体压强和梯度的分布情况, 其中有几个反
映FRC特征的物理量, 分别为分界面处的等离
子体压强、边界磁通量. 根据FRC分界面方程,
G(z, rs) = 0, 方程 (17)—方程 (19)磁通量对 z的偏

微分可化为对 rs的偏微分. 借助于 (12)式可求得
一阶的磁通量和等离子体压强.

3 计算结果

方程 (8)和方程 (10)给出了FRC等离子体压
强和梯度随磁通量变化的关系, 方程 (12)描述的
是零阶磁通量在 r方向的分布情况, 一阶的等离子
体压强和磁通量由方程 (18)和 (19)给出, 联合方程
(12), 方程 (18)和方程 (19), 就可以得到特定结构
FRC等离子体中磁通量的二维分布情况, 按照方程
(8)和方程 (10), 得到等离子体压强和梯度的二维
分布情况. 方程 (12) 采用了龙格 -库塔法求解, 而
方程 (18)和方程 (19)两个积分方程则采用牛顿插
值法.

根据方程 (8)和方程 (10)求得等离子体压强和
梯度随磁通量变化的分布情况. 图 2和图 3分别给
出了分界面处压强值为 ps = 1.5, 1.6, 1.65的压强
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及梯度分布. 图 2显示, FRC分界面处的等离子体
压强越高, 封闭磁力线内部的等离子体压强会更
高, 内部具有更高的等离子体磁压比, 表明FRC
具有更好的约束效果. 封闭磁力线内部 (ψ ≪ 0),
FRC等离子体梯度与磁通量几乎为线性函数关系
(如图 3 ). 在分界面附近等离子体梯度有突变, 出
现这一现象的原因可能是分界面内侧磁力线相对

密集, 磁压大, 满足力学平衡等离子体热压也就会
变大, 而在分界面外侧, 磁力线变疏, 磁压迅速减
小, 等离子体的热压也就减小. 等离子体梯度为零
的区域为真空区.
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图 2 (网刊彩色)等离子体压强

Fig. 2. (color online) Plasma pressure.
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图 3 (网刊彩色)等离子体压强梯度 (分界面处压强分别
为 1.5, 1.6, 1.65)
Fig. 3. (color online) Gradient of pressure (Pressure
at the separatrix is 1.5, 1.6, 1.65, respectively).

根据 (12)式, 得到了磁通量在径向的分布情
况, 按照FRC磁场结构的特点, 首先确定边界值,
真空区域的边界值取 0.5, 而FRC芯部的磁通量为
0. 为了达到更高的计算精度, 计算过程中的空间
格点数为 10000. 不同分界面半径的磁通量分布情
况如图 4 , 分界面半径取值分别为: rs = 0.04, 0.2,
0.3, 0.5, 0.6, 0.8. 分界面半径越小, 反射条件越不

明显, 由反射条件给出的O点 (磁通量在径向的极
值)会逐渐消失.
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图 4 (网刊彩色)零阶的磁通量分布情况 (分界面半径取
值: rs = 0.04, 0.2, 0.3, 0.5, 0.6, 0.8)
Fig. 4. (color online) Magnetic flux of leading or-
der(separatrix radius is rs = 0.04, 0.2, 0.3, 0.5, 0.6,
0.8, respectively).
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图 5 (网刊彩色) “椭圆型” FRC磁通量分布
Fig. 5. (color online) Magnetic flux of “elliptical”
shaped separatrix.
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图 6 (网刊彩色) “跑道型” FRC磁通量分布
Fig. 6. (color online) Magnetic flux of “racetrack”
shaped separatrix.

FRC的分界面方程一般为 rs = rs max(1−z2a).
当a = 1时, 分界面为 “椭圆型”; 当a > 1时, 分界

185201-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 18 (2016) 185201

面为 “跑道型”. “椭圆型”及 “跑道型”分界面FRC
的二维分布分别如图 5和图 6所示. 纵向分界面长
度为Ls = 5.0, 分界面最大半径为 rs max = 0.8, “椭
圆型”分界面形状参数a = 1, “跑道型”分界面形状
参数a = 2. 为了证实本文模拟代码的有效性, 将
所得结果和文献结果进行了比较, “椭圆型”分界面
FRC的参数与文献 [19]中的参数值一致, 计算结果
与文献 [19]结果符合得很好.

我们对不同分界面半径的FRC做了相应的计
算, 其中, 分界面长度Ls = 3, 分界面形状参数为
a = 1, 分界面半径取值为 rs max = 0.3, 0.5, 0.8, 分
别对应图 7 (a), 图 7 (b)和图 7 (c). 随着FRC分界
面半径的增大, O点位置由内逐渐向外移动, 可能

的原因是, 形成FRC磁面结构的环形电流具有曲
率, 曲率限制分界面内部的磁通量必须满足反射条
件, 而反射条件的极值点正好是O点所在的位置,
反射条件的极值点随着分界面半径的增大而向外

移动.
代码模拟了大拉长比 (分界面半长度为 zs)的

FRC平衡剖面, 拉长比是反应FRC几何尺寸的另
外一个重要物理量, 图 8 (a), 图 8 (b)和图 8 (c)显示
拉长比分别为 3.75, 11.25, 18.75的平衡剖面, 其中
分界面形状参数为a = 2, 为 “跑道型”分界面, 分
界面半径为 rs max = 0.8. 大拉长比FRC 中性面附
近磁力线几乎是直线, 反映了渐近理论的合理性.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0

r

0.4

0.3

0.2

0.1

0
0 1 2

z

r

0.4

0.5

0.3

0.2

0.1

0

r

3

0 1 2

z

3

0 1 2

z

3

(a)

(b)

(c)

0.4

0.3

0.2

0.1

0

-0.1

-0.2

0.4

0.3

0.2

0.1

0

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

-0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

-0.5

图 7 (网刊彩色)不同分界面半径的FRC磁通量分布
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Fig. 7. (color online) FRC magnetic flux distribution
in separatrix radius: (a) rs max = 0.3; (b) rs max = 0.5;
(c) rs max = 0.8.
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Fig. 8. (color online) FRC magnetic flux distribution
in elongations: (a) zs = 3.0; (b) zs = 9.0; (c) zs = 15.0.
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4 讨 论

本文首先对反场构型渐近理论做了简介, 基
于反场构型渐近理论模型, 编写了求解FRC等离
子体中二维Grad-Shafranov方程的数值模拟代码.
通过二维计算结果, 对数值模拟代码进行了标定,
在相同参数下, 计算结果与文献结果一致, 从而证
实了代码的有效性. 反场构型渐进理论只适用于
大拉长比FRC等离子体Grad-Shafranov方程的求
解, 大拉长比的FRC磁面结构中, 磁场在 r方向的

梯度远远大于 z方向的梯度, 梯度大的方向为主方
向, 梯度小的方向为高阶次方向, 高阶项为低阶项
的修正, 修正的量级为逆拉长比 ε. 反场构型渐进
理论将方程中维度之间的耦合分解开来, 减少了计
算量及计算难度.

一维计算结果表明分界面处等离子体压强是

影响FRC等离子体约束效果的关键物理量之一.
另外, 在FRC分界面附近等离子体压强梯度有突
变, 分析可能的原因是分界面内侧磁力线相对密
集, 磁压大, 满足力学平衡等离子体热压也就会变
大, 而在分界面外侧, 磁力线变疏, 磁压迅速减小,
等离子体的热压也就减小.

二维计算的一个关键问题是FRC的分界面
方程的选择, 本文所采用的是一般方程: rs =

rs max(1 − z2a), 只需要改变形状参数 a, 就可以
实现椭圆分界面或者圆分界面的选择, 分界面的
几何特征结构在一阶量中得到体现 (一阶方程中
∂ψ0

∂z
=
∂ψ0

∂rs

∂rs
∂z

, ∂ψ0

∂rs
在零阶计算中求得, ∂rs

∂z
由分

界面方程决定). FRC等离子体中O点会随着分界

面半径的增大而向外移动, 这是因为, 分界面半径
增大, FRC 等离子体磁面的曲率半径会增大, 曲率
中心, 也就是O点也会随之向外移动.

5 结 论

利用二维代码, 计算了FRC等离子体满足
Grad-Shafranov方程的压强和梯度, 数值结果表
明, 在FRC芯部, 等离子体压强梯度随磁通量线性
增加; 在分界面附近, 等离子体压强梯度出现突变,
分界面附近磁力线陡峭分布造成了这一现象. FRC

等离子体形状一般分为 “椭圆型”和 “跑道型”, 针
对分界面半径及拉长比两个物理参量, 本文对这
两种结构的FRC平衡剖面分别进行了计算, 结果
显示分界面半径和拉长比是决定FRC平衡剖面的
关键因素. 大拉长比FRC平衡剖面计算说明模拟
代码的计算参数范围较广. FRC等离子体中Grad-
Shafranov方程的求解是一个基础性的工作, MHD
宏观不稳定性、等离子体的输运等物理问题解决,
大多数情况下需要在磁面物理坐标系下进行, 而实
验室坐标系到磁面坐标系的转换关系, 需要借助于
Grad-Shafranov方程求解, 而且, 这些问题中等离
子体初始条件就是满Grad-Shafranov方程的平衡
分布. Grad-Shafranov方程虽然能够比较准确地给
出FRC平衡剖面, 但是无法解释FRC平衡形成过
程O点及X点的演化过程及这两点处带电粒子的

行为等问题, 需要从动理学的角度去研究.
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Abstract
The solution of Grad-Shafranov equation in field-reversed configuration (FRC) is a basic problem. The solution

of Grad-Shafranov equation can help to understand most of physical processes in FRC plasma, such as magnetohy-
drodynamic (MHD) instabilities and plasma transport. In the present paper, based on the FRC asymptotic theory by
Barnes D C, the code for solving the two-dimensional Grad-Shafranov equation in FRC is developed. By using the
code, the equilibriums of FRC with different elongations and separatrix radii are investigated in the present paper. The
one-dimensional numerical results show that the plasma density gradient increases linearly with magnetic flux increasing
in the FRC center, while, it steepens due to the high magnetic field distribution at the separatrix. The results also show
that the plasma density in the closed field region increases with the density at the separatrix increasing, which implies
that FRC embodies the strong confinement ability. It is a key problem to choose equations determining the shape of
the separatrix in a two-dimensional numerical investigation. In the present paper, the shape equation is described as
rs = rs max(1−z2a), in which a is the shaping parameter. When a = 1, the separatrix shape is elliptical, and when a > 1,
the separatrix shape is like a racetrack. The geometry character of the separatrix appears in the one-order equations

(in one-order equations: ∂ψ0

∂z
=
∂ψ0

∂rs

∂rs

∂z
, where ∂ψ0

∂rs
is determined by lead equations and ∂rs

∂z
is given by separatrix

equation). The two-dimensional numerical results show that O-point moves outward as the sparatrix radius increases.
The curvature radius of magnetic flux surface increases with the separatrix radius increasing. The O-point of magnetic
flux surface is just at the curvature center. Thus O-point moves outward as the sparatrix radius increases.

Keywords: field-reversed configuration, Grad-Shafranov equation, separatrix, elongation
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