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运用四元数分析椭球微粒所受的光阱力∗

张书赫 梁振† 周金华‡

(安徽医科大学生物医学工程系, 合肥 230032)

( 2016年 10月 3日收到; 2016年 10月 17日收到修改稿 )

在光镊的射线模型中, 追迹光线在界面的折射反射光是较基本的也是较复杂的问题. 传统的几何光学法
计算光线的方位, 对于一些不规则的物体来说, 存在一定的困难度. 本文提出使用四元数简化空间光线追迹,
从而可计算非球形颗粒的光阱力. 以入射光线和界面法线的外积确定入射面的法线为旋转轴; 根据折射定律
确定由入射光线旋转到反射光线和折射光线的角度. 将入射光线以四元数表示, 根据四元数旋转, 可获得反
射光线和折射光线的空间矢量. 根据光子的动量变化, 求得光阱对微粒的作用力. 本文以球差影响下的不同
形变的椭球为计算示例, 模拟了椭球在光阱下的动力学行为, 结果表明椭球的横向和轴向俘获效率受到各方
向变形系数的影响; 球差增大降低了轴向的最大俘获效率, 稳定俘获位置也随之朝负轴偏离中心更远; 在固定
球差作用下, 最大轴向俘获效率与轴向变形系数相关, 在特定的变形下轴向俘获效率变得较大. 由此验证了
四元数方法的正确性、实用性与普遍性.

关键词: 四元数, 光线追迹, 椭球微粒, 光阱力
PACS: 87.80.Cc, 42.15.–i DOI: 10.7498/aps.66.048701

1 引 言

目前光镊广泛应用于单分子检测马达蛋

白 [1,2], DNA和RNA力学特性分析 [3]、测量细胞

膜弹性 [4]和探测溶液的黏弹性 [5]等方面. 在光镊
应用中, 光阱对不同颗粒的作用, 以及如何低功率
下获得高光阱力一直吸引许多研究者不断探索 [6].
在前人的光阱模拟和实验中, 光束的类型 [7]、束腰

半径 [8]、颗粒大小 [9]和聚焦光束的数值孔径 [10]均

会影响光阱力的大小. 光阱力的模拟方法一直备受
关注, 可帮助我们更深入理解光阱俘获小球的动力
学行为, 还可指导我们设计光镊提升俘获效率.

光阱力的模拟方法大致有两类, 一类是几何光
学模型 (或者射线模型, ray optics, RO); 另一类方
法为电磁模型 (electromagnetic model, EM). RO
模型的算法原理简单, 适于模拟颗粒尺寸远大于波

长的光阱力, 即使在颗粒尺寸与波长相近时, 也能
取得与实验相近的结果, 在光镊发展的 30年内不
断得到应用和推广.

在RO模型中, Ashkin [11]提出的射线追踪的

模型可以很好地分析球形颗粒在光阱中的受力, 并
可进一步模拟玻璃 -水界面引起球差对光阱力的影
响 [12,13], 以及双光纤夹持颗粒的受力 [14]. 然而采
用欧氏几何求解向量空间角的方法, 在计算椭球形
颗粒的受力存在一定困难. 我们使用空间向量表示
光线, 通过空间解析几何的方法进行光线追迹, 用
向量的夹角表示入射光和反射光平面的角度关系,
根据光子在界面反射和折射的动量改变, 进而在三
维方向上计算光子对椭球的作用力 [15,16]. 尽管如
此, 采用解析几何方法, 使用矩阵变换的方式计算
折射光、反射光的空间方位角度涉及到多次坐标变

换, 在后续计算中依然较为复杂 [16].
四元数可以很方便地表示空间旋转 [17], 它在
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狭义相对论、电磁学、量子力学得到运用 [18], 目前
还广泛用于计算机图形学 [19]、飞行器姿态描述、惯

性导航领域 [20]. 将四元数旋转引入折射光、反射光
空间方位角的计算中, 将会简化空间光线追迹的复
杂程度. 本文介绍如何在RO模型中使用四元数法
计算强聚焦光束对椭球微粒的作用力, 并通过该模
拟方法展示不同形变的椭球形颗粒在光阱中的动

力学行为.

2 四元数与旋转

爱尔兰数学家哈密顿 (Hamilton)于 1843年提
出四元数的数学概念, 提供了三维空间中运用这种
超复数实现坐标变换的方法 [17].

2.1 四元数的表示方法

四元数 q可用下列超复数形式表达为 q =

a + bi + cj + dk, 其中 i, j, k 为虚数单位, 且满
足 i2 = j2 = k2 = ijk = −1, ij = −ji = k,
jk = −kj = i, ki = −ik = j. 若将 bi + cj + dk
视为向量V = (b, c, d), 纯量S = a, 则四元数 q可

表示为 q = S + V , 还可以写成 q = [S,V ] 这样的

形式.

2.2 四元数的运算规则

设有两个四元数分别为 q1 = [S1,V1], q2 =

[S2,V2], 则两个四元数加法规则满足 q1 + q2 =

[S1 + S2,V1 + V2]. 若这两个四元数相乘, 则

q1q2 = [S1S2 − V1 · V2,

S1V2 + S2V1 + V1 × V2]. (1)

可见四元数相乘的结果还是四元数, 它不满足乘法
交换律, 且不同于四元数的点乘与叉乘的规则. 对
于四元数 q = [S,V ]的共轭, 满足

q∗ = [S,−V ]. (2)

四元数 q = [S,V ]的模为

|q| =
√
S2 + |V |2. (3)

若一个四元素的模等于 1, 则该四元数为单位四元
数. 对于四元数 q的逆记为 q−1, 满足 qq−1 = 1. 四
元数的逆可由 (2)和 (3)式求出:

q−1 = q∗/|q|. (4)

对于单位四元数, 它的逆等于其共轭四元数.

2.3 四元数与旋转

三维空间平面Σ上已知点A为 (xA, yA, zA),
点O′为 (xO′ , yO′ , zO′), 图 1表示将向量O′A绕点

O′旋转角 θ 到向量O′B. 过点O′的Σ面法线方向

单位向量u = (xu, yu, zu). 用四元数表示向量旋
转时, 旋转角度满足右手螺旋为正, 反之为负. 向
量O′A = (xA−xO′ , yA− yO′ , zA− zO′), 被旋转向
量O′A 扩展为只有向量部分的四元数:

qO′A = [0,O′A]. (5)

以单位向量u和旋转角度 θ构建的旋转轴的四

元数为

qu =

[
cos

(
θ

2

)
, sin

(
θ

2

)
u

]
, (6)

它为单位四元数. 向量O′B对应的四元数 qO′B满

足

qO′B = quqO′Aq−1
u . (7)

根据 (1)—(7)式, 计算所得的 qO′B的向量部分即

为向量O′B.

Σ

O '

A

B u

O

x

y

θ

z

图 1 空间平面Σ上O′A以法线u 为轴旋转 θ 角到

O′B

Fig. 1. Rotating O′A to O′B with angle θ around
the normal axis u in plane Σ.

3 四元数在RO模型中的应用

3.1 运用四元数表示折射和反射光线

在光镊的RO模型中, 运用四元数法能追踪入
射光线在界面的各种偏折. 以光线由光疏介质入射
到光密介质为例, 如图 2所示, 界面的法线N取光

密介质指向光疏介质为正方向, 旋转轴向量v满足

v = L1 ×N . (8)

在平面Ω0内以点O为极点, 法线N为极轴, 以绕
向量v按右手螺旋为极角正方向建立平面极坐标

系. 则L1的极角记为φ1 = π + α, L3 的极角为
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φ3 = π+ β, L2的极角为φ2 = 2π− α. 由L1旋转

到L2为φ2 − φ1, L1旋转到L3为φ3 − φ1.

Ω

α−β

p−2α

β

α

N

O

L

L

L
v

图 2 光线在界面的折射和反射示意图

Fig. 2. Sketch of refractive and reflected lights in the
interface.

根据 (5)式将L1扩展成四元数 qL1 = [0,L1],
根据 (6)式用于旋转到反射光线L2的旋转轴的四

元数为

qu1 =

[
cos

(
φ2 − φ1

2

)
,
v

|v|
sin  

(
φ2 − φ1

2

)]
,

(9)

用于旋转到折射光线L3的旋转轴的四元数为

qu2 =

[
cos

(
φ3 − φ1

2

)
,
v

|v|
sin

(
φ3 − φ1

2

)]
.

(10)

根据 (7)式, 计算出四元数 qL2 = qu1qL1q
−1
u1

, qL3 =

qu2qL1q
−1
u2

, 最后取四元数 qL2和 qL3 的向量部分即

为L2和L3的方向向量.
当光线从光密介质进入光疏介质时, 同样取光

密指向光疏介质的界面法线, 旋转轴用 (8)式表示.
根据右手螺旋确定角度正方向, 则旋转轴的四元数
依然能用 (9)和 (10)式表示, 则可确定反射光线的
四元数 qL2与折射光的四元数 qL3 , 进而求得L2和

L3的方向向量. 根据四元数旋转向量的方法, 很方
便地计算出光线通过任意界面产生的反射光与折

射光向量.

3.2 单根光线对界面折射和反射产生的

作用力

当光子经过折射率不同的界面时, 光子由于反
射和折射导致动量发生改变, 从而对界面产生力的
作用. 光子从光疏介质进入光密介质的界面发生折

射和反射, 设入射角为α, 折射角为β, 根据动量守
恒, 界面受到光子的作用力为 [15]

dF =
nmdP

c
[nrT cosβ − cosα(1 +R)]

N

|N |
,

(11)
其中R和T 为能流Fresnel的反射和透射系数,
nm为光线从光源发出传播所在介质的折射率,
nr = ns/nm, ns为微粒的折射率, dP为光线的功
率元. 当光子从光密介质进入光疏介质时, 光子对
界面的作用力为

dF =
nmdP

c
[nr cosα(1 +R)− T cosβ] N

|N |
.

(12)
由 (11)和 (12)式可知微粒所受到的力始终沿着法
线, 由微粒内部指向外部. 我们采用俘获效率
Q = F c/(nmP )表示微粒在光阱中的受力情况.

4 运用四元数法模拟椭球微粒所受的
光阱力

由于高斯光束被高数值孔径物镜强聚焦后, 束
腰在焦平面上且其半径非常小, 从物镜后瞳入射面
到焦点的光束可近似作为锥形光束传播. 物镜后
瞳处高斯光束强度分布为 I(r) = I0 exp(−2r2/ω2

0),
ω0为高斯光束的束腰半径, I0为束腰中心光强, r
为光线从后瞳入射点到光轴的距离. 在以下计算
中, 设定高斯光束恰好充满物镜后瞳.

4.1 高斯光束的单根光线追迹

以物镜焦点为坐标原点O, 物镜光轴为 z

轴建立空间直角坐标, 椭球微粒中心E位于
(xE, yE, zE), 如图 3所示. ng为玻片折射率, NA

为物镜数值孔径. 物镜匹配油的折射率与玻

璃折射率相近, 则物镜焦距 fobj = ngRobj/NA.
物镜后瞳任意一点H到物镜中心的距离为 r,
从H点入射的光线经过物镜偏折为 IL0指向焦

点, 且 IL0与 z 轴的夹角为 γ1. 根据正弦定理
sin γ1 = r/fobj. 当玻片位于 z = Zcg处, 在玻璃
-水界面折射率失配引起的球差作用下, 光线在玻
璃 -水界面上进一步偏折偏离焦点形成IL, IL 与
z 轴交于点Zl, 它们的夹角为 γ2. σ为O′H与x’
轴的夹角, IL = (cosσ sin γ2, sinσ sin γ2, cos γ2),
Zl = Zcg + |Zcg| · tanγ1/tanγ2. 当光线通过玻片
之后, 光线可看作由Zl 点沿IL出射的光线.
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O

Zcg

Zl

Η

IL0

IL

x

y

z

-

E

E
xϕ

σ
γ1γ2

Robj

fobj

O0

r

图 3 单根光线入射至椭球的光线追迹

Fig. 3. Tracing a single ray striking an ellipsoidal bead.

设椭球微粒E的方程为
(x− xE)

2

a2E
+

(y − yE)
2

b2E
+

(z − zE)

c2E

2

= 1. (13)

光线 IL在椭球微粒E表面反射光线为K0, 折射
光线为L0, 与椭球交于点M0, 如图 4 . 在微粒内
部, L0在颗粒 -溶液界面依次反射Ln, 折射为Kn,
并依次与颗粒表面相交于Mn, n为自然数. 根
据 (1)—(10)式, 由点Mn与Ln−1可计算得出Kn,
Ln, 其中Mn 可由Ln−1直线方程与 (13)式联立求
解确定 [16].

·

K1

K0

M0

M1

L1

L0

E

IL

图 4 光线在椭球微粒表面的折射和反射

Fig. 4. Refractive and reflected rays on the interface
of an ellipsoidal bead.

根据 (11)式和 (12)式, 光线Ln偏折对微粒的

作用力为FIL,n. 则该光线对微粒产生的总的作
用力为

FIL =
∞∑

n=0

FIL,n.

最后再将所有光线对微粒产生的作用力求和, 即可
得到光束对小球的合力.

4.2 椭球微粒受到的光阱力

微球所在介质折射率nm = 1.33, 微球折射率
ns = 1.59, NA = 1.25, Robj = 3 mm, ng = 1.51,
玻片位于Zcg = −10 µm处. 当 aE = bE = cE

时, 椭球方程退化为球方程, 本文中取小球半
径 rbead = 3 µm. 引入变形系数来描述椭球相
对于球体的变形, δx = aE/rbead, δy = bE/rbead,
δz = cE/rbead, 它们分别表示椭球沿着x, y和 z方

向的变形. 当 δx = δy = δz = 1时, 微粒为半径
3 µm的球. 在球差的影响下, 我们采用四元数计算
球形微粒的受力曲线Qz和Qx与我们之前空间坐

标旋转方法获得的结果一致 [16].
图 5 (a)表示颗粒的横向俘获率. δx = 1时微

球作为参考曲线, 当 δx = 0.33时小球在 z = 0处为

非稳定状态, 一旦小球发生横向偏离便会受到横向
的推力加速离开中心位置. 对于 δx = 0.5的微粒,
当它横向偏离光阱中心时, 微粒所受到的回复力快
速增大, 并且最大回复力 |Qmax|比其他情况更大.
从图 5 (b)中可知, 非球形颗粒的轴向稳定性与 δx

有关. 在球差的影响下, δx = 0.33的微粒的俘获

率曲线与Qz = 0没有交点, 此时微粒被推离光阱.
δx = 0.5时微粒受到的最大轴向回复力较 δx = 1稍

小, 比 δx = 2 和 δx = 3的情况稍大.
图 5 (c)表示轴向变形颗粒的横向俘获率. 当

颗粒轴向变形拉长时, 最大回复力增大. 当变形达
到一定程度后再拉长颗粒, 最大回复力反而变小,
如 δz = 3的微粒比 δz = 2的微粒受到的光阱力要

小. 微粒轴向偏离光阱中心时, 它所受到的光阱力
的曲线如图 5 (d)所示. 微粒轴向变形越大, 它在平
衡位置时受力曲线斜率为负, 且其绝对值越大, 表
明微粒的轴向稳定性越好.

光阱中颗粒离玻片距离 |Zcg|不同时, 玻璃 -
水界面球差对椭球颗粒的轴向俘获效率存在影

响. 我们计算了不同 δz的椭球沿 z轴负方向最大

俘获效率Qz0, 如表 1所列. 当 δz相同时, |Qz0|随
着 | Zcg |增大而减小. 当玻片位置相同时, 椭球
微粒 |Qz0|随 δz变化并非单调增大或减小, 例如当
Zcg = −10, −15或−20 µm时, δz = 2的椭球微粒

的 |Qz0| 最大, 然而当Zcg = −30 µm时 δz = 4的

椭球微粒的 |Qz0|最大.
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图 5 (网刊彩色) 不同形变椭球微粒的光阱俘获效率 (a) 小球沿 x方向变形后沿 x方向偏离光阱中心时的光阱俘获效率;
(b) 小球沿 x方向变形后沿 z方向 (光轴方向)偏离光阱中心时的光阱俘获效率; (c) 小球沿 z方向变形并横向偏离光阱中心

时的光阱俘获效率; (d) 小球沿 z方向变形并轴向偏离平衡位置时的光阱俘获效率

Fig. 5. (color online) Trapping efficiency Q of an ellipsoidal bead with different deformations: (a) Transverse
trapping efficiency Qx for the bead with deformation of δx; (b) axial trapping efficiency Qz for the bead with
deformation of δx; (c) Qx for the bead with deformation of δz ; (d) Qz for the bead with deformation of δz .

表 1 玻片位置和轴向变形系数对椭球轴沿 z轴负方向最大俘获率的影响

Table 1. The maximum negative trapping efficiency affected by different positions of coverslip and axial deformations.

玻片位置Zcg/µm
δz = 0.5 δz = 1 δz = 2 δz = 3 δz = 4

Qz0 ×102 Qz0 ×102 Qz0 ×102 Qz0 × 102 Qz0 ×102

−10 −1.37 −3.79 −6.83 −5.26 —

−15 −1.16 −3.23 −6.32 −4.34 −5.95

−20 −1.01 −2.80 −5.81 −3.50 −5.74

−30 −0.77 −2.21 −4.78 −2.91 −5.81

表 2 玻片位置和轴向变形系数对椭球轴向平衡位置的影响

Table 2. The bead’s equilibrium position affected by different positions of coverslip and axial deformations.

玻片位置Zcg/µm
δz = 0.5 δz = 1 δz = 2 δz = 3 δz = 4

Zp/µm Zp/µm Zp/µm Zp/µm Zp/µm

−10 −0.72 −1.52 −2.29 1.63 —

−15 −1.39 −2.35 −3.33 0.40 −2.20

−20 −2.08 −3.13 −4.40 −1.00 −3.17

−30 −3.40 −4.59 −6.31 −2.84 −5.21
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表 2展示了玻片不同位置对椭球的轴向平衡
位置Zp的影响. 当椭球轴向变形系数相同时, 椭球
微粒轴向平衡位置 |Zcg|增大而向负方向偏移, 这
是因为球差增大, 光线通过玻片汇聚的位置朝着负
方向移动, 从而导致平衡位置随着光线汇聚位置的
变化而变化.

4.3 讨 论

四元数能方便地表述空间的旋转. 在光线追迹
中, 对于任意界面光线折射和反射, 使用传统欧氏
几何的方法求解空间光线的方位角尤为复杂, 尤其
不适于非球形的颗粒. 采用矢量光线追迹, 我们可
以通过坐标旋转将空间光线的折射和反射简化到

入射平面上处理, 再通过旋转坐标系的方式回到原
坐标系中. 目前我们采用四元数法的向量旋转的方
式, 直接在空间中旋转向量, 避免了多次矩阵旋转,
简化了光线追迹的困难.

四元数在表述光从光密介质到光疏介质或是

光从光疏介质到光密介质时, 其公式在表达形式
上完全统一, 在实际编程计算上更加简洁方便. 此
外, 四元数在光线追迹中不单可以用来求解折射光
线与反射光线, 还能对目标刚体进行旋转. 这意味
着可以使用四元数的方式模拟任意摆放的非球形

颗粒.

5 结 论

在光镊的RO模型中, 追迹光线向量在界面上
的反射和折射是计算光阱力的最基本问题. 在前人
的计算过程中, 更多地依赖球形微粒的对称性求解
光阱力, 本文中提出四元数法旋转入射光向量, 可
以计算任意界面入射光线的反射光线和折射光线,
不依赖微粒的几何特征, 比以往的方法适用范围更

宽, 使得光镊的RO模型的应用面更广泛.
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Using quaternions to analyze the trapping force of an
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Abstract
In the ray-optics (RO) model of optical tweezers, tracing refractive and reflected rays with vectors play impor-

tant roles in calculating the trapping forces. Traditional ray-tracing method with solid geometry, to some extent, is
complicated in determining the orientations of those refractive and reflected rays according to spatial incident rays. It
is difficult to calculate the trapping forces for irregular particles. In this paper, quaternion is proposed to rotate ray
vectors for simplifying the traces of all kinds of spatial rays. Then, it is appropriate to calculate the trapping force of
an ellipsoid bead. Based on the algorithm of quaternion and the convention between the interface normal and angular
directions, the direction of normal always points from optically denser medium to thinner medium. The rotation axis is
the cross product of the incident ray and the interface normal. And the positive angular direction can be determined by
right-hand rule based on the orientation of the rotation axis. According to Snell’law, the rotation angle between the
incident ray and refractive/reflected ray can be determined. The quaternion for rotation consists of rotation axis and
angle. So the refractive and reflected rays are both determined by quaternions of incident ray and rotation based on
rotation rules. Furthermore, the force on interface can also be calculated according to momentum changes of the photon
before and after the interface refraction and reflection. The quaternion method is used to analyze the effects of coverslip
position and deformation ratio on the trapping efficiency of ellipsoid particles. Our simulative results show that the
lateral and axial trapping efficiencies are obviously affected by the deformation of the ellipsoid itself. No matter whether
the bead deforms transversely or axially, the transverse and axial trapping efficiencies both become larger at a specific
deformation. Meantime, the increase of the spherical aberration reduces the maximum axial trapping efficiency, and the
equilibrium position of the bead becomes farther away from the center. Using quaternion method, the calculation of
refractive lightvector can be simplified in comparison with by using the method of Euclidean geometry or transformation
matrix. Theoretically, this quaternion can be used to trace rays on any irregular geometric surfaces. In conclusion, the
method of quaternion can make ray tracing easier and extend the applications of RO model.
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