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不确定分数阶时滞混沌系统自适应神经网络

同步控制∗

林飞飞 曾喆昭†

(长沙理工大学电气与信息工程学院, 长沙 410076)

( 2016年 12月 21日收到; 2017年 1月 13日收到修改稿 )

针对带有完全未知的非线性不确定项和外界扰动的异结构分数阶时滞混沌系统的同步问题, 基于
Lyapunov稳定性理论, 设计了自适应径向基函数 (radial basis function, RBF)神经网络控制器以及整数阶的
参数自适应律. 该控制器结合了RBF神经网络和自适应控制技术, RBF神经网络用来逼近未知非线性函数,
自适应律用于调整控制器中相应的参数. 构造平方Lyapunov函数进行稳定性分析, 基于Barbalat引理证明
了同步误差渐近趋于零. 数值仿真结果表明了该控制器的有效性.

关键词: 分数阶时滞混沌系统, Barbalat引理, 自适应RBF神经网络控制
PACS: 05.45.Pq, 05.45.Xt DOI: 10.7498/aps.66.090504

1 引 言

分数阶微积分起源于 17世纪, 但是由于缺乏
有效的计算手段对其研究一直处于纯数学领域

而发展缓慢. 随着计算机技术的不断发展, 分数
阶微积分在工程实际和物理学中的应用已成为热

点 [1−4]. 在对分数阶微积分不断深入研究的过程
中, 人们普遍认为分数阶微积分是整数阶微积分的
自然推广, 整数阶微积分是分数阶微积分的一种特
殊情况 [5]. 关于复杂系统的建模问题, 分数阶微积
分模型比整数阶微积分模型更加准确, 同时还能包
含系统的遗传和记忆效应 [6]. 因此, 研究分数阶系
统更加具有普遍意义.

随着研究分数阶微积分的热潮兴起, 分数阶微
积分被推广到混沌系统中. 人们发现分数阶混沌系
统具有整数阶混沌系统几乎所有的特点, 并且由于
其具有历史记忆特性, 分数阶混沌系统往往比整数
阶混沌系统具有更加复杂的动力学行为, 在图像加
密 [7]、保密通信 [8]和生物医学 [9]等领域具有广阔

的应用前景. 混沌同步是非线性科学中的重要分

支之一, 其应用范围包括安全通信、生物网络和物
理系统等领域, 从而引起了人们的广泛研究, 并提
出了大量的同步控制方法. 主要有自适应脉冲同
步 [10]、修正投影同步 [11]、滑模控制同步 [12]、自适应

同步 [13]、自适应模糊控制同步 [14]、自适应滑模控

制同步 [15]等, 以上方法都是关于分数阶混沌系统
的同步控制, 是否适用于分数阶时滞混沌系统还有
待研究.

时滞是自然界中普遍存在的现象 [16], 由于摩
擦、机械等实际因素的影响, 实际系统总是存在时
滞现象, 如物理、机械、经济、生物和工程学等, 另
外时滞对系统的动态特性有重要影响. 当系统的
变化不仅依赖于当前的状态, 还依赖于过去的状态
时, 则该系统称为时滞系统. 从理论上讲, 时滞的
存在使得系统更为复杂, 所以研究时滞混沌系统的
同步控制是一项更具挑战意义的课题 [17]; 从实际
角度而言, 由于分数阶时滞混沌系统更接近现实生
活且动力学行为更加复杂, 因此, 研究分数阶时滞
混沌系统的动力学行为及其同步控制具有重要的

实际意义. 人们分别对分数阶时滞Duffing混沌系
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统 [18]、分数阶时滞金融混沌系统 [19]、分数阶时滞

Liu混沌系统 [20]、分数阶时滞Chen混沌系统 [21]进

行了数值仿真实验, 研究了不同时滞量的情况下
系统的动力学行为, 以上研究为分数阶时滞混沌
系统的同步控制提供了一定的理论基础. 其中, 文
献 [22]针对分数阶时滞金融混沌系统在含不确定
项的情况下的同步控制问题, 设计了一种滑模控制
器, 该控制器实现了分数阶时滞金融混沌系统的自
同步控制, 但该控制器要求不确定项有界且没有考
虑外界扰动, 另外该控制器无法实现异结构分数阶
时滞混沌系统的同步控制. 文献 [23, 24]采用主动
控制的思想对非线性项进行了直接消除, 使得系统
的系数矩阵成为定常矩阵, 实现了分数阶时滞混沌
系统的混合投影同步, 但其控制代价较大, 而且当
系统存在未知不确定项时, 该方法无法达到预期的
控制效果. 文献 [25]实现了分数阶时滞混沌系统脉
冲同步, 但该控制器需要知道驱动系统和响应系统
线性部分的系数矩阵, 对系统模型具有很强的依赖
性, 当系统存在不确定项或外界扰动时, 该方法难
以实现同步控制. 另外, 以上所有的控制方法都只
适用于驱动系统和响应系统时滞量相同情况下的

同步控制.
在实际的物理系统中, 混沌系统一般是不确定

的或未知的, 还可能受到外界扰动的影响, 另外系
统在运行过程中存在元器件老化和衰退的情况, 以
上因素使得理想模型无法精确地描述实际系统. 一
方面, 径向基函数 (RBF)神经网络作为一种局部逼
近网络已经被证明能以任意精度逼近任意连续函

数 [26,27], 所以可以用RBF神经网络来估计未知系
统模型. 另一方面, 自适应控制能够通过自动调节
控制器的相关参数消除不确定性和复杂因素的影

响, 从而使控制器与被控对象和环境相适应. 基于
以上考虑, 本文主要研究了基于自适应RBF神经
网络的不确定分数阶时滞混沌系统的同步控制问

题. RBF神经网络用来估计未知非线性函数, 自适
应律用于调整控制器中的相应参数, 在所设计的同
步控制器的作用下, 同步误差渐近趋于零. 本文的
主要工作如下: 1)基于Barbalat引理和Lyapunov
稳定性理论, 设计了一种自适应RBF神经网络控
制器以及参数自适应律, 该控制器是在完全未知混
沌系统非线性函数模型、非线性不确定项和外界扰

动的情况下实现了分数阶时滞混沌系统同步控制;
2)在稳定性分析中构造了相应的平方Lyapunov函
数, 并直接对其进行整数阶求导, 结合Barbalat引

理和引理 6证明了同步误差渐近趋于零, 运用该方
法避免了对平方Lyapunov函数进行分数阶求导,
同时保证了自适应律为整数阶; 3)数值仿真实现了
以不确定分数阶时滞Liu混沌系统为驱动系统, 不
确定分数阶时滞Chen混沌系统为响应系统, 在含
随机扰动情况下的同步控制, 理论证明和仿真结果
表明了该控制器的有效性.

2 预备知识

2.1 分数阶微积分概述

分数阶微积分在其发展过程中产生了多种定

义, 其中常用的有Riemann-Liouville (R-L)定义、
Caputo定义. 本文选取Caputo定义进行研究.

Caputo分数阶积分定义为

C
0 D−α

t f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ, (1)

Caputo分数阶微分定义为

C
0 Dα

t f(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

0

f (n)(τ)

(t− τ)α+1−n
dτ, (2)

其中n为大于α的最小整数, n − 1 < α < n; Γ(·)
为伽马函数, Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1 e−tdt. 分数阶微分

(2)式的Laplace变换定义为 [24]

L(C
0 Dα

t f(t))

=

∫ ∞

0

e−stC
0 Dα

t f(t)dt

= sαF (s)−
n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0). (3)

下面给出一些将要用到的性质和结论.
性质1 [28] 分数阶微积分的线性性质

C
0 Dα

t (af(t) + bg(t))

= aC
0 Dα

t f(t) + bC
0 Dα

t g(t), (4)

其中, α ∈ R, a和 b为常数.
引理1 [29] 若x(t) ∈ C1[0, T ](T > 0), 则下面

等式成立:
C
0 Dα

t
C
0 D−α

t x(t) = x(t). (5)

引理2 [29] 若x(t) ∈ C1[0, T ](T > 0), 其中
α, β ∈ R+, 且α+ β = 1则下面等式成立:

C
0 Dα

t
C
0 Dβ

t x(t)

= C
0 Dβ

t
C
0 Dα

t x(t)

= C
0 Dα+β

t x(t) = ẋ(t) t ∈ [0, T ]. (6)
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为了表示方便, 下文中Caputo算子简写为D∗
t . 另

外, 在下文中始终设0 < α < 1.

2.2 RBF神经网络描述

RBF神经网络是一种两层局部收敛的神经网
络, 因而具有很快的收敛速度. 理论上已经证明它
能以任意精度逼近任意连续函数. 第一层为非线性
输入层, 即高斯基函数, 其输出为

hj(X) = exp
(
−∥X − cj∥

2b2j

)
(j = 1, 2, · · · ,m). (7)

第二层为线性输出层, 即

yi =

m∑
j=1

wijhj = WT
i H (i = 1, 2, · · · , n), (8)

其中, X = [X1, X2, · · · , Xn]
T为RBF神经网络

的输入向量; n × m个中心值构成矩阵C = [c1,
c2, · · · , cj , · · · , cm]; cj = [c1j , c2j , · · · , cij , · · · ,
cnj ]

T和 bj分别为RBF神经网络隐含层第 j个结

点的中心向量和宽度; Wi = [wi1, wi2, · · · , wim]T

为网络的权值向量; H = [h1, h2, · · · , hm]T为高斯

基函数向量.

3 同步控制器设计及稳定性分析

3.1 同步控制问题描述

考虑n维分数阶时滞混沌系统, 设驱动系统和
响应系统分别为

Dα
t x = f(x,x(t− τ1)) + ∆f1(x) + d1(t), (9)

Dα
t y = g(y,y(t− τ2)) + ∆f2(y)

+ d2(t) +U(t), (10)

式中x = [x1(t), x2(t), · · · , xn(t)]
T ∈ Rn, y =

[y1(t), y2(t), · · · , yn(t)]T ∈ Rn分别为驱动系统和

响应系统可测的状态变量;

x(t− τ1)

= [x1(t− τ1), x2(t− τ1), · · · , xn(t− τ1)]
T ∈ Rn,

y(t− τ2)

= [y1(t− τ2), y2(t− τ2), · · · , yn(t− τ2)]
T ∈ Rn

为含时滞状态变量; ∆f1(x) = [∆f11,∆f12, · · · ,
∆f1n]

T ∈ Rn, ∆f2(y) = [∆f21,∆f22, · · · , ∆f2n]
T

∈ Rn为非线性不确定项; d1(t) = [d11(t), d12(t),
· · · , d1n(t)]T和d2(t) = [d21(t), d22(t), · · · , d2n(t)]T

为外界扰动项, 其中∆f1(x),∆f2(y),d1(t),d2(t)

是完全未知的; f , g : Rn → Rn为未知的非线性

函数; U(t) = [u1(t), u2(t), · · ·un(t)]
T为待设计控

制器.
定义响应系统 (10)和驱动系统 (9)的同步

误差为e(t) = y(t) − x(t); 误差向量为e(t) =

[e1(t), e2(t), · · · , en(t)]T. 当 lim
t→∞

∥e(t)∥ = 0时, 即
同步误差渐近趋于零时, 驱动系统 (9)和响应系
统 (10)实现同步.

3.2 基于RBF神经网络控制器设计

由响应系统 (10)式减去驱动系统 (9)式得到同
步误差系统为

Dα
t e = g(y,y(t− τ2))− f(x,x(t− τ1))

+ ∆f2(y)−∆f1(x) + d2(t)

− d1(t) +U(t). (11)

令

φ = g(y,y(t− τ2))− f(x,x(t− τ1)) + ∆f2(y)

−∆f1(x) + d2(t)− d1(t)

= [φ1, φ2, · · · , φn]
T (12)

为未知的非线性函数, 则 (11)式可写成

Dα
t e = φ+U(t), (13)

即

Dα
t ei(t) = φi + ui(t), (14)

未知非线性函数φi可通过RBF神经网络 (8)式
近似为

φ̂i = WT
i H (i = 1, 2, · · · , n), (15)

其中H高斯基函数向量, Wi为RBF神经网络权
值向量. 令RBF神经网络最优估计参数为W ∗

i , 则
最优估计为

φ̂∗
i = W ∗T

i H (i = 1, 2, · · · , n). (16)

设RBF神经网络的参数误差和最优估计误差
分别为

W̃i = Wi −W ∗
i , (17)

ρi = φi − φ̂∗
i , (18)

其中, RBF神经网络的估计误差是有界的 [27], 即
|ρi| 6 ρ∗i , ρ∗i > 0为最优估计误差的上界. 未知非
线性函数的估计误差为

φi − φ̂i = φi − φ̂∗
i + φ̂∗

i − φ̂i
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= ρi +W ∗T
i H −WT

i H

= ρi − W̃T
i H. (19)

根据上面的讨论, 同步控制器可设计为

ui(t) = −WT
i H − kisign(ei(t))− liDα−1

t ei(t)

(i = 1, 2, · · · , n), (20)

式中, ki是最优逼近误差上界ρ∗i 的估计值, li为反
馈增益 l∗i (l∗i > 0为常数)的估计值. RBF神经网
络权值、最优逼近误差上界的估计值ki和反馈增益

的估计值 li的整数阶自适应律分别为

Ẇi = λi(Dα−1
t ei(t))H, (21)

k̇i = γiDα−1
t |ei(t)|, (22)

l̇i = ξi(Dα−1
t ei(t))

2, (23)

式中λi > 0, γi > 0, ξi > 0 (i = 1, 2, · · · , n)为自适
应律的调节参数.

3.3 系统稳定性分析

本节首先给出稳定性证明过程中所需的相关

引理, 然后分析控制器作用下同步误差系统的稳
定性.

引理3 若x(t) ∈ C1[0, T ](T > 0), 则下面等
式成立:

d
dt(D

α−1
t x(t)) = Dα

t x(t). (24)

证明 设 y(t) = Dα−1
t x(t), 由引理1可得

D1−α
t y(t) = x(t), (25)

根据引理2可知
dy(t)

dt = ẏ(t) = Dα
t (D1−α

t y(t)). (26)

将 (25)式代入 (26)式有
dy(t)

dt = Dα
t x(t), (27)

所以

d
dt(D

α−1
t x(t)) = Dα

t x(t). (28)

引理4 设x(t) ∈ R, 则Dα−1
t |x(t)| > 0且

Dα−1
t |x(t)| > Dα−1

t x(t).
证明 由 (1)式可以得到

Dα−1
t |x(t)|

=
1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− τ)−α|x(τ)|dτ, (29)

由Gamma函数的定义易知, Γ(1 − α) > 0. 又
τ ∈ [0, t−], 因此, (t− τ)−α|x(τ)| > 0.

所以, Dα−1
t |x(t)| > 0. 同理由 (1)式可得

Dα−1
t (|x(t)| − x(t))

=
1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− τ)−α(|x(τ)| − x(τ))dτ, (30)

又 |x(τ)| − x(τ) > 0且 τ ∈ [0, t−], 可知, (t −
τ)−α(|x(τ)| − x(τ)) > 0. 因此, Dα−1

t (|x(t)| −
x(t)) > 0. 根据 (4)式有

Dα−1
t (|x(t)| − x(t))

= Dα−1
t |x(t)| − Dα−1

t x(t) > 0, (31)

即Dα−1
t |x(t)| > Dα−1

t x(t).
引理5 [30] (Barbalat引理)设

lim
t→∞

∫ t

0

x2(τ)dτ < ∞,

即x(t) ∈ L2; 同时当x(t) ∈ L∞, 如果 ẋ(t), t ∈
[0,∞)存在且有界, 即 ẋ(t) ∈ L∞, 那么 lim

t→∞
x(t)

= 0.
引理6 如果x(t) = Dα−1

t e(t)渐近稳定, 即
lim
t→∞

x(t) = 0, 那么 lim
t→∞

e(t) = 0.
证明 由引理1可知

e(t) = D1−α
t x(t). (32)

对 (32)式进行Laplace变换,

E(s) = s1−αX(s)− s−αx(0). (33)

根据终值定理有

lim
t→∞

e(t) = lim
s→0

sE(s)

= lim
s→0

s1−α(sX(s))− lim
s→0

s1−αx(0). (34)

同理, 由终值定理有, lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

sX(s) = 0,
即, 当 s → 0时, sX(s)为无穷小量. 显然, 当 s → 0

时, s1−α为无穷小量. 因此, lim
s→0

s1−α(sX(s)) = 0,
lim
s→0

s1−αx(0) = 0.
所以, lim

t→∞
e(t) = lim

s→0
sE(s) = 0.

定理1 给定初始条件, 在设计的自适应RBF
神经网络控制器 (20)和自适应律 (21), (22)和 (23)
的作用下可实现驱动系统 (9)和响应系统 (10)的同
步控制, 同步误差渐近趋于零.

证明 将同步控制器 (20)代入 (14)式可得

Dα
t ei(t) = φi −WT

i H − kisign(ei(t))

− liDα−1
t ei(t), (35)

由 (15)和 (19)式进一步有

Dα
t ei(t) = ρi − W̃T

i H − kisign(ei(t))

− liDα−1
t ei(t). (36)
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构造Lyapunov函数

V =
1

2

n∑
i=1

(Dα−1
t ei(t))

2 +
1

2

n∑
i=1

1

λi
W̃T

i W̃i

+
1

2

n∑
i=1

1

γi
(ki − ρ∗i )

2

+
1

2

n∑
i=1

1

ξi
(li − l∗i )

2, (37)

其中ρ∗i > 0和 l∗i > 0为常数. 对 (37)式两边同时求
导并结合引理3可得

V̇ =

n∑
i=1

(Dα−1
t ei(t))(Dα

t ei(t)) +

n∑
i=1

1

λi
W̃T

i
˙̃Wi

+

n∑
i=1

1

γi
(ki − ρ∗i )k̇i

+
n∑

i=1

1

ξi
(li − l∗i )l̇i. (38)

又 ˙̃W i = Ẇi, 将 (36)式和自适应律 (21), (22), (23)
代入 (38)式得出

V̇ =

n∑
i=1

(Dα−1
t ei(t))(ρi − W̃T

i H − kisign(ei(t))

− liDα−1
t ei(t)) +

n∑
i=1

W̃T
i ((Dα−1

t ei(t))H)

+

n∑
i=1

(ki − ρ∗i )(Dα−1
t |ei(t)|)

+
n∑

i=1

(li − l∗i )(Dα−1
t ei(t))

2

=
n∑

i=1

ρi(Dα−1
t ei(t))−

n∑
i=1

(Dα−1
t ei(t))W̃

T
i H

−
n∑

i=1

kiDα−1
t |ei(t)| −

n∑
i=1

li(Dα−1
t ei(t))

2

+

n∑
i=1

(Dα−1
t ei(t))W̃

T
i H

+

n∑
i=1

(ki − ρ∗i )(Dα−1
t |ei(t)|)

+

n∑
i=1

(li − l∗i )(Dα−1
t ei(t))

2

=
n∑

i=1

ρi(Dα−1
t ei(t))−

n∑
i=1

ρ∗i Dα−1
t |ei(t)|

−
n∑

i=1

l∗i (Dα−1
t ei(t))

2, (39)

因为, 0 6 |ρi| 6 ρ∗i , 且根据引理 4有Dα−1
t ei(t) 6

Dα−1
t |ei(t)|, 所以

V̇ 6
n∑

i=1

ρ∗i Dα−1
t |ei(t)| −

n∑
i=1

ρ∗i Dα−1
t |ei(t)|

−
n∑

i=1

l∗i (Dα−1
t ei(t))

2

= −
n∑

i=1

l∗i (Dα−1
t ei(t))

2

6−
n∑

i=1

l(Dα−1
t ei(t))

2 6 0, (40)

其中, l = min{l∗1, l∗2, · · · , l∗n}. 由 (40)式可知, V (t)

为单调不增函数, 所以, 0 6 V (t) 6 V (0), 即V (t)

有界. 根据 (37)式可得, 1

2

n∑
i=1

(Dα−1
t ei(t))

2 6 V (t),

因此
1

2
(Dα−1

t ei(t))
2 6 V (t) 6 V (0), 故Dα−1

t ei(t)

有界; 同理可得W̃i, ki和 li分别都有界. 对 V̇ (t) 6

−
n∑

i=1

l(Dα−1
t ei(t))

2进行积分有

V (t)− V (0)

6− l

∫ t

0

n∑
i=1

(Dα−1
t ei(τ))

2dτ

6− l

∫ t

0

(Dα−1
t ei(τ))

2dτ. (41)

根 据 (41)式 可 得, lim
t→∞

∫ t

0

(Dα−1
t ei(τ))

2dτ 6

V (0)/l − lim
t→∞

V (t)/l < ∞, 即Dα−1
t ei(t) ∈ L2. 由

(36)式可知

∥Dα
t ei(t)∥ 6 ∥W̃T

i ∥∥H∥+ ρ∗i + |ki|

+ |li||Dα−1
t ei(t)|. (42)

根据 (7)式易知, 高斯基函数 ∥H∥是有界的, 因此
Dα

t ei(t)有界. 综合可得, Dα−1
t ei(t) ∈ L2 ∩ L∞

且Dα
t ei(t) ∈ L∞, 根据引理 5(Barbalat引理)可知,

lim
t→∞

Dα−1
t ei(t) = 0. 由引理6可得

lim
t→∞

ei(t) = 0 (i = 1, 2, · · · , n), (43)

所以, 同步误差渐近趋于零. 定理1证毕.

4 数值仿真

为了验证本文所设计的控制器的有效性, 应用
改进型预估 -校正方法 [31]对不确定分数阶Liu时滞
混沌系统和不确定分数阶Chen时滞混沌系统进行
同步控制数值仿真. 本文的控制器是在混沌系统非
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线性函数模型、非线性不确定项和外界扰动完全未

知的情况下的同步控制, 以下给出了仿真需要的相
关模型.

分数阶时滞Liu混沌系统 [20]为

Dα
t x = f(x,x(t− τ1)),

=


10(x2(t)− x1(t− τ1))

40x1(t− τ1)− x1(t)x3(t)

−2.5x3(t− τ1) + 4x2
1(t)

 . (44)

根据文献 [20]可知α = 0.97, 0 < τ1 6 0.005时, 系
统处于混沌状态. 所以, 选取α = 0.97, τ1 = 0.005.
状态初值为x(0) = [2.2, 2.4, 3.8]T. 当 t ∈ [−τ1, 0)

时, x1(t) = 2.2, x2(t) = 2.4, x3(t) = 3.8. 系统表现
为混沌状态, 如图 1所示.

分数阶Chen时滞混沌系统 [21]为

Dα
t y = f(y,y(t− τ2)),

=


35(y2(t)− y1(t− τ2))

−8y1(t− τ2)− y1(t)y3(t) + 27y2(t)

−3y3(t− τ2) + y1(t)y2(t)

 .

(45)

根据文献 [21]可知α = 0.97, τ2 = 0.009时, 系统处
于混沌状态. 所以, 选取α = 0.97, τ2 = 0.009. 状
态初值为y(0) = [0.2, 0, 0.5]T. 当 t ∈ [−τ2, 0)时,
y1(t) = 0.2, y2(t) = 0, y3(t) = 0.5. 系统表现为混
沌状态, 如图 2所示.

分数阶时滞Liu混沌系统加入非线性不确定项
和随机扰动后, 作为驱动系统,

Dα
t x = f(x,x(t− τ1)) + ∆f1(x) + d1(t),

=


10(x2(t)− x1(t− τ1))

40x1(t− τ1)− x1(t)x3(t)

−2.5x3(t− τ1) + 4x2
1(t)



+


0.03 sin(πt)x2

0.03 sin(πt)x1x3

0.03 sin(πt)x2
2



+


0.1 sin(t)rand(t)

0.1 sin(t)rand(t)

0.1 sin(t)rand(t)

 . (46)
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图 1 τ1 = 0.005时分数阶时滞Liu混沌系统
Fig. 1. Fractional-order Liu system with time delay for τ1 = 0.005.
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图 2 τ2 = 0.009时分数阶时滞Chen混沌系统
Fig. 2. Fractional-order Chen system with time delay for τ2 = 0.009.

分数阶时滞Chen混沌系统加入非线性不确定
项和随机扰动后, 作为响应系统,

Dα
t y = f(y,y(t− τ2)) + ∆f2(y) + d2(t) +U(t),

=


35(y2(t)− y1(t− τ2))

−8y1(t− τ2)− y1(t)y3(t) + 27y2(t)

−3y3(t− τ2) + y1(t)y2(t)



+


0.02 sin(2πt)y2
0.02 sin(2πt)y1y3
0.02 sin(2πt)y1y2



+


0.3 sin(2t)rand(t)

0.3 sin(2t)rand(t)

0.3 sin(2t)rand(t)

+


u1(t)

u2(t)

u3(t)

 . (47)

根据 (20)式可知同步控制器为
u1(t) = −WT

1 H − k1sign(e1(t))− l1Dα−1
t e1(t),

u2(t) = −WT
2 H − k2sign(e2(t))− l2Dα−1

t e2(t),

u3(t) = −WT
3 H − k3sign(e3(t))

− l3Dα−1
t e3(t), (48)

其中, 参数自适应律为

Ẇ1 = λ1(Dα−1
t e1(t))H,

Ẇ2 = λ2(Dα−1
t e2(t))H,

Ẇ3 = λ3(Dα−1
t e3(t))H; (49)

k̇1 = γ1Dα−1
t |e1(t)|,

k̇2 = γ2Dα−1
t |e2(t)|,

k̇3 = γ3Dα−1
t |e3(t)|; (50)

l̇1 = ξ1(Dα−1
t e1(t))

2,

l̇2 = ξ2(Dα−1
t e2(t))

2,

l̇3 = ξ3(Dα−1
t e3(t))

2. (51)

RBF神经网络系统的输入变量为可测状态变量x

和y. 在数值仿真中用同步误差变量e代替x和y,
以减少RBF神经网络系统的运算量. 隐层神经元
个数为9, 中心值矩阵为

C =


−2,−1.5,−1,−0.5, 0, 0.5, 1, 1.5, 2

−2,−1.5,−1,−0.5, 0, 0.5, 1, 1.5, 2

−2,−1.5,−1,−0.5, 0, 0.5, 1, 1.5, 2

 ,
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图 3 (网刊彩色)同步控制结果 (a)同步误差 e1, e2, e3; (b)状态变量 x1, y1; (c)状态变量 x2, y2; (d)状态变量
x3, y3
Fig. 3. (color online) Synchronization control results: (a) The synchronization errors of e1, e2, e3; (b) the
state variables of x1, y1; (c) the state variables of x2, y2; (d) the state variables of x3, y3.
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图 4 (网刊彩色)神经网络权值 ∥W1∥, ∥W2∥, ∥W3∥
Fig. 4. (color online) Neural network weights ∥W1∥,
∥W2∥, ∥W3∥.

宽度值 bj = 3(j = 1, 2, · · · , 9). 自适应律的调节
参数λi = 3 × 104, γi = 3.5, ξi = 5(i = 1, 2, 3);
RBF神经网络权值的初值W1(0), W2(0)和W3(0)

均为 9维的零向量. 自适应律初值 k1(0) = 0.01,
k2(0) = 0.01, k3(0) = 0.01; l1(0) = 5, l2(0) = 5,

l3(0) = 5; 时间步长h = 0.001, 进行数值仿真, 仿
真结果如图 3和图 4所示. 由图 3 (a)可以看出同步
误差收敛较快, 说明设计的RBF神经网络具有良
好的逼近效果; 从图 3 (b)—(d)可以看到各状态同
步效果较好. 由图 4可以看出RBF神经网络权值
振幅不大, 变化较平稳. 从以上仿真结果可知本文
所设计的同步控制器的控制效果较好.

5 结 论

本文针对异结构分数阶时滞混沌系统, 在含非
线性不确定项和随机扰动情况下的同步问题, 基于
Lyapunov稳定性理论设计了一种自适应RBF神经
网络控制器. 在稳定性分析中直接对相应的平方
Lyapunov函数进行整数阶求导, 避免对其进行分
数阶求导, 结合相关引理证明了误差系统渐近趋于
零. 与目前关于分数阶时滞混沌系统的同步控制方
法 [22−25]相比, 本文所设计的控制器不依赖于系统
模型且能够实现在非线性不确定项和外界扰动完
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全未知情况下的同步控制. 仿真结果表明该控制器
不仅实现了异结构分数阶时滞混沌系统的同步控

制, 而且响应速度较快、控制效果良好、抗干扰能力
较强. 从长远的应用角度来看, 异结构同步比自同
步具有更大的研究价值和发展前景. 因此, 本文的
研究结果既具有重要的理论意义, 同时在保密通信
领域也具有较大的应用价值.
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Abstract
Time delay frequently appears in many phenomena of real life and the presence of time delay in a chaotic system

leads to its complexity. It is of great practical significance to study the synchronization control of fractional-order chaotic
systems with time delay. This is because it is closer to the real life and its dynamical behavior is more complex. However,
the chaotic system is usually uncertain or unknown, and may also be affected by external disturbances, which cannot
make the ideal model accurately describe the actual system. Moreover, in most of existing researches, they are difficult
to realize the synchronization control of fractional-order time delay chaotic systems with unknown terms.

In this paper, for the synchronization problems of the different structural fractional-order time delay chaotic systems
with completely unknown nonlinear uncertain terms and external disturbances, based on Lyapunov stability theory, an
adaptive radial basis function (RBF) neural network controller, which is accompanied by integer-order adaptive laws
of parameters, is established. The controller combines RBF neural network and adaptive control technology, the RBF
neural network is employed to approximate the unknown nonlinear functions, and the adaptive laws are used to adjust
corresponding parameters of the controller. The system stability is analyzed by constructing a quadratic Lyapunov
function. This method not only avoids the fractional derivative of the quadratic Lyapunov function, but also ensures that
the adaptive laws are integer-order. Based on Barbalat lemma, it is proved that the synchronization error tends to zero
asymptotically. In the numerical simulation, the uncertain fractional-order Liu chaotic system with time delay is chosen
as the driving system, and the uncertain fractional-order Chen chaotic system with time delay is used as the response
system. The simulation results show that the controller can realize the synchronization control of the different structural
fractional-order chaotic systems with time delay, and has the advantages of fast response speed, good control effect, and
strong anti-interference ability. From the perspective of long-term application, the synchronization of different structures
has greater research significance and more development prospect than self synchronization. Therefore, the results of this
study have great theoretical significance, and have a great application value in the field of secure communication.

Keywords: fractional-order chaotic systems with time delay, Barbalat lemma, adaptive radial basis
function neural network control
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