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在改进的无单元Galerkin方法的基础上, 将能反映裂纹尖端附近应力奇异性的特征项
√
r引入改进的移

动最小二乘法的基函数中, 将断裂力学和改进的无单元Galerkin方法结合, 研究了线弹性断裂力学的改进的
无单元Galerkin方法, 并对含反射裂缝的机场复合道面层状体系结构进行了数值分析. 本文的理论为机场复
合道面断裂力学分析提供了一种新方法.

关键词: 改进的无单元Galerkin方法, 机场复合道面, 层状体系, 反射裂缝
PACS: 02.60.Cb, 02.60.Lj, 46.50.+a DOI: 10.7498/aps.66.120204

1 引 言

无网格方法的研究已有二十多年的历史, 国际
上目前将基于点的近似构造试函数、不需要考虑节

点与单元间关联条件的各种数值方法称为无网格

方法 [1,2].
程玉民等 [3,4]在移动最小二乘法的基础上,

建立了改进的移动最小二乘法. 引入复变量

理论, 程玉民等建立了复变量移动最小二乘
法 [5,6]、改进的复变量移动最小二乘法 [7]和复

变量重构核粒子法 [8]. 在此基础上, 提出了改
进的无单元Galerkin方法 [9,10]、插值型无单元

Galerkin方法 [11−14]、边界无单元法 [15−18]、复变

量无单元Galerkin方法 [19−23]、改进的复变量无

单元Galerkin方法 [7,24−26]和复变量重构核粒子

法 [8,27−29].
由于改进的移动最小二乘法形成的方程组易

于求解并且不形成病态方程组, 因而改进的无单元
Galerkin方法可以提高无单元Galerkin方法的计
算精度和计算效率.

机场复合道面兼顾了刚性路面和柔性路面的

优点. 水泥混凝土板提供了一个稳定、坚实的基础,
沥青混凝土则作为表面功能特性优良的磨耗层. 然
而, 在水泥混凝土板间各种形式的接缝或裂缝使得
加铺的沥青面层易产生反射裂缝. 在沥青混凝土加
铺层出现反射裂缝后, 会使地表水进入沥青混合料
内部, 从而降低集料与沥青之间的黏结性能, 形成
松散、剥落等病害. 特别是在飞机轮载的作用下容
易导致应力集中现象, 反射裂缝周边道面又会形成
新的交叉次生裂缝, 发展到一定程度后将使道面出
现大面积剥落, 严重影响飞机的运行安全. 反射裂
缝是机场复合道面破坏的主要表现形式之一.

关于机场复合道面反射裂缝, Garzon等 [30,31]

利用三维广义有限元法对荷载作用下机场道面的

反射裂缝进行了研究; 李淑明等 [32]采用有限元法

分析了土工布、玻璃纤维网对旧水泥混凝土路面

加铺沥青混凝土层复合路面结构的内力影响; 凌建
明等基于弹性层状体系理论, 利用有限元法对飞机
荷载作用下机场道面地基附加应力进行了分析 [33],
提出了机场复合道面剩余寿命预估方法 [34]; 马翔

∗ 国家自然科学基金委员会 -中国民航局民航联合研究基金 (批准号: U1433104)资助的课题.
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等以B777-200飞机荷载为计算荷载, 利用有限元
法分析了复合机场道面荷载应力 [35], 提出了以荷
载与温度综合疲劳弯拉应力和沥青面层反射裂缝

疲劳寿命为设计指标的复合机场道面结构设计方

法 [36].
综上研究进展, 目前关于机场复合道面反射裂

缝的计算均采用有限元法, 尚未见到采用无网格方
法分析机场复合道面反射裂缝, 而无网格方法在求
解断裂问题方面优于有限元法. 因而, 对机场复合
道面来说, 研究应用于反射裂缝分析的断裂力学的
无网格方法是非常必要的.

2 改进的移动最小二乘法

在移动最小二乘法中, 取函数u(x)的逼近

函数为

uh(x) =

m∑
i=1

pi(x) · ai(x) = pT(x) · a(x)

(x ∈ Ω), (1)

其中m是基函数的个数, pi(x)是基函数, ai(x)是
相应的系数.

对应于 (1)式的整体逼近, 在点x邻域内的局

部逼近定义为

uh(x, x̄) =
m∑
i=1

pi(x̄) · ai(x)

= pT(x̄) · a(x), (2)

其中 x̄为点x局部邻域内的点.
定义泛函

J =

n∑
I=1

w(x− xI)[u
h(x,xI)− uI ]

2, (3)

其中xI为影响域覆盖点x的节点, n是影响域覆盖
点x的节点数, uI = u(xI).

对J取极值, 即得
∂J

∂a
= A(x)a(x)−B(x)u = 0, (4)

可得

A(x)a(x) = B(x)u, (5)

即 
(p1, p1) (p1, p2) · · · (p1, pm)

(p2, p1) (p2, p2) · · · (p2, pm)
...

... . . . ...

(pm, p1) (pm, p2) · · · (pm, pm)




a1(x)

a2(x)
...

am(x)



=


(p1, uI)

(p2, uI)
...

(pm, uI)

 . (6)

对于点集 {xi}和权函数 {wi}, 若一组函数
φ1(x), φ2(x), · · · , φm(x)满足

(φk, φj) =

n∑
i=1

wiφk(xi)φj(xi)

=

0 (k ̸= j),

Ak (k = j),
(7)

则称φ1(x), φ2(x), · · · , φm(x)是关于点集 {xi}带
权{wi}的正交函数族 (k, j = 1, 2, · · · ,m).

若 {pi(x)}, i = 1, 2, · · · ,m,为Hilbert空间
span(p)上的关于点集 {xi}的带权的正交基函数
族, 即

(pi, pj) = 0 (i ̸= j), (8)

则方程 (6)可写成
(p1, p1) 0 · · · 0

0 (p2, p2) · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · (pm, pm)




a1(x)

a2(x)
...

am(x)



=


(p1, uI)

(p2, uI)
...

(pm, uI)

 . (9)

这样, 我们可以直接得到系数ai(x), 即

ai(x) =
(pi, uI)

(pi, pi)
(i = 1, 2, · · · ,m), (10)

写成矩阵形式

a(x) = A∗(x)B(x)u, (11)

其中

A∗(x) =



1

(p1, p1)
0 · · · 0

0
1

(p2, p2)
· · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · · 1

(pm, pm)


. (12)

将 (10)式代入 (2)式可得
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uh(x) = Φ∗(x)u =

n∑
I=1

Φ∗
I(x)uI , (13)

其中Φ∗(x)为形函数,

Φ∗(x) = (Φ∗
1(x), Φ

∗
2(x), · · · , Φ∗

n(x))

= pT(x)A∗(x)B(x). (14)

这样, 系数ai(x)可以简单、直接地得到, 不需要求
矩阵A(x)的逆, 避免了求解病态或奇异的方程组,
既提高了效率, 又提高了精度.

对如下基函数

q = (qi) = (1, x1, x2, x
2
1, x1x2, x

2
2, · · · ), (15)

利用Schmidt正交化方法得到的正交基函数为

pi = qi −
i−1∑
k=1

(qi, pk)

(pk, pk)
pk (i = 1, 2, 3, · · · ). (16)

3 裂纹尖端试函数

裂纹尖端的应力具有 1/
√
r阶的奇异性. 为了

在改进的无单元Galerkin方法中有效地计算出裂
纹尖端场的应力数值解, 本节采用基函数扩展法建
立裂纹尖端试函数.

基函数扩展法是通过在基函数中加入扩展函

数项, 来达到对试函数扩展的目的. 对于断裂力学
的改进的无单元Galerkin方法, 基函数中必须加入
裂纹尖端位移场表达式中的一些重要项和一些重

要的梯度项. 基函数扩展的项数决定了数值解的精
度, 当基函数中加入了能反映包含裂纹尖端位移场
中的所有项, 即完全基函数扩展时, 取如下形式:

pT(x) =

(
1, x1, x2,

√
r cos θ

2
,
√
r sin θ

2
,
√
r sin θ

2
sin θ,

√
r cos θ

2
sin θ

)
(17)

或

pT(x) =

(
1, x1, x2, x

2
1, x1x2, x

2
2,
√
r cos θ

2
,
√
r sin θ

2
,
√
r sin θ

2
sin θ,

√
r cos θ

2
sin θ

)
. (18)

类似于改进的移动最小二乘法的推导, 可得

uh
α(x) =

n∑
I=1

pT(x)A−1(x)PI(x)uα(xI), (19)

类似 (13)式可得裂纹尖端试函数为

uh
α(x) =

n∑
I=1

ΦI(x)uα(xI). (20)

由此可以看出基函数扩展法没有增加新的节

点未知变量. 但是由于基函数的项数增加了, 形函
数的计算量也会相应地增加. 为了提高计算效率,
本文采用局部基函数扩展法, 即在基函数中加入
√
r, 即

pT(x) = (1, x1, x2,
√
r) (21)

或

pT(x) = (1, x1, x2, x
2
1, x1x2, x

2
2,
√
r). (22)

这样, 可以得到裂纹尖端的试函数为

uh
α(x) =

n∑
I=1

pT(x)A−1(x)P (x)

×W (x)uα(xI). (23)

可得裂纹尖端节点的形函数

Φ(x) = (Φ1(x), Φ2(x), · · · , Φn(x))

=

n∑
I=1

pT(x)A−1(x)P (x)W (x). (24)

4 断裂力学的改进的无单元Galerkin
方法

假设二维弹性体的求解域为Ω, 边界为Γ , 弹
性力学问题的平衡方程为

σij,j(x) + bi(x) = 0 (x ∈ Ω), (25)

其中σij为应力分量, bi是单位体积上的体力分量,
i, j = 1, 2.

几何方程为

εij =
1

2
(ui,j + uj,i), (26)

其中 εij是应变分量, ui是位移分量.
本构方程为

σij = Dijklεkl, (27)

式中D = (Dijkl)是弹性矩阵, 对于平面应力问题,

D =
E

1− ν2


1 ν 0

ν 1 0

0 0
1− ν

2

 , (28)
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对于平面应变问题,

D =
E

(1 + ν)(1− 2ν)

×


1− ν ν 0

ν 1− ν 0

0 0
1− 2ν

2

 , (29)

其中E为材料的弹性模量.
对应的边界条件为

ui = ūi (x ∈ Γu), (30)

σijnj − t̄i = 0 (x ∈ Γt), (31)

其中 ūi是位移边界Γu上的已知位移分量, t̄i是应
力边界Γt上的已知面力分量, ni是边界上的单位

外法向向量的分量.
本节采用罚函数法施加本质边界条件, 则弹性

力学问题对应的泛函为

Π =
1

2

∫
Ω

∇uTD∇udΩ −
∫
Ω

uTbdΩ

−
∫
Γt

uTt̄dΓ

+
1

2

∫
Γu

(u− ū) · α · S · (u− ū)dΓ, (32)

其中α = 1.0× 105E—1.0× 108E,

u = (u1, u2)
T, (33)

t = (t1, t2)
T, (34)

b = (b1, b2)
T, (35)

S =

s1 0

0 s2

 , (36)

如果位移边界条件是沿xi方向的, 则 si为 0, 否则
为1.

将求解域离散为有限个节点, 节点总数为M .
利用改进的移动最小二乘法建立逼近函数, 可得位
移的逼近函数为

ui(x) =
n∑

I=1

Φ∗
I(x)ui(xI) (i = 1, 2). (37)

对非裂纹尖端节点, 形函数如 (14)式所示; 裂纹尖
端节点的形函数见 (24)式.

将 (37)式代入 (32)式, 可得

Π =
1

2
UT(K +Kα)U −UT(F + F α), (38)

其中

KIJ =

∫
Ω

BT
I DBJ dΩ, (39)

FI =

∫
Γt

Φ∗
I t̄dΓ +

∫
Ω

Φ∗
IbdΩ, (40)

BI =


Φ∗
I,1 0

0 Φ∗
I,2

Φ∗
I,2 Φ∗

I,1

 , (41)

U = (u11, u21, u12, u22, · · · , u1M , u2M )T, (42)

uiI = ui(xI), I, J = 1, 2, · · · ,M. (43)

由δΠ = 0可得

(K +Kα)U = F + F α. (44)

矩阵Kα是根据节点信息得到的全局罚函数矩阵,

Kα = α

∫
Γu

Φ∗TSΦ∗dΓ, (45)

向量F α由本质边界条件得到,

F α = α

∫
Γu

Φ∗TSūdΓ. (46)

裂缝尖端的应力强度因子采用以下方法进行

计算. 对裂纹尖端选取适当的 |OC| = L得点C,
|OB| = L/4得点B. 由点O, B, C即构成二维问题
裂纹尖端的虚拟奇异二次元, 裂纹尖端局部坐标如
图 1所示, 应力强度因子表达式为

KI =
2G

κ+ 1

√
2π

L
(4vB − vC), (47)

其中

0.05a 6 L 6 0.25a, (48)

G =
E

2(1 + ν)
, (49)

κ =


3− ν

1 + ν
(平面应力),

3− 4ν (平面应变),
(50)

其中a为裂纹长度的一半, vB和 vC分别为点B和

点C竖直方向的位移.

O

B

C

x2

x1

图 1 裂纹尖端虚拟奇异元

Fig. 1. The virtual singular element at the tip of a
crack.
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5 机场道面反射裂缝的数值分析

5.1 机场复合道面反射裂缝的计算模型

为了进行反射裂缝影响因素分析, 将复合机场
道面结构简化为平面应变问题的层状体系, 采用二
维模型进行数值计算. 将荷载简化为二维平面应变
问题下的条形均布荷载, 采用B777-200B, 轮压为
1.45 MPa, 轮距为 1.40 m. 此外假定各结构层都由
线弹性的各向同性、均质材料组成, 地基由弹性半



x
o

x











图 2 机场复合道面模型几何参数 (mm)
Fig. 2. The geometric parameters of the airport com-
posite pavement (mm).

表 1 结构的物理参数

Table 1. The physical parameters of the structure.

层序号 材料 厚度/cm
抗压回弹

模量/MPa
泊松比

1 沥青混凝土面层 10 2000 0.35
2 水泥混凝土板 26 30000 0.15
3 水泥稳定碎石 30 5000 0.15
4 二灰稳定土 36 600 0.15
5 土基 1000 100 0.40

图 3 反射裂缝的位置

Fig. 3. The position of the reflective crack.

空间地基假设, 在模型中采用有限尺寸. 模型的边
界条件为: 地基底部完全约束, 各结构层两侧铰接,
具体几何参数如图 2 ,各层的物理参数见表 1 ,反射
裂缝起裂位置如图 3 , 裂缝宽度取0.5 cm.

5.2 机场复合道面反射裂缝力学分析

首先考虑起裂位置处于接缝处的裂缝计算模

型. 无网格方法的节点布置采用 5370个节点, 轮载
下方区域节点进行加密, 并对起裂位置进行局部加
密, 沿水泥板接缝位置布置 2 × 27个加密节点, 具
体节点分布和局部加密如图 4和图 5 .

图 4 模型节点布置

Fig. 4. The node distribution of the model.

图 5 裂缝附近节点加密分布 (2× 27)
Fig. 5. The node refinement distribution at the tip of
the crack (2× 27).

计算结束后, 选取裂纹尖端适当计算点,
采用 (47)式计算, 得到此处应力强度因子KI为

9.42 MPa·mm1/2, 裂缝尖端位于混凝土板层, 回弹
模量为30000 MPa.

在此基础上, 进一步考虑裂缝反射到沥青加铺
层的反射裂缝模型, 如图 6取反射至沥青面层的裂
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缝长度为4 cm,并在裂纹区域进行节点加密 (3×31

个加密节点), 其节点布置局部如图 7所示.
通过计算得到的KI为0.36 MPa·mm1/2, 裂缝

尖端位于沥青层, 回弹模量为2000 MPa.

4 cm

图 6 反射至沥青层的裂缝

Fig. 6. The reflective crack in the asphalt layer.

图 7 反射裂缝附近节点加密分布 (3× 31)
Fig. 7. The node refinement distribution at the tip of
the reflective crack (3× 31).

0 2000 4000 6000 8000 10000

4.5

4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

/
m

m

/mm

 

3T31

图 8 沥青层计算点竖向位移

Fig. 8. The vertical displacement at the points in the
asphalt layer.

选取计算点后对模型的位移和应力进行计算,
计算结果如图 8 —图 10所示. 从图 8可以看出, 在
荷载作用位置附近, 竖向位移较大, 与路面实际情
况符合. 从图 9可以看出, 当混泥土板开裂后, 在荷
载作用下裂缝正上方面层的正应力具有奇异性, 从

而使得路面反射裂缝继续向上发展, 以致最后贯通
整个路面. 可见, 当基层出现裂缝后, 由于裂缝尖
端存在一定的应力集中, 这种应力集中对于路面正
常工作是不利的. 所以, 路面工程施工中要尽可能
减少混凝土板的收缩裂缝, 以防止反射裂缝发生.

从图 9和图 10可以看出, 在对称荷载作用下,
裂缝尖端正应力远大于剪应力, 裂缝为张开型, 即
裂缝的扩展受正应力或KI的控制.

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

0

-0.3

-0.6

-0.9

-1.2

-1.5

/
M
P
a

/mm

图 9 轮载下各层计算点正应力 σ11

Fig. 9. The normal stress σ11 at the points in layers
under the wheel load.

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

0

0.1

0.2

0.3

/
M

P
a

/mm

 

图 10 轮载下各层计算点剪应力 τ21

Fig. 10. The shear stress τ21 at the points in layers
under the wheel load.

6 结 论

本文针对机场复合道面的反射裂缝问题, 建立
了断裂力学改进的无单元Galerkin方法. 数值算例
表明, 该方法通过对试函数的扩展能有效地反映裂
纹尖端应力场的奇异性, 提高了无网格方法的求解
精度.

在对试函数进行改进时, 采用基函数的局部扩
展法, 不仅能有效地提高对裂纹尖端应力场的计算
精度, 也比试函数外部扩展法以及基函数完全扩展
法具有更好的求解效率.
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使用改进无单元Galerkin方法对机场复合道
面模型进行计算, 在布置节点时, 在裂纹局部进行
加密布置. 对于计算裂纹扩展的模型时, 可以在扩
展路径的区域内增加布置相应的节点, 而无需进行
有限元法的网格重构.

本文的理论为机场复合道面反射裂缝的分析

提供了一种新的方法.
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Abstract

Using the improved element-free Galerkin (IEFG) method, in this paper we introduce the characteristic parameter
√
r which can reflect the singular stress near the crack tip into the basic function of the improved moving least-squares

(IMLS) approximation. Combining fracture theory with the IEFG method, we present an IEFG method of treating
the elastic fracture problems, and analyze a numerical example of two-dimensional layered system of airport composite
pavement with reflective crack.

In the IEFG method, the IMLS approximation is used to form the shape function. The IMLS approximation is
presented from the moving least-squares (MLS) approximation, which is the basis of the element-free Galerkin (EFG)
method. Compared with the MLS approximation, the IMLS approximation uses the orthonormal basis functions to
obtain the shape function, which leads to the fact that the matrices for obtaining the undetermined coefficients are
diagonal. Then the IMLS approximation can obtain the solutions of the undetermined coefficients directly without the
inverse matrices. The IMLS approximation can overcome the disadvantages of the MLS approximation, in which the
ill-conditional or singular matrices are formed sometimes. And it can also improve the computational efficiency of the
MLS approximation.

Because of the advantages of the IMLS approximation, the IEFG method has greater computational efficiency than
the EFG method which is based on the MLS approximation, and can obtain the solution for arbitrary node distribution,
even though the EFG method cannot obtain the solution due to the ill-conditional or singular matrices in the MLS
approximation.

Paving the asphalt concrete layer on the cement concrete pavement is an effective approach to improving the
structure and service performance of an airport pavement, which is called airport composite pavement. The airport
composite pavement has the advantages of rigid pavement and flexible pavement, but there are various forms of joints
or cracks of cement concrete slab, which makes the crack reflect into the asphalt overlay easily under the plane load and
environmental factors. Reflective crack is one of the main failure forms of the airport composite pavement. Therefore,
it is of great theoretical significance and engineering application to study the generation and development mechanism of
reflective crack of the airport composite pavement.

For the numerical methods of solving the fracture problems, introducing the characteristic parameter
√
r which

can reflect the singular stress near the crack tip into the basic function is a general approach. In this paper, we use this
approach to obtain the IEFG method for fracture problems, and the layered system of airport composite pavement with
reflective crack is considered. The numerical results of the displacements and stresses in the airport composite pavement
are given. And at the tip of the crack, the stress is singular, which makes the crack of the airport composite pavement
grow.

This paper provides a new method for solving the reflective crack problem of airport composite pavement.

Keywords: improved element-free Galerkin method, airport composite pavement, layered system,
reflective crack

PACS: 02.60.Cb, 02.60.Lj, 46.50.+a DOI: 10.7498/aps.66.120204
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