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矢量基尔霍夫公式经典证明的漏洞与新的

严格证明∗

黄晓伟 盛新庆†

(北京理工大学信息与电子学院电磁仿真中心, 北京 100081)

( 2017年 2月 23日收到; 2017年 6月 3日收到修改稿 )

矢量基尔霍夫积分公式是电磁理论的一个重要公式, 更是光学衍射理论的基础. 然而, 我们发现经典著
作中这个公式的证明普遍存在漏洞. 本文将逐一指出这些漏洞, 在此基础上给出一个新的严格证明. 最后用
数值实验验证我们的结论.

关键词: 矢量基尔霍夫积分, Stratton-Chu公式, Sommerfeld辐射条件
PACS: 42.25.Fx, 24.10.Ht, 92.60.Ta DOI: 10.7498/aps.66.164201

1 引 言

矢量基尔霍夫积分公式表明, 空间中任意封闭
曲面外一点处的电 (磁)场可由曲面上电 (磁)场及
其法向导数积分表示出来. 该公式不仅是电磁场散
射理论中的一个重要公式, 更是光学衍射理论的基
础 [1−9]. 然而, 一直以来, 国内外著作关于这个公
式的证明过程都有缺陷. 该公式的证明最早由麻
省理工大学Kong教授 [10]给出, 其基本思路是, 从
Stratton-Chu公式出发, 利用矢量恒等式和积分公
式予以推导. 与Kong思路类似的证明还有: 西安
电子科技大学葛德彪教授的证明 [11], 南京大学张
善杰教授的证明 [12]等. 与此思路不同的证明还有:
直接从无源Maxwell方程组出发, 运用格林定理推
导出标量基尔霍夫积分公式, 进而导出矢量基尔霍
夫积分公式 [13]. 深入探究证明过程和积分公式的
物理含义, 我们发现这些经典证明过程并非很严
格, 甚至存在明显的漏洞.

本文以下分为三个部分: 第 2部分逐个指出
这些经典证明的漏洞; 第 3部分给出一个新的严
格证明; 第 4部分将通过一个数值算例验证我们的

结论.

2 矢量基尔霍夫积分公式经典证明
及漏洞

本节将给出国内外经典著作中关于矢量基尔

霍夫公式的证明, 并逐一指明其漏洞.

2.1 Kong著作中的证明及漏洞

Kong [10]著作中的证明是从Stratton-Chu公
式出发的. 我们知道, Stratton-Chu 公式可以
表述为

E(r) =

∮
s

[−jωµ(n̂×H)G+ (n̂×E)×∇′G

+ (n̂ ·E)∇′G]dS′, (1)

其中, E(r)是源J ,M在自由空间产生的电场;

G(r, r′) =
e−jkR

4πR
, R = |r − r′|; S为如图 1所示

的包围所有辐射源的一个封闭曲面; r′为曲面S 上

任意一点, r位于曲面外部无源空间中, n̂为曲面S

外法矢. 公式表明, 如果把包含辐射源的区域用一
个封闭曲面S包围, 那么只要知道曲面上的场量,

∗ 国家重点研发计划项目 (批准号: 2017YFB0202500)资助的课题.
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结合格林函数, 可以求得辐射源外无界均匀空间任
意一点的辐射场.

J, M

J, M

P

r

r'

n̂

S

O

R

图 1 Stratton-Chu公式模型

Fig. 1. Model for Stratton-Chu formula.

将法拉第定律代入 (1)式的Stratton-Chu公
式,利用矢量恒等式 (n̂×E)×∇′G = E(n̂·∇′G) −
n̂(E · ∇′G) 可得

E(r) =

∮
s

{[n̂× (∇′ ×E)]G+ (n̂ ·E)∇′G

+E(n̂ · ∇′G)− n̂(E · ∇′G)}dS′. (2)

因为

∇′(n̂ ·E) = (E · ∇′)n̂+ (n̂ · ∇′)E

+E × (∇′ × n̂)

+ n̂× (∇′ ×E), (3)

而文献 [10]认为∇′算子仅作用于r′上, 与法向量 n̂

无关, 故上式可写为

n̂× (∇′ ×E) = ∇′(n̂ ·E)− (n̂ · ∇′)E. (4)

由于S面上没有自由电荷, 即∇′ ·E(r′) = 0, 从而

n̂(E · ∇′G) = n̂[∇′ · (EG)−G(∇′ ·E)]

= n̂[∇′ · (EG)]. (5)

将 (4)和 (5)式代入 (2)式, 可得

E(r) =

∮
s

{[n̂× (∇′ ×E)]G+ (n̂ ·E)∇′G

+E(n̂ · ∇′G)− n̂(E · ∇′G)}dS′

=

∮
s

{
G∇′(n̂ ·E)−G(n̂ · ∇′)E

+ (n̂ ·E)∇′G+E(n̂ · ∇′G)

− n̂[∇′ · (EG)]
}

dS′. (6)

利用算子恒等式∇(fg) = g∇f + f∇g, 有

∇′[G(n̂ ·E)] = (n̂ ·E)∇′G+G∇′(n̂ ·E). (7)

将 (7)式代入 (6)式可得

E(r)

=

∮
s

{
G∇′(n̂ ·E)−G(n̂ · ∇′)E

+ (n̂ ·E)∇′G+E(n̂ · ∇′G)

− n̂[∇′ · (EG)]
}

dS′

=

∮
s

{E(n̂ · ∇′G)−G(n̂ · ∇′)E} dS′

+

∮
s

{∇′[G(n̂ ·E)]− n̂[∇′ · (EG)]} dS′. (8)

从 (8)式出发, 文献 [10]采用张量演算中的高
斯定理, 证明上式第二项面积分为 0. 这项面积分
两部分的第 i分量可分别写为[∮

S

dS′∇′(n̂ ·GE)

]
i

=

∮
S

dS′∂′injGEj =

∫∫∫
V ′

dV ′∂′i∂
′
jGEj (9)

和 [∮
S

dS′n̂[∇′ · (EG)]
]
i

=

∮
S

dS′ni∂jGEj =

∫∫∫
V ′

dV ′∂′i∂
′
jGEj . (10)

将 (9)式, (10)式代入 (8)式, 即可得到

E(r)

=

∮
s

{E(n̂ · ∇′G)−G(n̂ · ∇′)E} dS′

=

∮
s

(
∂G(r, r′)

∂n
E(r′)− ∂E(r′)

∂n
G(r, r′)

)
dS′,

(11)
(11)式即为矢量基尔霍夫积分公式. 其中,

∂

∂n
= n̂ · ∇′ = n′

x

∂

∂x′
+ n′

y

∂

∂y′
+ n′

z

∂

∂z′
.

分析上述过程, 可以发现证明存在漏洞. 我们
知道, Stratton-Chu公式被积函数中的电场和磁场
被视为源, 它们都是r′的函数. 表述它们切向和法
向的单位矢量 n̂自然也是r′的函数. 因此, ∇′算子

作用在 n̂不为零, 即 n̂对于∇′不能再作常矢 (后面
数值算例会进一步清晰展示这一点). 这样, (4)式
就不能成立, 由此为基础的 (8)式的第二个等号自
然是错误的. 另外, 由于 n̂为 r′的函数, 不是常矢
量, (9)式的第二个等号也不能成立, 这是由于其nj

不能提出来放入 dS′, 导致不满足高斯定理使用条
件. 从而上述导出矢量基尔霍夫积分公式的过程是
存在漏洞的.
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2.2 葛德彪著作中的证明及漏洞

葛德彪著作中的证明也是基于Stratton-Chu
公式 [11]. 与2.1节思路类似, (8)式以前的推导过程
一致. 注意到, 葛德彪 [11]也认为, ∇′ 与法向量 n̂

无关, 此时有下式成立:
(n̂×∇′)× (GE) = ∇′[G(n̂ ·E)]− n̂[∇′ · (EG)].

(12)
将 (12)式代入 (8)式可得

E(r) =

∮
s

{E(n̂ · ∇′G)−G(n̂ · ∇′)E} dS′

+

∮
s

{∇′[G(n̂ ·E)]− n̂[∇′ · (EG)]} dS′

=

∮
s

{E(n̂ · ∇′G)−G(n̂ · ∇′)E} dS′

+

∮
s

(n̂×∇′)× (GE)dS′. (13)

下面证明上式第二项面积分

∮
s

(n̂×∇′)× (GE)dS′

为0.
将封闭曲面S划分为如图 2所示两个部分.

n̂
n̂E֒ H

S/S⇁S

L L

S S

µ,ε

图 2 Stokes定理应用示意图

Fig. 2. Diagram for the application of Stokes theorem.

根据Stokes定理,∫∫
S

(dS ×∇)×A =

∮
L

dl×A,

上式可以化为两部分环路积分:∮
s

(n̂×∇′)× (GE)dS′

=

∫∫
S1

(n̂×∇′)× (GE)dS′

+

∫∫
S2

(n̂×∇′)× (GE)dS′

=

∮
L1

dl1 × (GE) +

∮
L2

dl2 × (GE) = 0. (14)

上式最后一个等号成立, 是因为回路L1, L2分别为

曲面S1, S2的边线, 两项积分彼此相消. 将 (14)式
代入 (13)式, 从而也可得到

E(r)=

∮
s

(
∂G(r, r′)

∂n
E(r′)− ∂E(r′)

∂n
G(r, r′)

)
dS′.

分析上述证明过程可知, 漏洞还是出在对矢量
n̂的认识上. 除了 (4)式不成立导致 (8)式本身有
误, (12)式也不成立. 我们不妨取 (12)式两边x方

向分量来验证, 记
n̂ = n′

xex + n′
yey + n′

zez,

E = E′
xex + E′

yey + E′
zez,

r′ = (x′, y′, z′),

则 (12)式左边

= [(n̂×∇′)× (GE)]x

= n′
z

∂GE′
z

∂x′
− n′

x

∂GE′
z

∂z′
− n′

x

∂GE′
y

∂y′

+ n′
y

∂GE′
y

∂x′
, (15)

而 (12)式右边

= {∇′[G(n̂ ·E)]− n̂[∇′ · (EG)]}x

=
∂G(n′xE

′
x + n′yE

′
y + n′

zE
′
z)

∂x′

− n′
x

(
∂GE′

x

∂x′
+
∂GE′

y

∂y′
+
∂GE′

z

∂z′

)
. (16)

可以发现, 同样因为 n̂是r′的函数, (16)式中
右边第一项的求导, 三个法向量分量并不能直接提
出来, 这样 (15)和 (16)式就不相等, 从而 (12)式不
成立. 从而这种方法也不能正确导出矢量基尔霍夫
积分公式.

综上所述, 上述两种方法证明思路类似, 都认
为矢量 n̂相对于∇′算子是不受其作用的常矢量,
均不能严格导出矢量基尔霍夫积分公式. 只能在积
分区域为平面时, 也即如图 3所示做额外的基尔霍
夫衍射近似方可得到正确的结果 [14], 对于一个曲
面包围辐射源, 证明都是有漏洞的.

n̂

r

S

S@

J, M

R

P

图 3 光学中平面屏幕衍射的基尔霍夫近似公式

Fig. 3. Kirchhoff approximation formulation of diffrac-
tion by a plane screen for optics.
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2.3 张善杰著作中的证明及漏洞

张善杰 [12]著作给出的证明过程如下:
从 (2)式出发, 因−jωµH = ∇′ ×E + Jm, (2)

式被积函数第一项可以写为

−jωµ(en ×H)G = en × (∇′ ×E + Jm)G. (17)

运用矢量恒等式: ∇′× (uA) = u∇′×A−A×∇′u

和a× b× c = (a · c)b− (a · b)c, 被积函数第一项
可写为

en×(∇′×E)

= en×[∇′×(Exex) +∇′×(Eyey) +∇′×(Ezez)]

= − en×[ex×∇′Ex + ey×∇′Ey + ez×∇′Ez]

= (en ·ex)∇′Ex − (en ·∇′Ex)ex + (en ·ey)∇′Ey

− (en ·∇′Ey)ey + (en ·ez)∇′Ez − (en ·∇′Ez)ez.

(18)
因

(en · ex)∇′Ex + (en · ey)∇′Ey + (en · ez)∇′Ez

=

(
∂Ex

∂n
en · ex +

∂Ey

∂n
en · ey +

∂Ez

∂n
en · ez

)
en

= (∇′Ex · ex +∇′Ey · ey +∇′Ez · ez) en

=

(
∂Ex

∂x
+
∂Ey

∂y
+
∂Ez

∂z

)
en

= (∇′ ·E) en (19)

以及

(en · ∇′Ex)ex + (en · ∇′Ey)ey + (en · ∇′Ez)ez

=
∂Ex

∂n
ex +

∂Ey

∂n
ey +

∂Ez

∂n
ez =

∂E

∂n
, (20)

运用高斯定律 ∇′ ·E =
1

ε
ρ, 于是, (18)式化为

en × (∇′ ×E) = (∇′ ·E) en − ∂E

∂n

=
1

ε
ρen − ∂E

∂n
, (21)

从而 (2)式右边第一项 (17)式可写为

−jωµ(en ×H)G =

(
1

ε
ρen − ∂E

∂n
+ en × Jm

)
G.

(22)
再次运用三矢量的叉积恒等式, (2)式积分内被积
函数的第二、三项之和可以表示为

(en ×E)×∇′G+ (en ·E)∇′G

= − (∇′G ·E)en + (∇′G · en)E + (en ·E)∇′G

= −
(
∂G

∂n
en ·E

)
en +

(
∂G

∂n
en · en

)
E

+ (en ·E)
∂G

∂n
en =

∂G

∂n
E. (23)

将 (22)和 (23)代入 (2)式, 便有

E(r) =

∮
s

[(
1

ε
ρen − ∂E

∂n
+ en × Jm

)
G

+
∂G

∂n
E

]
dS′. (24)

由于在曲面S上无源, ρ = 0, Jm = 0, 于是 (24)式
可以简化为

E(r) =

∮
s

(
∂G(r, r′)

∂n
E(r′)− ∂E(r′)

∂n
G(r, r′)

)
dS′,

此即要证的 (11)式.
上述证明与葛德彪和孔金瓯的证明都不同, 没

有用到环路积分定理和高斯积分定理, 而是将场量
分解为三个直角坐标分量, 再重新组合. 证明中的
漏洞主要在以下两个问题.

第一个问题: (19)式的第一个等号是否成立？
以其中一项 (en · ex)∇′Ex为例, 根据梯度定

义, 方向指向Ex增长最快, 然而经过第一个等号,(
∂Ex

∂n
en · ex

)
en 方向将指向积分表面的外法向

量, 这两者方向显然不是在曲面任何一点都成立
的. 这也直接导致 (21)式不成立.

第二个问题: (23)式的第二个等号, 也取其中
一项分析, (en·E)∇′G明显不会等于 (en·E)

∂G

∂n
en.

因为, 如图 1所示, ∇′G 的方向为 R̂, n̂则是积分曲
面的外法向量, 两者明显不共线.

这两个问题可以综合为以下描述: 设ψ为一个

标量函数,那么有 ∂ψ

∂n
= ∇ψ ·n̂,但是, ∇ψ =

∂ψ

∂n
·n̂

却是有条件的, 除非ψ增长最快的方向与 n̂共线.

2.4 杨儒贵著作中的证明及缺失

杨儒贵 [13]著作中证明直接从Maxwell方程入
手, 在无源区域求解齐次矢量亥姆霍兹方程, 这也
是其他国外教材的典型证明. 以下为文献给出的
过程.

如图 4所示, 设全部辐射源被闭合曲面S0包

围, 在S0外再做一个曲面S1, 在S0和S1之间为无

源区.
由电流和磁流共同产生的电磁场满足以下

Maxwell方程:
∇×∇×E − k2E = −jωµJ −∇× Jm. (25)

在无源区, 上式可以化为下列齐次矢量亥姆霍兹
方程:

∇2E + k2E = 0. (26)
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n̂

n̂

r'

S@S1

J,M

J,M

R

P

r

V

→

S0

O

图 4 Maxwell 场方程的积分
Fig. 4. The integral of electric field in Maxwell’s equa-
tions.

在直角坐标系, 电场强度的每一个分量U(r)

均满足以下标量齐次亥姆霍兹方程:

∇2U(r) + k2U(r) = 0, (27)

其中, U(r)代表电场强度任意一个直角坐标分量.
要求解微分方程 (27), 还需要知道边界条件. 现假
设已知S0和S1上的场量作为边界条件. 那么对于
S0和S1两个闭合面包围的无源区, 齐次标量亥姆
霍兹方程可由标量格林定理解出:

U(r) =

∮
s0+s1

[
U(r′)

∂G(r, r′)

∂n

−G(r, r′)
∂U(r′)

∂n

]
dS′. (28)

由于惟一性要求, 需要讨论无穷远处的标量场性
质, 这需要在无穷远处对辐射场做一些额外的假
设, 这就是

lim
R→∞

R

[
∂U(r)

∂n
+ jkU(r)

]
= 0. (29)

将S1推向无穷远处, 即S1 → ∞, 此时求解空间为
无源无穷空间. 文献 [13]认为, 由辐射条件 (29), 可
知∮

s∞

[
U(r′)

∂G(r, r′)

∂n
−G(r, r′)

∂U(r′)

∂n

]
dS′ = 0,

(30)

从而

U(r) =

∮
s0

[
U(r′)

∂G(r, r′)

∂n
−G(r, r′)

∂U(r′)

∂n

]
dS′.

这就是标量基尔霍夫积分公式.
既然每一个直角坐标分量都满足上式, 那么三

个直角坐标分量相加以后, 可得到与 (11)式完全一
样的矢量基尔霍夫积分公式:

E(r)=

∮
s

(
∂G(r, r′)

∂n
E(r′)− ∂E(r′)

∂n
G(r, r′)

)
dS′.

分析上述过程, 可以发现, (29)式是直接利用
的, 并未证明. 实际上, 经过严格证明的电磁场能
够满足的辐射条件为以下形式 [15]:

lim
R→∞

R

∇×

E

H

+ jkR̂×

E

H

 = 0. (31)

那么, 能否从 (31)式导出 (29)式所示的辐射条
件呢? 答案是否定的. 从 (31)式可以看出旋度和叉
积操作已经把三个直角坐标分量U(r)耦合在一块,
无法直接分离为 (29)式所示的三个直角坐标分量.
所以从 (31)式, 无法导出 (29)式. 从而也推导不出
(30)式和 (11)式, 这正是文献 [13]证明的缺失.

那么 (29)式是否成立呢？实际上, Sommer-
feld [16]将 (29)式仅作为一个条件提出, 实际中电磁
场是否满足此式一直没有很严格的推导. 文献 [17,
18]给出了 (29)式成立的一些前提, 但都没有给出
满足这些前提的证明. 附录A将从电场远场近似出
发试图给出 (29)式一个严格证明作为杨儒贵 [13]证

明的补充.

3 严格证明

由第 2部分可以发现, 经典著作中证明矢量基
尔霍夫积分公式的过程都有漏洞或者缺失. 基于对
上述证明过程的分析, 本部分我们将给出一种矢量
基尔霍夫积分公式的严格证明.

证明之前, 先给出两个引理. 由于以下要用到
张量, 我们先给Hamilton算子做一个普适的符号
说明 [19]:

φ ◦ ∇ =
∂φ

∂xi
◦ gi,∇ ◦ φ = gi ◦ ∂φ

∂xi
, (32)

(32)式中, 采用爱因斯坦求和约定, 其中, gi为逆变

基矢量, ◦表示点积、叉积或并积, φ可以代表标量,
也可以表示矢量或者张量.

引理1 采用上述的符号说明, 以矢量场的高
斯公式为基础, 可以有以下高斯定理的推广形式:∮

S

n̂ ◦ φdS =

∫
V

∇ ◦ φdV,∮
S

φ ◦ n̂dS =

∫
V

φ ◦ ∇dV.
(33)

引理2 对于矢量的拉普拉斯算子, 存在以下
等式:

(∇ · ∇)A = ∇(∇ ·A)−∇× (∇×A). (34)

两个引理的证明可以参见附录B.
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下面证明矢量基尔霍夫 (11)式. 将 (3)式代入
(2)式, 并且注意到∇′ ·E(r′) = 0, 可以得到

E(r)

=

∮
s

[
E(r′)

∂G(r, r′)

∂n
−G(r, r′)

∂E(r′)

∂n

]
dS′

+

∮
s

[−EG× (∇′ × n̂)− (EG · ∇′)n̂]dS′

+

∮
s

[∇′(n̂ ·EG)−n̂∇′ · (EG)]dS′. (35)

要证矢量基尔霍夫积分, 也即证 (35)式后面两项面
积分为0. 由矢量恒等式有:

∇′(n̂ ·EG)

= n̂× [∇′ × (EG)] +EG× (∇′ × n̂)

+ (n̂ · ∇′)EG+ (EG · ∇′)n̂. (36)

根据 (32)式的符号说明, 事实上 (n̂ · ∇′)EG =

n̂ · [∇′(EG)], 代入 (35)式, 可得

E(r) =

∮
s

[E(r′)
∂G(r, r′)

∂n
−G(r, r′)

∂E(r′)

∂n
]dS′

+

∮
s

{n̂× [∇′ × (EG)] + n̂ · [∇′(EG)]

− n̂[∇′ · (EG)]}dS′. (37)

运用引理 1, 上式的第二个面积分三项可以化为体
积分: 

∮
s

n̂× [∇′ × (EG)]dS′

=

∫
V

∇′ ×∇′ × (EG)dV,∮
s

n̂ · [∇′(EG)]dS′

=

∫
V

∇′ · [∇′(EG)]dV

=

∫
V

∇′2(EG)dV,∮
s

−n̂[∇′ · (EG)]dS′

=

∫
V

−∇′[∇′ · (EG)]dV.

(38)

将 (38)式代入 (37)式, 再注意到引理 2的矢量恒等
式, 可知∮

s

{n̂× [∇′ × (EG)] + n̂ · [∇′(EG)]

− n̂[∇′ · (EG)]}dS′ = 0,

从而矢量基尔霍夫积分公式

E(r) =

∮
s

(
∂G(r, r′)

∂n
E(r′)− ∂E(r′)

∂n
G(r, r′)

)
dS′

得证.
若要得到标量形式的基尔霍夫积分, 直接将矢

量式分解为三个直角坐标分量即可.

4 数值实验

第2部分所述几种证明漏洞都是在于证明 (35)
式面积分第二、三项为分别0 :

Int1 =

∮
s

[
−EG× (∇′ × n̂)

− (EG · ∇′)n̂
]
dS′ = 0,

Int2 =

∮
s

[
∇′(n̂ ·EG)

− n̂∇′ · (EG)
]
dS′ = 0.

(39)

然而第 3部分我们的证明指出, 事实上 (35)式的第
二、第三项面积分之和为0, 而它们各自却不一定为
0. 我们将设计一个数值实验证明我们的论证.

作为最简单的源, 我们以赫兹偶极子辐射场
为例. 位于原点的赫兹偶极子J = ez产生的辐

射场为

E(r) =
ZIl

2πr2

(
1 +

1

jkr

)
cos θ e−jkrr̂

+
jZkIl
4πr

(
1 +

1

jkr − 1

k2r2

)
× sin θ e−jkrθ̂. (40)

将 (40)式代入 (39)式, 为了便于分析, 我们设积分
曲面为一个包围偶极子的球面, 其方程为

S : x′2 + y′2 + z′2 = r′2, (41)

其中, r′作为球面的半径用作仿真输入参数. 将矢
量积分分解为三个直角坐标标量积分, 即

Int_x, y, z =

∮
s

{·}x,y,zdS′.

积分曲面设置为球面不仅可以方便计算法向

量 n̂, 更重要的是便于进行数值上的曲面积分. 对
于第一型曲面积分, 可以进行以下积分坐标变换:∮

s

f(x, y, z)dS

=

∫ π
0

∫ 2π

0

f (x(θ, φ), y(θ, φ), z(θ, φ)) |J | dφdθ,

(42)

其中, |J |为坐标变换的 Jacobi行列式, 对于球
面而言

|J | = r′2 sin θ. (43)
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为提高运行速度, 采用如图 5所示的积分方法:
将大的矩形划分为一个个小的矩形, 采用中点的值
代替四个角点的平均值进行梯形法数值积分.

表 1展示了在频率为 300 MHz时, (39)式两项
矢量积分在三个直角方向分量模值随着不同分割

精细度下的积分结果. 结果表明, 积分随着网格变
密是收敛的. 从表 1可以看出, (39)式的三个方向
的积分结果并不是都为 0的. 其中, Int1, Int2 两
者的x, y方向积分显然不为0, 这充分说明, 前面所
述经典著作中的证明确实存在漏洞.

O

∆θ

∆ϕ

p

2p

θ

ϕ

图 5 二重积分的数值积分模型

Fig. 5. Numerical integral model for double integral.

表 1 观测点为 r = (5, 5, 5), 球面半径为 1, 不同积分精细度下电场模值的收敛情况
Table 1. Convergence of Electric Field modulus under different integral steps, When observation coordinates is
r = (5, 5, 5) and the spherical radius is equal to 1.

No 精细度∆θ ×∆φ
π

100
×
π

100

π

200
×
π

200

π

500
×
π

500

π

1000
×
π

1000

π

10000
×

π

10000

1 |Int1_x| 0.38106574 0.38106582 0.38106582 0.38106582 0.38106582

2 |Int1_y| 0.38106574 0.38106582 0.38106582 0.38106582 0.38106582

3 |Int1_z| 9.55820×10−8 5.95920×10−9 1.52449×10−10 9.52548×10−12 9.36150×10−16

4 |Int2_x| 0.38091468 0.38102805 0.38105978 0.38106431 0.38106581

5 |Int2_y| 0.38091468 0.38102805 0.38105978 0.38106431 0.38106581

6 |Int2_z| 0.001164398 0.00029061 4.64770×10−5 1.16184× 10−5 1.16182× 10−7

7 |Int1_x+Int2_x| 0.000344161 8.58589×10−5 1.37293×10−5 3.43204×10−6 3.43194×10−8

8 |Int1_y+Int2_y| 0.000344161 8.58589×10−5 1.37293×10−5 3.43204×10−6 3.43194×10−8

9 |Int1_z+Int2_z| 0.001164488 0.00029062 4.64771×10−5 1.16184×10−5 1.161823×10−7

更重要的一点是, 从表 1我们可以看出, 虽然
Int1, Int2两者的积分各自不为 0, 但是两者之和
确实为 0, 随着积分网格密度变大, Int1, Int2两者
之和的模值在三个方向都有收敛到 0 的趋势, 这也
进一步验证了我们的证明.

5 结 论

本文详细分析了矢量基尔霍夫公式的多个经

典证明过程, 并逐一指出了证明中的漏洞. 漏洞
之源有二: 1) Stratton-Chu公式中积分曲面的法
向量被当成常矢量; 2) 误以为矢量Sommerfeld辐
射条件可以在直角坐标系下分离. 本文通过引入
Hamilton算子, 运用高斯定理的推广形式及矢量拉
普拉斯算子恒等式, 重新给出了矢量基尔霍夫公式
的一个严格证明, 并通过数值算例验证我们的发现

和证明.

附录A 证明任何辐射源满足标量Sommer-
feld辐射条件

任何单一频率激励源, 有以下远场近似 [20]:

E(r) = − jωµ e−jkr

4πr

∫
Jt(r

′) e−jkr′·r̂ dτ ′,

r → ∞, (A1)

式中下标 t表示相对于径向 r̂方向的横向. 从上式可以看
出, 电场矢量做远场近似时径向分量近似不存在. 其中

−jωµ
4π

∫
Jt(r

′) e−jkr′·r̂ dτ ′

仅与角度 θ, φ有关, 将 (A1)式化为直角坐标分量, 其第 i个

分量可以表示为

Ei(r) =
e−jkr

r
fi(θ, φ), r → ∞, (A2)
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其中

fx(θ, φ) =
−jωµ
4π

(
cos θ cosφ

∫
Jθ(r

′) e−jkr′·r̂ dτ ′

− sinφ

∫
Jφ(r

′) e−jkr′·r̂ dτ ′
)
,

fy(θ, φ) =
−jωµ
4π

(
cos θ sinφ

∫
Jθ(r

′) e−jkr′·r̂ dτ ′

+ cosφ
∫

Jφ(r
′) e−jkr′·r̂ dτ ′

)
,

fz(θ, φ) =
−jωµ
4π

(
− sin θ

∫
Jθ(r

′) e−jkr′·r̂ dτ ′
)
.

(A3)

容易发现, fi(θ, φ)事实上是Jt(r
′)从空间域到角域的傅里

叶变换, 实际中, 源总是分布在有限空间, 且功率有限, 其
变换域在每个角度也是有限大的值, 也即, |fi(θ, φ)| < ∞,
∀θ, φ, 从而可以知道

lim
R→∞

RE =有限值. (A4)

现在我们将证明U(r) = Ei(r)满足

lim
R→∞

R

[
∂U(r)

∂n
+ jkU(r)

]
= 0,

其中, 值得注意的是法向量的方向是容易理解错的. 这里由
于研究场点, 从而法矢沿曲面向外.

当 r → ∞可知 r → R = |r − r′|, 从而由 (A2)和
(A4)式可得

∂U

∂n
=

∂U

∂R
=

(
− jk e−jkR

R
− e−jkR

R2

)
fi(θ, φ); r → ∞.

(A5)

从而我们得到

lim
R→∞

R

[
∂U(r)

∂n
+ jkU(r)

]
= lim

R→∞
R

[
−jk e−jkR

R
− e−jkR

R2
+ jk e−jkR

R

]
fi(θ, φ)

= lim
R→∞

− e−jkR

R
fi(θ, φ) = 0. (A6)

从而正文中 (29)式标量辐射条件对任意直角坐标分量成立.
将 (29)式的 r换为r′, 即可推出 (30)式. 以上是对杨儒贵
著作证明的一个补充.

附录B 两个引理的证明

引理 1的证明中, 我们选取φ为标量以及张量予以证

明, 其他情况可以类推.
φ为标量时, 我们以证明

∮
S

n̂φdS =

∫
V

∇φdV 为

例, 可以得到下式:

∮
S

n̂φdS =

∮
S

n̂ ·


φ 0 0

0 φ 0

0 0 φ

 dS

=

∫
V

∇ ·


φ 0 0

0 φ 0

0 0 φ

 dV =

∫
V

∇φdV . (B1)

φ为张量时, 以
∮
S

n̂ · T dS =

∫
V

∇ · T dV 为例, 其中 T

为张量. 令 F =

∮
S

n̂ · T dS, 则

F · ej =

∮
S

n̂ · T dS · ej =

∮
S

n̂ · T · ej dS

=

∮
S

n̂ · eiT
ij dS. (B2)

运用矢量场的高斯公式, 可得

F · ej =

∫
V

∇ · (eiT
ij)dV =

∫
V

∂T ij

∂xi
dV. (B3)

于是

F = (F · ej)ej =

∫
V

∂T ij

∂xi
dV ej =

∫
V

∂T ij

∂xi
ej dV

=

∫
V

∇ · T dV. (B4)

从而

∮
S

n̂ · T dS =

∫
V

∇ · T dV . 证毕.

引理 2的证明参见文献 [21].
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Abstract

The vector Kirchhoff integral theorem (VKI) is an important formula in electromagnetic (EM) theory, especially it

is a basis of the optical diffraction theory. Recently, it has been found that there exist some flaws in the proofs presented

in the literature.

There are mainly two types of methods to prove the VKI. The first type of method is to employ the vector analysis

to prove the VKI directly. Some flaws of this type of proof presented in the literature have been found and pointed out

in this paper. The second type of method is to employ the scalar Kirchhoff Integral (SKI) to directly obtain the VKI.

The SKI was first derived by Kirchhoff (1882). In spite of its mathematical inconsistency and its physical deficiencies,

the SKI works remarkably well in the optical domain and has been the basis of most of the work on diffraction. However,

the proofs for SKI usually need the scalar radiation conditions. The scalar radiation condition was first proposed by

Sommerfeld to ensure the uniqueness of the solution of certain exterior boundary value problems in mathematical physics.

But whether the scalar radiation conditions were suitable for the EM was not sure. In fact, for electromagnetic field, we

have another vector radiation conditions which have been verified to be adaptable for all the radiation and scattering

fields. It is difficult to obtain the scalar radiation conditions directly by just separating three Cartesian directions

from the vector one, because the different scalar components are coupled together after the rotation and cross product

operation. Actually, few strict proofs could be found to support the fact that EM satisfies the scalar radiation condition.

So as the supplementary, the scalar radiation conditions will be derived in detail with far-field approximation method in

this paper.

To avoid using the scalar radiation condition which may bring some non-rigorousness, we perform a new strict proof

for the VKI by using the vector analysis identities.

The rest of this paper is organized as follows. In Section 2, the different proofs presented in the classical books

will be analyzed in detail. The flaws existing in these proofs will be pointed out. After that, in Section 3, based on the

Stratton-Chu formula, a new strict proof will be given with using the vector identities. In Section 4, a sensitivity analysis

is numerically performed to confirm our demonstration. Finally, the conclusions are drawn from the present study in

Section 5. The scalar radiation conditions will be discussed in the appendix.

Keywords: vector Kirchhoff integral theorem, Stratton-Chu formula, Sommerfeld radiation condition
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