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基于磁化电流法的双稳压电悬臂梁磁力精确分析∗

张雨阳 冷永刚† 谭丹 刘进军 范胜波

(天津大学机械工程学院, 天津 300350)

( 2017年 3月 22日收到; 2017年 8月 21日收到修改稿 )

双稳压电悬臂梁结构常常用于振动能量采集系统, 其中的非线性磁力与系统势函数和动力学方程的建立
紧密相关, 非线性磁力的正确分析和精确计算对系统振动响应和能量采集效果的准确预测至关重要. 本文采
用形状函数分析方法, 通过悬臂梁弯曲斜率的整体积分计算, 得到了悬臂梁末端的运动轨迹及其末端磁铁精
确的位置与姿态, 并由此根据磁化电流理论建立了双稳压电悬臂梁能量采集系统的磁力计算模型, 给出了末
端磁铁受到的水平轴向磁力和竖直纵向磁力及其合磁力的变化规律. 数值模拟发现, 随着末端磁铁竖直纵向
位移逐渐增大, 磁铁受到的水平轴向磁力和竖直纵向磁力都会依次由排斥力转变为吸引力, 从而导致磁力合
力的方向会随磁铁位移发生跨越两个象限的大幅度变化. 实验验证表明, 磁力计算结果与实验测量结果符合
良好, 其精确度优于现有文献方法的精度, 因此本文的方法可以准确预测双稳压电悬臂梁振动过程的磁力变
化规律.

关键词: 振动能量采集, 双稳悬臂梁系统, 磁力计算, 磁化电流
PACS: 05.45.–a, 05.40.–a, 02.60.Cb DOI: 10.7498/aps.66.220502

1 引 言

目前, 随着低功耗微机电系统 (micro-electro-
mechanical system, MEMS)技术与现代无线通讯
技术的迅猛发展, 电子设备俞渐小型化、微型化, 微
型电子设备要求持续不间断的供电问题成为微机

电技术发展的一大瓶颈 [1,2]. 为了克服传统电池尺
寸大、寿命短、需要定期更换等问题, 人们希望得到
一种能够吸收周围环境中能量的自供电装置. 由于
环境中振动现象普遍存在, 因此振动能量的采集成
为一种可替代传统电池和可自我维持的新型能源

开发方式, 受到国内外学者越来越广泛的关注 [3].
在振动能量采集方式中, 压电式振动能量采集

较为普遍, 其能量密度大, 结构简单, 便于微型化,
使其在与微机电系统技术结合中发挥了很大的优

势 [4]. 对于线性压电悬臂梁振动能量采集结构, 系
统存在共振频带过窄、能量输出效率低等问题, 因

此将磁铁力引入系统中构成非线性压电悬臂梁振

动能量采集系统, 可有效提高振动能量采集系统的
能量输出效率和宽频带激励的适应性 [5−8].

双稳态结构是非线性压电梁振动能量采集系

统中的常用结构, 其系统中磁铁间作用力的建模分
析与精确计算是非线性双稳振动能量采集研究中

的一个难点, 它关系到系统势函数的建立与稳态的
确定, 以及磁铁尺寸、间距和磁化强度等参数的选
取, 并对系统的输出响应和能量采集效果有着较大
的影响. 目前双稳压电梁的磁力分析与计算主要
是依据磁偶极子 [9−11]或磁化电流 [12]理论. 磁偶
极子法关于双稳压电梁的磁力分析与计算已在文

献 [9]中进行了阐述, 本文只讨论磁化电流法在双
稳压电梁中的磁力分析与计算. 在已有的文献中,
双稳压电梁的磁化电流法磁力计算模型主要考虑

悬臂梁竖直纵向磁力对系统的影响, 即只考虑垂直
于悬臂梁水平轴方向的磁力分力的影响, 认为磁力
的水平轴向分力对悬臂梁振动响应的影响不大, 可
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忽略不计 [3,13,14]. 磁力模型的这种简化应用实际上
忽略了梁振动过程中真实磁铁力 (合力)的大小和
方向变化对系统的影响, 且对于悬臂梁末端磁铁位
置变化规律的近似计算较为粗略, 这种简化方法对
于实际磁力的分析计算和梁的振动响应以及能量

的采集效果带来怎样的误差目前还没有一个统一

的分析结果, 特别是针对梁的大位移振动响应, 常
规的小幅度、小角度、小偏转等近似分析方法是否

适用有待进一步研究考证.
为了精确完整地分析双稳压电梁的非线性磁

铁力, 本文以双稳压电梁振动能量采集系统为研究
对象, 首先针对压电梁的不同振动位移尺度, 研究
磁铁在磁场中的位置姿态, 然后建立磁化电流法的
磁力分析计算模型, 分析磁铁间的作用力, 并给出
磁力计算的精确方法, 阐明误差产生的原因, 为准
确得到双稳压电悬臂梁系统的振动响应和能量输

出提供可靠的非线性磁力计算方法.

2 双稳态压电悬臂梁振动能量采
集系统

双稳态压电悬臂梁振动能量采集系统 (以下简
称双稳压电梁系统)的结构如图 1所示, 系统由基
座E、带有末端磁铁A的悬臂梁C和固定在基座上
的外部磁铁B组成, 外部磁铁B位于悬臂梁的水平
轴线延长线上, 悬臂梁根部上下两面分别对称黏贴
有压电片D. 两磁铁材料及形状尺寸相同且相互排
斥, 由于这种磁铁排斥力的存在, 可使悬臂梁在水
平轴线的上下两侧位置保持稳定的平衡态, 而在水
平轴线位置保持非稳定的平衡态. 当系统受到外界
激励时, 基座带动悬臂梁振动使悬臂梁上的压电片
发生形变, 根据正压电效应, 压电片将产生电能输
出, 即实现机械振动能向电能的转化 [15,16].

图 1 (a)结构一般可简化为质量弹簧阻尼模型,
如图 1 (b)所示. 根据牛顿第二定律与基尔霍夫第
一定律可得到系统的动力学方程与采集电路方

程 [15,17]:

P (t) + θV (t) + Fx

= mẍ(t) + ηẋ(t) + kx(t), (1)

θẋ(t) + CpV̇ (t) +
V (t)

RL
= 0, (2)

其中P (t)为外界激励; Fx为两磁铁的磁力在竖直

方向上的分力; x(t)为末端磁铁的竖直位移; V (t)

为压电片输出电压; m, k, η及 θ分别为压电悬臂

梁的等效质量、等效刚度、等效阻尼及压电陶瓷

(PZT)的机电耦合系数; Cp是电路电容; RL为电

路电阻.

A

B
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+

-

P

D

E C
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x↼t↽
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图 1 (网刊彩色)双稳压电悬臂梁振动能量采集系统
(a) 结构示意图; (b)等效模型
Fig. 1. (color online) Bi-stable piezoelectric cantilever
beam energy harvesting system: (a) Schematic dia-
gram of structure; (b) equivalent model of energy har-
vesting systems.

从 (1)和 (2)式可以看出, 磁铁间的作用力对压
电悬臂梁能量采集系统的机电能量转换起着关键

性的作用, 决定了系统的稳态形式. 系统振动过程
中, 悬臂梁末端磁铁位置的变化导致磁力的大小和
方向也在不断变化, 准确分析计算这种动态变化的
磁力, 可为双稳压电梁的振动响应和能量采集提供
可靠的理论指导和评估依据.

3 双稳压电梁磁化电流法的磁力分析

3.1 悬臂梁末端轨迹计算

为精确计算出双稳压电梁系统中的磁力, 需先
求得悬臂梁末端磁铁的位置和姿态, 即确定悬臂梁
末端磁铁的转角和水平轴向位移. 为此, 以悬臂梁
根部为原点建立如图 2所示坐标系, 悬臂梁上任意
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点和末端位置分别表示为P (up, vp)和Q(u, v).

P↼up֒vp↽
Q↼u1֒v1↽

Q↼u֒v↽

lb u

ϕ

s



v

lpup

φP

图 2 悬臂梁形状函数与末端位置

Fig. 2. Diagram of the cantilever beam‘s shape func-
tion and end positions.

悬臂梁上任意一点的纵向位移与悬臂梁自由

末端纵向位移的关系形如下 [18]:

v(s) = v(u)ψ(s), (3)

其中, s表示悬臂梁上的任意点P沿中性轴到固定

端的距离, v(u)表示悬臂梁末端竖直纵向位移关于
水平轴向位置的函数, ψ(s)称作悬臂梁的形状函
数. 因必须使悬臂梁上任意点P的位移满足边界条

件 s = 0, vp = 0, 故取形状函数为 [19]

ψ(s) = λ

(
1− cos

(
πs

2lb

))
, (4)

其中λ为常数, lb为悬臂梁长度. 对于悬臂梁自
由末端, 需使形状函数满足 v(u) = v(u)ψ(u), 即
ψ(s) = ψ(u) = 1, 故得

λ = 1/(1− cos(πu/2lb)). (5)

令悬臂梁上任意点P的斜度, 即点P的切线与

水平u轴的夹角, 为ϕp, 则不难理解 sinφp = v′p或

cosφp = 1− (lp − up)
′ [20,21], 其中变量右上角的角

分符号 “′”表示变量对 s的导数, 由此可得:

(lp − up)
′ = 1−

√
1− v′2p ≈ 1

2
v′

2
p, (6)

lp − up =
1

2

∫ s

0

(v′p(ξ))
2dξ. (7)

由 (7)式进一步计算悬臂梁末端位移, 可得

lb − u

=
1

2

∫ u

0

(v′(s))2ds

=
v2π2

8l2b

(
1− cos πu

2lb

)(
u

2
− lb

2π
sin πu

lb

)
. (8)

化简得到多项式:

8l2bu cos πu
2lb

− 8l3b cos πu
2lb

+
πlbv

2

2
sin πu

lb

−
(
8l2b +

π2v2

2

)
u+ 8l3b = 0. (9)

将 (9)式中的正、余弦项泰勒近似展开, 取前两项并
舍去高阶无穷小项, 求得悬臂梁末端水平轴向位移
与竖直纵向位移的关系为

u(v) =
lb

π2v2

12l2b
+ 1

或

v =
lb
π

√
12

(
lb
u

− 1

)
. (10)

取悬臂梁长为 lb = 44 mm, 可得悬臂梁末端
位置变化轨迹如图 3所示. 当任意点P位于悬臂梁

末端时, 令其切线与水平轴的夹角为φp = φ, 如
图 2所示. 该夹角φ可由下式计算:

sinφ = v′(u) =

[
λv

(
1− cos πs

2lb

)]′

=
v
π

2lb

1− cos πu(v)
2lb

sin πu(v)
2lb

. (11)

0 0.01 0.02 0.03 0.04

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

u/m

v
/
m

图 3 悬臂梁末端位置变化轨迹

Fig. 3. The trace of the cantilever beam’s end position.

3.2 磁化电流法基本原理

经典电磁理论认为, 铁磁性材料在磁场中被磁
化后, 材料内部存在体内分子磁化电流, 材料表面
存在表面分子磁化电流. 由于磁铁A和B都是被
均匀磁化的永磁体, 其内部是线性各向同性介质,
因此其磁化强度M为常数, 内部磁化电流密度为
Jm = ∇×M = 0 [22], 表面磁化电流面密度为 [23]

Km = M × n̂, (12)

其中n为表面法向矢量, 符号 “ ̂”表示单位矢量.
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对于双稳压电梁系统, 其磁力计算模型可以视
为悬臂梁末端磁铁A的磁化电流在由外部固定磁
铁B 的磁化电流产生的磁场中所受的安培力. 记
双稳压电梁系统中的两磁铁A, B的水平间距为d,
两磁铁的长 lA和 lB、宽wA和wB、高hA和hB的尺

寸及磁极摆放如图 4所示.

�dlA lB

h
A �

h
B �

S SN N

w
A

w
B

图 4 磁铁几何尺寸及其间距示意图

Fig. 4. Schematic diagram of geometric dimensions
and interval between two magnets.

3.3 磁感应强度计算

由毕奥 -萨伐尔定律知, 电流在空间任意点产
生的磁感应强度B可以表示为:

dB =
µ0I

4π

dl× r

r3
, (13)

B =

∫
L

µ0I

4π

dl× r

r3
, (14)

其中 I = SKmB为等效电流, S表示磁化电流所在
表面的面积, 可由 (12)式得KmB = MB × n̂; L为
积分路径, 即电流路径, dl为磁化电流的微小线元,
r为电流微元指向待求场点的向量, µ0为真空磁

导率.
为了便于计算分析磁铁B在空间各点产生

的磁感应强度, 以磁铁B为原点建立坐标系, 如
图 5所示. 其磁化强度方向指向y轴正方向, 大小
为MB.

在图 5建立的坐标系中, 磁铁B各个表面的法
向单位矢量为 [13]:

n̂ =



x̂ (上表面)

−x̂ (下表面)

ŷ (左侧面)

−ŷ (右侧面)

ẑ (前表面)

−ẑ (后表面)

. (15)

y

P↼x֒y֒z↽

x

z

R

N S

B

图 5 磁铁B磁化电流示意图
Fig. 5. Schematic diagram of external magnet B’s
magnetizing currents.

已知MB = MBŷ, 可得其对应表面磁化电流
面密度为

KmB = MB × n̂

=



−MBẑ (上表面)

MBẑ (下表面)

0 (左侧面)

0 (右侧面)

MBx̂ (前表面)

−MBx̂ (后表面)

. (16)

因此可得图 5坐标系中任意一点P (x, y, z)在x, y, z

三个方向的磁感应强度分别为:

Bi(x, y, z) =

µ0MBlB
4π


∫ wB

2

−
wB
2

ydv[(
x− hB

2

)2

+ y2 + (z − v)2
] 3

2

+

∫ wB
2

−
wB
2

−ydv[(
x+

hB
2

)2

+ y2 + (z − v)2
] 3

2

 ,

(17)

Bj(x, y, z) =

µ0MBlB
4π


∫ wB

2

−
wB
2

−
(
x− hB

2

)
dv[(

x− hB
2

)2

+ y2 + (z − v)2
] 3

2
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+

∫ wB
2

−
wB
2

(
x+

hB
2

)
dv[(

x+
hB
2

)2

+ y2 + (z − v)2
] 3

2

+

∫ hB
2

−
hB
2

−
(
z − wB

2

)
dw[

(x− w)2 + y2 +

(
z − wB

2

)2] 3
2

+

∫ hB
2

−
hB
2

(
z +

wB
2

)
dw[

(x− w)2 + y2 +

(
z +

wB
2

)2] 3
2

 ,

(18)

Bk(x, y, z) =

µ0MBlB
4π


∫ hB

2

−
hB
2

ydw[
(x− w)2 + y2 +

(
z − wB

2

)2] 3
2

+

∫ hB
2

−
hB
2

−ydw[
(x− w)2 + y2 +

(
z +

wB
2

)2] 3
2

 .

(19)

其推导过程详见附录A.

3.4 磁斥力计算

根据 3.1节求得的悬臂梁末端位置, 可进一步
求解末端磁铁A各表面磁化电流在外部磁场坐标
系中的位置坐标. 取悬臂梁任意弯曲状态如图 6所
示, O点为悬臂梁固定端位置, A点与B点分别表

示悬臂梁末端磁铁与外部磁铁的中心, A0点为悬

臂梁水平不发生形变时其末端磁铁的中心位置, C
点表示悬臂梁末端磁铁A任意位置在水平y轴上

的投影. 取坐标原点在磁铁B的中心.

MB

MA

O

A

B

C

A

e

q

x

y

d

ϕ

图 6 悬臂梁末端磁铁A与外部磁铁B相对位置
Fig. 6. The relative position of external magnet B and
magnet A at the end of cantilever beam.

假设磁铁A所在区域受到的磁场分布均匀一
致, 那么可将其表面磁化电流位置等效视为分布在
各表面中心 [13], 如图 7所示, 可得磁铁A各表面磁
化电流在坐标系中的位置

I1

(
x+

hA
2

cosφ, e+ hA
2

sinφ, 0
)
,

I2

(
x− hA

2
cosφ, e− hA

2
sinφ, 0

)
,

I3

(
x, e,

wA
2

)
, I4

(
x, e,−wA

2

)
,

其中φ是悬臂梁末端切线与水平轴的夹角, 也是磁
铁转角, 由 (11)式确定, e 为末端磁铁A中心在y

轴上的投影到坐标原点距离, 其值为

e = |BC| = |A0B|+ |A0C|

=
lA
2

+
lB
2

+ d+ q. (20)

由图 6和图 7不难看出, (20)式中的 q即为悬

臂梁自由末端水平轴向位移, 结合 3.1节悬臂梁末
端位置计算 (8)式可表示为

q = lb − u. (21)

y

x

z

I1

I2
I3

I4

B

A

N

N
S

S

e

图 7 磁铁A表面磁化电流在坐标系中的位置
Fig. 7. The positions of magnetizing currents on the
surface of magnet A in the coordinate system.

由于系统中两磁铁相斥摆放, 因此当悬臂梁处
于水平中心轴位置时, 磁铁A的磁化强度方向与磁
铁B相反, MA = −MAŷ. 同理, 由于均匀磁化, 磁
铁Ａ内部磁化电流体密度为零, 其各表面磁化电流
面密度为
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KmA = MA × n̂ =



MAẑ (上表面)

−MAẑ (下表面)

0 (左侧面)

0 (右侧面)

−MAx̂ (前表面)

MAx̂ (后表面)

. (22)

磁铁A表面磁化电流在外部磁铁B产生的磁场中
所受的安培力为 [24]

F = −
∫∫∫

JmA ×Bdv −
∫∫

S
KmA ×Bds

= −
∫∫

S
KmA ×Bds. (23)

因此将 (17), (18), (19)式和 (22)式代入 (23)
式中可得:

F (x) =

[
− S1MABj

(
x+

hA
2

cosφ, d+ lA
2

+
lB
2

+ q +
hA
2

sinϕ, 0
)

+ S1MABj

(
x− hA

2
cosφ, d+ lA

2
+
lB
2

+ q − hA
2

sinφ, 0
)

− S2MA sinφBk

(
x, d+

lA
2

+
lB
2

+ q,
wA
2

)
+ S2MA sinφBk

(
x, d+

lA
2

+
lB
2

+ q,−wA
2

)]
i

+

[
S1MABi

(
x+

hA
2

cosφ, d+ lA
2

+
lB
2

+ q +
hA
2

sinφ, 0
)

− S1MABi

(
x− hA

2
cosφ, d+ lA

2
+
lB
2

+ q − hA
2

sinφ, 0
)

+ S2MA cosφBk

(
x, d+

lA
2

+
lB
2

+ q,
wA
2

)
− S2MA cosφBk

(
x, d+

lA
2

+
lB
2

+ q,−wA
2

)]
j,

(24)

其中S1 = lAwA为磁铁A上、下表面面积, S2 =

lAhA为磁铁A前、后表面面积.

4 数值模拟

取磁铁间距d = 3 mm, 其余参数见表 1 , 对
(24)式进行数值模拟, 分别得到 (竖直)纵向磁力Fi

和 (水平)轴向磁力Fj与悬臂梁末端磁铁竖直纵向

位移 (即不同位置)的关系, 如图 8所示. 当悬臂梁
末端磁铁A离开水平y轴在x-y平面内沿图 3轨迹
移动时, 其所受到的轴向磁斥力会从最大值急剧减
小而出现负值, 表明悬臂梁末端磁铁受到的轴向磁
力由磁斥力变为磁引力, 之后随着纵向位移的增大
逐渐趋近于零; 对于磁铁A受到的纵向磁力, 随着
磁铁纵向位移的增大, 纵向磁力表现为磁斥力先增
大然后减小, 并且随着纵向位移的继续增大也变为
负值, 表明纵向磁力由磁斥力最终也变为磁引力.

受排斥力的末端磁铁A随竖直纵向位移的增
大出现磁力变为吸引的现象, 可用图 9 磁感线走向
变化加以解释. 两磁铁处于水平位置时, 如图 9 (a),
其磁感线相互背离排斥. 当末端磁铁A偏离水平y

轴较大位置时, 由于悬臂梁的弯曲和磁铁偏转角度

的存在, 使得末端磁铁A与外部磁铁B的磁极指向
及其磁感线走向变化成为如图 9 (b)的形式, 形成
了表面磁感线相互接受吸引状态, 因此末端磁铁A
所受磁力会发生由磁斥力到磁吸引力的转变. 之前
的研究中, 对悬臂梁系统磁力的分析大都只局限在
末端磁铁的小范围位移, 很少考虑其磁力方向的改
变. 而实际应用中, 当双稳压电悬臂梁振动达到较
大位移时, 磁引力的存在会减小系统势函数的势阱
间宽度 (即系统两个平衡点的距离), 进而使系统输
出位移响应变小并降低能量采集效果.

表 1 双稳能量采集系统参数

Table 1. Parameters of bi-stable energy harvesting
system.

几何参数 数值

lb/m 44× 10−3

lA, lB/m 3.3× 10−3

wA, wB/m 13× 10−3

hA, hB/m 6.5× 10−3

µ/N·A−2 4π×107

MA· m−1 1.02× 106

220502-6

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 22 (2017) 220502

0.011 0.012 0.013 0.014 0.015 0.016 0.017 0.018 0.019 0.02

-1.2

-0.8

-0.4

0

0.4

0.8

x/m

F
/
N

-0.02 -0.01 0 0.01 0.02

-4

-2

0

2

4

6

8

x/m

F
/
N

图 8 悬臂梁末端磁铁受到的纵向磁力和轴向磁力随磁铁位置的变化关系 (d = 3 mm)
Fig. 8. The lateral and axial magnetic force acted on the magnet at the end of cantilever beam varying with
positions (d = 3 mm).

N  S

A

S
  
 N

B

N  SS  N
A B

(a) (b)

图 9 系统磁感线走向 (a)磁铁A处于水平位置; (b)磁铁Ａ处于大位移位置

Fig. 9. Schematic diagram of magnetic induction lines: (a) Magnet A at horizontal; (b) magnet A at a large displacement.

由 (24)式可得末端磁铁A受到的磁力合力
大小为

F =
√
F 2
x + F 2

y . (25)

其随悬臂梁末端磁铁纵向位移的变化如图 10所示,
参数取值同上, 其中Fx, Fy分别表示纵向磁力与轴

向磁力的大小. 磁力合力的方向与水平轴夹角为

γ =


(
180

π
arccos Fy

F

)o
x > 0,

−
(
180

π
arccos Fy

F

)o
x 6 0.

(26)

为了进一步理解磁力合力的变化规律, 以末端
磁铁Ａ为中心建立极坐标系, 其合力矢量F 随磁铁

位置变化如图 11所示, 其中红色曲线表示合力大
小随末端磁铁纵向位移的变化, 指向红色曲线的黑
色箭头是任取若干位置合力的方向. 可以看出, 当

-0.02 -0.01 0 0.01 0.02

-4

-2

0

2

4

6

8

x/m

F
/
N

图 10 (网刊彩色)悬臂梁末端磁铁受到的纵向、轴向分力
与合力大小随位置的变化 (d = 3 mm)
Fig. 10. (color online) The lateral, axial and resul-
tant magnetic force acted on the magnet at the end of
cantilever beam varying with positions (d = 3 mm).
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图 11 (网刊彩色)末端磁铁的磁力合力随竖直位移变化规律示意图
Fig. 11. (color online) Schematic diagram of the resultant magnetic force acted on the magnet at the end of cantilever
beam varying with vertical displacement in a polar coordinate system.

悬臂梁末端磁铁的位置由水平中心轴y逐渐向x

轴正向远离时, 由于磁铁间距变大, 磁铁力的大小
随之变小. 而磁力的方向也经历从第一象限到第
二象限再到第三象限的变化 (此处 “象限”按角度划
分, 与传统直角坐标系定义不同, 0◦—90◦为第一象
限, 依次类推). 当水平轴向磁力与竖直纵向磁力都
为磁斥力时, 合力位于第一象限; 当轴向磁力为吸
引力, 而纵向磁力为斥力时, 合力在第二象限; 随着
悬臂梁挠度和磁铁偏转角度增大, 当纵向磁力和轴
向磁力都为吸引力时, 合力位于第三象限; 随后, 随
着磁铁位移继续增大, 合力于第三象限趋于零点.
悬臂梁末端磁铁向x轴负向远离情况容易理解, 这
里不再赘述.

5 实验分析

本文根据表 1的参数制作了双稳压电悬臂梁
能量采集系统, 利用激光位移传感器、测力计等测
量设备搭建了磁力测量实验系统, 如图 12所示. 悬
臂梁采用锡钢基体, 在靠近根部位置贴有压电片
(PZT-5 A),悬臂梁自由端磁铁A型号为N38 M,与
之相同的另一块磁铁固定在推拉式测力计 (HF-5)
上, 两磁铁同极相对摆放. 改变外部磁铁在测力计
上的固定方式和装配位置, 可实现不同方向 (轴向、
纵向)力的大小的测量. 调节末端磁铁竖直方向的
不同位置, 其相应的位移和磁力大小可分别由激光
位移传感器 (LK-G5001 V)和测力计测量读出.

(a) (b)

图 12 (网刊彩色)双稳压电悬臂梁磁力测量系统 (a)纵向磁力测量; (b) 轴向磁力测量
Fig. 12. (color online) Bi-stable piezoelectric cantilever beam magnetic force measurement system: (a) Lateral
magnetic force measurement system; (b) axial magnetic force measurement system.
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5.1 实验与模拟对比

依次由小到大任意选取几个不等的磁铁间距

d: 3, 7, 13, 16, 20 mm, 实验测量悬臂梁末端磁铁
不同竖直位移的磁铁受力, 并与模拟结果对比分
析, 如图 13所示, 左图为纵向磁力, 右图为轴向磁
力, 图中圆圈点为实验结果, 实线为本文方法模拟
结果, 虚线为现有方法模拟结果. 由于实验中选用
测力计零点漂移误差为0.05 N, 无法测量读数小于
0.05 N的磁力, 因此图中小于0.05 N的磁力只能用

零值点表示. 当磁铁间距超过20 mm后, 由于磁力
均小于 0.05 N, 因此d = 20 mm为 “本实验中”末
端磁铁能否受到磁力影响的临界间距值, 也是本实
验系统能够测量到磁力的最大磁铁间距.

从图 13磁力的实验测量与模拟结果比较可以
看出, 除了小于 0.05 N的磁力模拟曲线无法与实
验数据点匹配外, 其余不同磁铁间距和大于等于
0.05 N的磁力模拟曲线几乎都与实验数据点匹配
重合.
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图 13 (网刊彩色)不同磁铁间距时磁力实验值与本文方法、现有方法模拟值的对比 (a) d = 3 mm; (b) d = 7 mm; (c) d = 13 mm;
(d) d = 16 mm; (e) d = 20 mm
Fig. 13. (color online) Comparison between experimental and simulation results from new and former calculation methods
as different distances between two magnets: (a) d = 3 mm; (b) d = 7 mm; (c) d = 13 mm; (d) d = 16 mm; (e) d = 20 mm.

5.2 与现有方法的比较

在现有文献 [13]的磁化电流法磁力分析
研究中, 3.1节中的悬臂梁末端偏角被近似为
sinϕ ≈ x/lb, 悬臂梁水平位移被简化为 lb − x ≈
lb(1− cosφ) [13], 与本文 (10)和 (11) 式的计算结果
比较可知, 其近似计算的偏角与实际中真实的偏角
误差较大, 进而影响到水平位移计算的准确度, 其
模拟结果如图 13中虚线所示. 而本文从悬臂梁形
状函数整体曲率考虑, 通过积分累积可以更为精确
地计算悬臂梁末端磁铁的位置与姿态. 为了定量
分析本文方法的精度以及与现有方法比较, 取实验
能够测量到的且模拟值与实验值误差最大的点, 如
图 13 (c) 右图轴向磁力最大偏离点, 分别计算得到
本文方法和现有方法的磁力的最大相对误差为

0.05− 0.0444

0.05
× 100% = 11.2%

和
0.05− 0.03067

0.05
× 100% = 38.66%,

显然在最大误差点处, 本文方法与现有方法相比,
最大相对误差从 38.66%减小到 11.2%, 表明本文

磁力分析与计算方法的精确性和准确性有很大的

提升.
从图 13还可以看出, 现有方法对于悬臂梁在

水平位置附近小幅度振动时, 其磁力计算可以保持
较高的精度, 但是当振动激励强度增大引起悬臂梁
末端磁铁产生较大位移以及较大磁铁偏转角度时,
现有文献中的磁力计算存在一定的误差. 因此磁铁
偏转角度及其水平轴向位移的精确计算, 对于悬臂
梁振动过程磁力的准确预测估计有着重要的意义.

6 结 论

本文以双稳压电悬臂梁能量采集系统为研究

对象, 采用形状函数分析方法, 精确地给出了悬臂
梁振动过程中其自由末端位置的轨迹及其末端磁

铁精确的位置与姿态, 由此根据磁化电流理论揭示
了竖直纵向磁力和水平轴向磁力以及磁力合力随

悬臂梁末端位置的变化规律. 数值模拟发现, 当悬
臂梁自由末端磁铁达到一定位移时, 由于磁铁存在
较大的偏转角度和水平轴向位移, 导致磁力的正负
性 (排斥、吸引)会发生逆转, 从而末端磁铁的磁力
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合力的方向会发生跨越两个象限的大幅度变化, 因
此双稳压电悬臂梁能量采集系统的势函数及其动

力学特性会发生变化. 磁力测量的实验结果表明,
磁力模拟曲线与实验数据点高度匹配重合, 证明本
文给出的磁力分析与计算方法比已有的改进磁力

计算方法具有更高的精度, 可以有效预测估计双稳
压电悬臂梁振动过程的磁力变化.

附录A
正文中已提到毕奥 -萨伐尔定律, 简称 “毕 -萨定律”,

其描述电流元在空间任意点P处所激发的磁场. 用方程
表示为

dB =
µ0I

4π

dL× r

r3
. (A1)

建立如图A1中坐标系, 如图所示为一条沿 z轴负向电流在

任意点P 处所产生的磁场, 其中r为电流元 dL到P 点的

向量, L为坐标原点到电流元 dL的向量, I为电流大小, µ0

为真空磁导率, B为P 点的磁感应强度. 图中R表示坐标

原点到P 点的向量.

y

x

z

P↼x֒y֒z↽

R

r L

dL

I

w



图A1 电流产生磁场坐标系

Fig. A1. Coordinate system of magnetic field produced
by a current.

由图A1可知:

R = xi+ yj + zk, (A2)

L = wk, dL = −dwk, (A3)

r = R−L = xi+ yj + (z − w)k, (A4)

dL× r =


i j k

0 0 −dw

x y z − w

 | = ydwi− xdwj, (A5)

r3 = [x2 + y2 + (z − w)2]
3
2 . (A6)

且正文中已知表面电流面密度 |KmB| = MB, 因此得

I = lB

∫
L
KmB. (A7)

将 (A5)—(A7)式代入 (A1)式中得:

B =
µ0MBlB

4π

∫ wB
2

−wB
2

(
ydwi− xdwj

[x2 + y2 + (z − w)2]
3
2

)
. (A8)

正文图 5中, 对于磁铁B上、下、前、后表面电流激发的
磁场, 其分别表示为磁感应强度Bu, Bd, Bf和Bb, 上下
移动坐标系, 通过坐标变换可得上、下表面电流产生的磁感
应强度:

Bu =
µ0MBlB

4π

×
∫ wB

2

−wB
2


ydwi−

(
x− hB

2

)
dwj[(

x− hB

2

)2

+ y2 + (z − w)2
] 3

2

 , (A9)

Bd =
µ0MBlB

4π

×
∫ wB

2

−wB
2


−ydwi+

(
x+

hB

2

)
dwj[(

x+
hB

2

)2

+ y2 + (z − w)2
] 3

2

 . (A10)

同理, 可得前、后表面磁化电流产生的磁感应强度, 其
电流方向沿x轴, 令L = hi, 通过坐标变换得:

Bf =
µ0MBlB

4π

×
∫ hB

2

−hB
2


−
(
z − wB

2

)
dhj + ydhk[

(x− h)2 + y2 +

(
z − wB

2

)2] 3
2

 , (A11)

Bb =
µ0MBlB

4π

×
∫ hB

2

−hB
2


(
z +

wB

2

)
dhj − ydhk[

(x− h)2 + y2 +

(
z +

wB

2

)2] 3
2

 . (A12)

根据 (A9)—(A12)式得Bi(x, y, z),Bj(x, y, z),Bk(x, y, z).
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Abstract
In the study of piezoelectric cantilever energy harvesting system, a bi-stable nonlinear cantilever with magnets

added to the structure has a wider frequency band response and a higher energy output efficiency. Hence, the calculation
accuracy of the magnetic force on which the potential function and dynamics of the system depend is essential to
predicting the output response and energy harvesting effect. In this work, we use a shape function to describe the
relation between the deflections of an arbitrary point and the free-end point on the beam, and then calculate the trace
and deflection angle of the beam’s free-end by integrating the entire slope of the cantilever beam. The magnetic force
is consequently derived from the magnets’ real-time relative positions and postures by using the magnetizing current
method. With comprehensively considering the axial magnetic force and the lateral magnetic force, the simulation results
demonstrate that when the displacement of the magnet at the end of the beam is large enough, the directions of axial
and lateral magnetic force change from repulsive to attractive, which leads to a large veer of the resultant magnetic force
across two quadrants. So, it means that a smaller interval between magnets may not cause a larger deflection of the
beam, and the magnetic force existing as attractive force could diminish the well space of potential function (that is,
the distance between two equilibrium positions of the system). The experimental data in this work are nicely consistent
with the simulation results. And in this work, we also make a comparison of the simulation results with those from our
method and existing method, showing that the accuracy of the proposed method is much higher than that from the
existing calculation method, especially in the scenario where the magnet at the end of the beam is far from the horizontal
axis.

Keywords: vibration energy harvesting, bi-stable cantilever system, calculation of magnetic force,
magnetizing current
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