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具有次近邻相互作用的五量子比特XXZ海森伯

自旋链的热纠缠∗

刘贵艳 毛竹† 周斌‡

(湖北大学物理与电子科学学院，武汉 430062)

( 2017年 7月 17日收到; 2017年 9月 12日收到修改稿 )

研究具有次近邻相互作用五量子比特XXZ海森伯自旋链在磁场作用下的热纠缠性质, 利用数值计算
求出最近邻两量子比特和次近邻两量子比特的共生纠缠度 (concurrence), 分别记为C12和C13. 研究结果表
明, 阻挫参数对配对热纠缠具有重要影响, 而且阻挫参数的变化对C12和C13的影响也各不相同; 温度、磁场、
Dzyaloshinkii-Moriya相互作用以及各向异性参数对配对热纠缠有着不同程度的影响; 通过选择适当的模型
参数, 可以有效地调节和提高五量子比特XXZ海森伯自旋链的配对热纠缠.

关键词: 热纠缠, 海森伯自旋链, 次近邻相互作用
PACS: 03.65.Ud DOI: 10.7498/aps.67.20171641

1 引 言

量子纠缠作为量子系统中的最基本特征之一,
因其所特有的物理性质, 在量子计算与量子信息领
域中得到了广泛的应用, 例如量子隐形传态 [1]、量

子超密编码 [2]以及量子秘钥分发 [3]等. 在固态系
统中实现与调控量子纠缠是人们关注的研究热点.
海森伯自旋链作为一种简单的固态量子体系已成

为人们研究量子纠缠的理想模型之一. 众所周知,
体系的量子效应会受到环境温度的重要影响, 热涨
落将抑制量子效应的产生. 在量子纠缠态的制备
中温度被看成是一个非常重要的调控参数, 人们由
此提出热纠缠的概念. Arnesen等 [4]首次在海森伯

模型中研究了热纠缠的性质, 随后人们对各种两量
子比特海森伯模型和多量子比特海森伯模型的热

纠缠和配对纠缠特性开展了广泛的理论研究 [5−14].
研究表明, 温度、磁场、自旋相互作用的各向异性和
Dzyaloshinkii-Moriya (DM)相互作用等各种参数

的变化都对体系热纠缠性质起到重要的调控作用.
在海森伯自旋链模型热纠缠的研究中, 人们较

多考虑的是最近邻量子比特自旋相互作用. 实际
上, 一种J1-J2海森伯模型也引起了人们的研究兴
趣, 该模型中同时考虑了最近邻自旋相互作用和次
近邻自旋相互作用 [15,16]. 在J1-J2海森伯模型中,
由于次近邻相互作用的引入导致阻挫效应, 对体系
的磁性有着重要的影响. 研究发现, 在一些准一维
化合物中, 如CuGeO3

[17]和NaV2O5
[18]等存在次

近邻自旋相互作用. 最近, 有一些理论工作研究了
具有次近邻相互作用的多量子比特海森伯模型中

的纠缠性质 [19−26]. 如Gu 等 [19]研究了温度和次

近邻相互作用参数的变化对具有次近邻相互作用

的一维海森伯自旋链中最近邻量子比特及次近邻

量子比特配对纠缠的影响. 他们数值计算了该自
旋的体系中纠缠消失所对应的临界温度. Liu等 [23]

研究了具有次近邻相互作用的三量子比特XXX

海森伯模型在非均匀磁场作用下的配对热纠缠性

质. Şahintaş和Akyüz [26]研究了具有次近邻相互
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作用的四量子比特XXZ 海森伯模型中的纠缠性

质. 他们重点讨论了DM相互作用和阻挫参数对最
近邻量子比特及次近邻量子比特配对纠缠的影响.

本文研究具有次近邻相互作用的五量子比特

XXZ海森伯模型中的热纠缠性质; 利用数值计算
方法分别计算最近邻量子比特和次近邻量子比特

共生纠缠度; 研究上述两种共生纠缠对随温度、磁
场强度、DM相互作用、自旋相互作用及阻挫参数的
变化关系; 给出理论模型和纠缠度的计算方法, 以
及纠缠度的数值计算结果, 并讨论各参数对纠缠度
的影响.

2 理论模型和纠缠度

2.1 理论模型

研究的具有次近邻相互作用五量子比特XXZ

海森伯自旋链模型如图 1所示, 系统哈密顿量H由

下式给出:
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其中σi
n(i = x, y, z)是第n个量子比特的泡利矩阵,

J1 和 J2(= J1α) 分别是最近邻和次近邻自旋相互

作用参数 (J1, J2 > 0 对应反铁磁情形, J1, J2 < 0








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图 1 五量子比特海森伯自旋链示意图 黑色点代表自旋

1/2的量子比特, 黑色实线代表最近邻相互作用记为 J1,
红色虚线代表次近邻相互作用记为 J2

Fig. 1. Five-qubit Heisenberg spin chain. The black
dot represents a qubit with spin 1/2, the black lines
represent the interaction between the nearest neigh-
boring qubits named as J1, and the red dashed lines
represent the interaction between the next nearest
neighboring qubits named as J2.

对应铁磁情形; 次近邻和最近邻相互作用参数间比
例关系α = J2/J1被称为阻挫参数; 对于α < 0, 次
近邻相互作用增强最近邻相互作用产生的关联从

而促进反铁磁序, 而对于α > 0, 最近邻和次近邻相
互作用之间彼此竞争 [21,26]). ∆1和∆2分别是最近

邻和次近邻两量子比特自旋相互作用沿 z轴方向的

各向异性参数, B为沿 z轴方向磁场强度, D为DM
相互作用参数沿 z轴方向的分量. 下面的计算中,
采用周期性边界条件σN+1 = σ1 和σN+2 = σ2.

2.2 纠缠度

哈密顿量 (1)式的本征值和对应的本征矢分别
为En和 |ψn⟩(n = 1, 2, · · · , 32), 在温度为T 时, 系
统的密度矩阵为

ρ(T ) =
1

Z

32∑
n=1

exp
(
− En

kBT

)
|ψn⟩⟨ψn|, (2)

其中Z为系统的配分函数

Z =

32∑
n=1

exp
(
− En

kBT

)
, (3)

计算中取玻尔兹曼常数kB = 1.
为了研究上述五量子比特海森伯自旋链的纠

缠性质, 计算第 i个量子比特和第 j个量子比特之

间的共生纠缠度Cij , 共生纠缠度的定义为 [27−29]

Cij = max (λ1 − λ2 − λ3 − λ4, 0), (4)

其中λn是算子Rij的本征值的平方根, Rij 定义为

Rij = ρij(σ
y
i ⊗ σy

j )ρ
∗
ij(σ

y
i ⊗ σy

j ), (5)

λn按降序排列, 即λ1 > λ2 > λ3 > λ4; ρij是约化
密度矩阵, ρ∗ij 是ρij的复共轭矩阵; 纠缠度Cij的

取值由 0到1, Cij = 0表示无纠缠, Cij = 1 表示系

统处于最大纠缠态, 0 < Cij < 1表示部分纠缠. 根
据图 1中自旋链结构的对称性, 下面分别讨论最近
邻两量子比特的共生纠缠度C12与次近邻两量子

比特共生纠缠度C13随参数的变化关系.

3 结果与讨论

基于共生纠缠度的定义, 用数值计算方法研究
具有次近邻相互作用五量子比特XXZ 海森伯自

旋链模型热纠缠性质, 分别求解最近邻两量子比特
共生纠缠度C12和次近邻两量子比特共生纠缠度

C13在不同的温度、磁场强度、DM相互作用参数及
各向异性参数下随阻挫参数的变化关系.
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3.1 磁场与温度对C12和C13的影响

首先考虑DM相互作用为零 (D = 0)的情形.
当各向异性参数∆1 = ∆2 = 1时, 即系统由各向
异性的XXZ自旋模型转变为各向同性的XXX

自旋模型, 在不同磁场和温度下, C12 和C13随阻

挫参数的变化关系由图 2给出. 从图 2 (a)中可以
发现, 在没有磁场作用下 (B = 0), 温度较低时 (如
T = 0.3) C12在阻挫参数−3.3 < α < 1.0区间出现

一个非零的平台 (C12 = 0.25). 这表明,阻挫参数绝
对值的增大将压制最近邻两量子比特纠缠的产生.
随着温度的升高, 出现纠缠 (C12不为零)的阻挫参
数区间逐渐缩小, 而且伴随着C12最大值的减小.

如当温度分别为T = 0.7和T = 1时, 出现纠缠的
阻挫参数区间分别为 (−2.7, 0.9) 和 (−2.3, 0.7), 相
应的C12最大值为 0.21和 0.15. 图 2 (b)和图 2 (c)
显示, 在同样的温度下, 出现纠缠的阻挫参数区
间随着磁场强度的增加而缩小. 以温度T = 0.7

为例, 磁场强度分别为B = 1和B = 2时, 出现纠
缠的阻挫参数区间分别为 (−2.0, 0.9)和 (−1.4, 0.9).
图 2 (d)—(f)给出了次近邻两量子比特共生纠缠度
C13随阻挫参数的变化关系. 显然, C13表现出与

C12完全不同的变化关系. 次近邻两量子比特共生
纠缠度C13不为零出现在阻挫参数α > 1, 而α < 1

时次近邻两量子比特配对纠缠消失. 以 T = 0.3 为
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图 2 在不同温度和磁场强度下, C12和C13随阻挫参数 α变化情况 (a), (d) B = 0; (b), (e) B = 1; (c),
(f) B = 2; 这里取D = 0, ∆1 = ∆2 = 1和 J1 = 1

Fig. 2. C12 and C13 versus frustration parameter α for different temperature and magnetic field: (a) and
(d) B = 0; (b) and (e) B = 1; (c) and (f) B = 2. Here, D = 0, ∆1 = ∆2 = 1 and J1 = 1.
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例, 当磁场为零时 (如图 2 (d)所示), 当α > 1, 随α

的增加, C13迅速达到最大值 0.25并保持不变. 当
磁场强度增加时, 如B = 2, C13的最大值提高到

0.35, 同样对于α > 1, C13 随α的增加迅速饱和并

保持不变. 这表明, 对于反铁磁情形 (J1, J2 > 0) 而
言, 当次近邻相互作用参数大于最近邻相互作用参
数时, 有利于次近邻两量子比特配对纠缠的产生,
而最近邻两量子比特纠缠消失.

为了更进一步讨论磁场对C12和C13的影响,
取温度T = 0.3为例, 计算了随磁场和阻挫参数变
化的共生纠缠度, 结果由图 3给出 (图 3中蓝色区域
代表纠缠度为零, 红色最深的区域对应纠缠度为
0.35). 从图 3 (a)中可以看出, 随着磁场增大, 一方
面出现最近邻量子比特纠缠的区域逐渐缩小, 另
一方面共生纠缠度C12先增大后逐渐减小直至消

失. 同时发现, 当磁场超过一定强度（B > 2.5）

时, 出现纠缠的区域被限制在一个很窄的参数空间
内 (见图 3 (a)中浅蓝色区域), 而且共生纠缠度C12

也被压制在 0.1以内. 图 3 (b)对应共生纠缠度C13

的变化情况. 在磁场小于 3时, 出现次近邻量子比
特纠缠的区域大致保持不变, 而磁场超过 3时, 产
生纠缠的临界阻挫参数随磁场增大逐渐增大. 在
图 3 (b) 中, 随着磁场和阻挫参数的变化, 存在使得
共生纠缠度达到饱和值C13 = 0.35的一个较大参

数区域.
当考虑自旋相互作用各向异性时 (取∆1 =

∆2 = 0.5), C12 和C13 随阻挫参数变化关系由

图 4给出. 比较图 2和图 4发现, 自旋相互作用各向
异性对上述两种共生纠缠度都有显著的影响. 以
T = 0.3为例, 当磁场为零时, C12不为零的阻挫参

数区有两个 (见图 4 (a)), 即分别是−2.5 < α < 0.9

和α < −3.6, 第一个参数区的范围相对于各向同
性时 (∆1 = ∆2 = 1, 见图 2 (a))略有缩小; 而第二
个参数区是各向同性时所没有的. 随着磁场的增
加, 存在纠缠的第一个阻挫参数区相应的C12的值

减小, 即最近邻两量子比特纠缠受到磁场的抑制;
对于第二个参数区而言, 磁场反而有利于最近邻两
量子比特纠缠的产生 (见图 4 (b)和 (c)). 同样, 随
着阻挫参数的变化, 次近邻两量子比特纠缠不为零
的参数区也有两个, 分别是 1 < α和α < −2.7(当
T = 0.3和B = 0时, 见图 4 (d)), 其中第一个参数
区类似于各向同性的情形 (见图 2 (d)), 而在第二参
数区则是由自旋相互作用各向异性诱导出次近邻

两量子比特间的配对纠缠. 对于其他一定的温度和
磁场强度,也存在着对应C13不为零的与上述情形

相似的阻挫参数区 (见图 4 (e)和 (f)). 如, 当T = 1

和B = 1时, 对应于1.2 < α和α < −3.3, 存在次近
邻两量子比特配对纠缠 (即C13 ̸= 0).

在自旋相互作用各向异性的情形下, 同样取
温度T = 0.3为例, 图 5给出了共生纠缠度C12 和

C13随磁场和阻挫参数变化的等高图. 与图 3 (a)
比较, 不难发现, 在自旋相互作用各向异性的情形
下, 图 5 (a)显示共生纠缠度C12在阻挫参数较大的

负值区间出现新的纠缠区. 在这个新的纠缠区, 随
磁场增大, C12先逐渐增大至最大值, 后被抑制直
至消失. 同样, 对于C13而言 (如图 5 (b)所示), 与
图 3 (b)比较, 考虑到自旋相互作用各向异性, 在阻
挫参数较大的负值区间也出现了新的纠缠区. 特别
是当阻挫参数取较大的负值时, 如α = −8, C13 随

磁场增大出现了两个极大值.
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图 3 共生纠缠度随阻挫参数α及磁场强度变化情况 (a) C12;
(b) C13; 这里取 T = 0.3, D = 0, ∆1 = ∆2 = 1和 J1 = 1

Fig. 3. Concurrence versus frustration parameter α and
magnetic field: (a) C12; (b) C13. Here, T = 0.3, D = 0,
∆1 = ∆2 = 1 and J1 = 1.
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图 4 在不同温度和磁场强度下, C12和C13随阻挫参数 α变化情况 (a), (d) B = 0; (b), (e) B = 1;
(c), (f) B = 2; 这里取D = 0, ∆1 = ∆2 = 0.5和 J1 = 1

Fig. 4. C12 and C13 versus frustration parameter α for different temperature and magnetic field: (a) and
(d) B = 0; (b) and (e) B = 1; (c) and (f) B = 2. Here, D = 0, ∆1 = ∆2 = 0.5 and J1 = 1.
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图 5 共生纠缠度随阻挫参数α及磁场强度变化情况 (a) C12; (b) C13; 这里取 T = 0.3, D = 0, ∆1 = ∆2 = 0.5

和 J1 = 1

Fig. 5. Concurrence versus frustration parameter α and magnetic field: (a) C12; (b) C13. Here, T = 0.3,
D = 0, ∆1 = ∆2 = 0.5 and J1 = 1.
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3.2 DM相互作用对C12和C13的影响

下面研究DM相互作用对共生纠缠度的影响.
在各向异性参数∆1 = ∆2 = 0.5 的情形下, 图 6和
图 7给出了对应于不同温度、磁场强度及DM相互
作用参数, 最近邻两量子比特共生纠缠度C12和次

近邻两量子比特共生纠缠度C13随阻挫参数的变

化情况.
图 6 (a)—(c)给出了没有外加磁场 (B = 0)时

C12随阻挫参数变化情况. 显然, 在一定的阻挫参
数区域，DM相互作用有利于最近邻两量子比特配
对纠缠的产生. 以T = 0.7为例,当不考虑DM相互
作用时 (D = 0,见图 4 (a)),最近邻两量子比特共生

纠缠度C12不为零的阻挫参数区有两个, 即分别是
−2.2 < α < 0.8和α < −4.2; 当考虑DM相互作用
时 (见图 6 (a)—(c)), 随DM 相互作用参数的增大,
C12最大值增大, 如D = 0.5, 1, 2相对应的C12最大

值分别是 0.28, 0.32, 0.33. 而且, C12不为零的第一

个阻挫参数区的范围变大, 如D = 0.5, 1, 2相对应

的C12不为零的第一个阻挫参数区的范围分别是

−2.6 < α < 1,−3.3 < α < 2.9 和−4.1 < α < 6.1;
同时也注意到随DM相互作用参数的增大, C12不

为零的第二个阻挫参数区向左偏移. 图 6 (d)—(i)
给出了有外加磁场时C12随阻挫参数变化情况. 显
然, 在有外加磁场时, DM相互作用对最近邻两量
子比特配对纠缠的影响与无磁场时定性一致.
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图 6 在不同温度、磁场强度和DM相互作用参数下, C12随阻挫参数α变化情况, ∆1 = ∆2 = 0.5 和 J1 = 1 (a) B = 0, D =

0.5; (b) B = 0, D = 1; (c) B = 0, D = 2; (d) B = 1, D = 0.5; (e) B = 1, D = 1; (f) B = 1, D = 2; (g) B = 2, D = 0.5;
(h) B = 2, D = 1; (i) B = 2, D = 2

Fig. 6. C12 versus frustration parameter α for different temperature, magnetic field and DM interaction parameter,
∆1 = ∆2 = 0.5 and J1 = 1: (a) B = 0, D = 0.5; (b) B = 0, D = 1; (c) B = 0, D = 2; (d) B = 1, D = 0.5;
(e) B = 1, D = 1; (f) B = 1, D = 2; (g) B = 2, D = 0.5; (h) B = 2, D = 1; (i) B = 2, D = 2.
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图 7 在不同温度、磁场强度和DM相互作用参数下, C13随阻挫参数α变化情况, ∆1 = ∆2 = 0.5和 J1 = 1 (a) B = 0, D = 0.5;
(b) B = 0, D = 1; (c) B = 0, D = 2; (d) B = 1, D = 0.5; (e) B = 1, D = 1; (f) B = 1, D = 2; (g) B = 2, D = 0.5;
(h) B = 2, D = 1; (i) B = 2, D = 2

Fig. 7. C13 versus frustration parameter α for different temperature, magnetic field and DM interaction parameter, ∆1 =

∆2 = 0.5 and J1 = 1: (a) B = 0, D = 0.5; (b) B = 0, D = 1; (c) B = 0, D = 2; (d) B = 1, D = 0.5; (e) B = 1, D = 1;
(f) B = 1, D = 2; (g) B = 2, D = 0.5; (h) B = 2, D = 1; (i) B = 2, D = 2.

图 7 (a)—(c)给出了没有外加磁场 (B = 0)时
C13随阻挫参数的变化情况. 不难发现, 随着DM
相互作用的增强, 相应次近邻两量子比特共生纠缠
度C13为零的阻挫参数区域增大. 以T = 0.7 为例,
对应于D = 0.5, 1和 2时, C13为零的阻挫参数区

域分别是 (−3.1, 1.1), (−3.4, 1.1) 和 (−4.2, 1.0). 而
且在α > 1区域, 随着DM相互作用的增强, 温度
对C13的影响受到抑制. 当考虑磁场的作用时, 在
一定的磁场范围内, 如B = 1时 (见图 7 (d)—(f)),
DM相互作用对次近邻两量子比特配对纠缠的影
响与无磁场时也是定性一致的. 当磁场适当增加
时, 如B = 2时 (见图 7 (g)—(i)), DM相互作用的
增强使得原先C13为零的阻挫参数区在温度较低

时 (如T = 0.3)也产生了次近邻两量子比特配对
纠缠.

4 结 论

基于数值计算方法求解共生纠缠度, 研究了具
有次近邻相互作用的五量子比特XXZ海森伯自

旋模型热纠缠性质. 分别讨论了最近邻两量子比特
和次近邻两量子比特共生纠缠度随系统各种调控

参数的变化规律. 研究结果表明, 阻挫参数的变化
对上述两种共生纠缠度的影响表现出不同的性质.
例如, 对于反铁磁情形而言, 当次近邻相互作用参
数大于最近邻相互作用参数时, 有利于次近邻两量
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子比特配对纠缠的产生, 而最近邻两量子比特的纠
缠消失. 同时发现, 温度、磁场、DM 相互作用以

及各向异性参数对配对纠缠有着不同程度的影响.
因此, 通过选择适当的模型参数, 可以有效地调节
和提高五量子比特XXZ海森伯自旋链的共生纠

缠度.
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Abstract

In the study of thermal entanglement of the Heisenberg spin chain model, one usually considers only the spin

interaction between the nearest neighboring qubits. Actually, a generalized Heisenberg model, so-called J1-J2 Heisenberg

model, which is constructed by considering the fact that not only the nearest neighboring but also the next nearest

neighboring spin interaction also plays an important role. In J1-J2 Heisenberg model, due to the next nearest neighboring

spin interaction, the frustration effect can occur and has an important influence on the magnetic properties of the model.

In this paper we investigate the thermal entanglement of a five-qubit XXZ Heisenberg spin chain with the next nearest

neighboring interaction in a magnetic field. Using the numerical method, we calculate the pairwise concurrences of the

nearest neighbouring qubits and the next nearest neighboring qubits, abbreviated as C12 and C13 respectively. The

numerical results show that the frustration parameter α has an important effect on the pairwise thermal entanglement.

Moreover, C12 and C13 have different variations with the change of the frustration parameter α. Meanwhile, it is found

that the temperature, magnetic field, Dzyaloshinkii-Moriya (DM) interaction and anisotropic parameter also have great

effects on the thermal entanglement. The increasing of temperature can reduce the thermal entanglement. The magnetic

field can enhance the thermal entanglement between both two nearest and next nearest neighboring qubits, but when

the magnetic field becomes strong enough, only the thermal entanglement between the two nearest neighboring qubits

is suppressed. A certain extent of DM interaction can enhance the thermal entanglement between the two nearest

neighboring qubits. But for the next nearest neighboring qubits, without the magnetic field, the increasing of DM

interaction mainly enlarge the entanglement vanishing area of frustration parameter α. When the system changes

from anisotropic to isotropic state, the entanglement vanishing area also changes obviously for C12 and C13. Thus,

we can choose appropriate magnetic field strength, temperature, frustration parameter, DM interaction parameter and

anisotropic parameter to effectively control and enhance the thermal entanglement of the system.
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