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关于Birkhoff逆问题中Santilli方法的研究∗
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( 2017年 9月 21日收到; 2017年 11月 21日收到修改稿 )

研究构造Birkhoff动力学函数的Santilli方法. 首先, 基于Cauchy-Kovalevskaya型方程解的存在性定理,
采用反证法证明自治系统总有自治Birkhoff表示; 其次, 给出更简洁的方法证明Santilli第二方法可以被简化;
找到Santilli第三方法中所隐含的一种等量关系, 提出改进的Santilli第三方法, 并研究该方法的MATLAB程
序化计算; 最后, 总结全文并对结果进行讨论.

关键词: Birkhoff逆问题, Birkhoff动力学函数, Santilli方法, 约束力学系统
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1 引 言

Lagrange逆问题、 Hamilton逆问题以及
Birkhoff逆问题, 是动力学逆问题研究的主要对
象 [1−3]. Douglas [4]和Havas [5]关于Lagrange逆问
题的研究表明, 只有自伴随的牛顿系统或完整约
束力学系统能够 Lagrange化. 运动微分方程不满
足Helmholtz条件的本质非自伴随系统, 不能La-
grange化, 因此Lagrange逆问题对于完整约束力
学系统而言不具有普适性. 再由Lagrange方程和
Hamilton方程的等价性可知, Hamilton逆问题也
不具有普适性 [6,7]. 于是提出了一个问题: 在分析
力学范畴内, 是否存在一种自伴随的动力学模型,
其逆问题对于完整约束力学系统来说是普适的?

20世纪 80年代物理学家Santilli [8]对这一问
题的深入研究表明, 对于满足局部性、解析性、正
规性基本条件的完整约束力学系统, 普适的自伴
随动力学模型是存在的, 其解析表达就是Birkhoff
方程形式. Birkhoff方程是Hamilton方程的自然推
广 [9−15], 它将非保守系统的几何特性表现为一般
辛结构, 而不是Hamilton方程那样的简单辛结构.

这种更为一般的辛结构, 为非保守系统保结构算法
的研究提供了几何基础 [16−22]. 因此, 寻求完整约
束系统的Birkhoff表示, 亦即研究Birkhoff逆问题
显得尤为重要.

Birkhoff动力学的逆问题主要研究力学系统能
够表示为Birkhoff方程形式的条件, 以及Birkhoff
动力学函数的构造方法. 但完整非保守系统的广泛
性和复杂性, 导致Birkhoff动力学函数没有像La-
grange函数和Hamilton函数那样简单的构造方法.
国内外关于这一问题的研究成果屈指可数 [23−26],
现有构造方法主要是Santilli [8]提出的, 分别为利
用偏微分方程的可积性定理直接构造Birkhoff动
力学函数的Santilli第一方法, 利用自伴随因子的
函数积分法即Santilli第二方法, 以及借助给定系
统首次积分的Santilli第三方法. 上述三种方法在
具体应用中还有许多技术性问题需要解决. 例如在
Santilli第一方法中, 如何从欠定的偏微分方程组
中解得所需的Birkhoff动力学函数. 文献 [9]针对
自治系统情形中的这一问题提出了能量赋值法, 通
过将系统的总能量取为Birkhoff函数, 然后再求解
Cauchy-Kovalevskaya型正定方程组来解决这一问
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题; 文献 [23]则通过增加一个附加方程, 将原来欠
定的方程组化为正定方程组来求解. Santilli第二
方法应用的技术性困难在于必须先将系统自伴随

化, 而这一前提通常较难满足. 文献 [24]针对已经
自伴随化的一类系统, 提出了简化的Santilli第二
方法, 指出了一个被人们长期忽视的冗余项问题.
Santilli第三方法的使用困难有两个, 一是要求系
统全部第一积分为已知, 二是对于多自由度系统的
计算繁琐.

近年来, 我们针对上述问题开展了一些研究
工作. 本文将在前期工作基础上给出一些新成果.
第 2节将从笛卡儿坐标系下的达朗伯原理出发, 介
绍完整系统在广义坐标系下的一阶标准形式, 然
后介绍Birkhoff方程及其逆问题; 第 3节具体介绍
Santilli提出的三种构造方法; 第 4节分别介绍这三
种方法的研究进展, 包括Santilli第一方法的拓展
研究, Santilli第二方法的简化证明, Santilli第三方
法的改进及其MATLAB程序化计算; 第 5节总结
全文并对结果进行讨论.

2 Birkhoff方程及Birkhoff逆问题

考虑笛卡儿坐标系中由N个质点组成、受有

3N −n个完整约束的力学系统, 其运动微分方程由
D’Alembert原理描述为[ṗk −Fk (t, r, ṙ)] · drk = 0, k = 1, 2, · · · , N,

ϕs(t, r) = 0, s = 1, 2, · · · , 3N − n.

(1)

这里及以下采用爱因斯坦求和约定.
引入广义坐标 qi (i = 1, 2, · · · , n), 并利用坐标

变换关系rk = rk(t, q)得到完整约束力学系统 ((1)
式)在位形空间中的表达式,

Aij(t, q, q̇)q̈
j +Bi(t, q, q̇) = 0,

i, j = 1, 2, · · · , n. (2)

由于上述二阶微分方程有可能是本质非自伴随的,
因而不宜作为逆问题普适性理论研究的出发点. 为
此, 采用文献 [8]的降阶方法得到与 (2)式等价的一
阶标准形式

ȧµ − Ξµ (t, a) = 0, µ = 1, 2, · · · , 2n. (3)

再结合下述定理, 则可在Birkhoff力学体系下建立
普适的自伴随方程.

定理1 任何局域、解析、正规、完整的一阶力

学系统 ((3)式), 在其正规点的星形邻域上, 总能实
现自伴随的、保持动力学函数物理意义和变量实验

室可测性质的Birkhoff方程形式, 即[
∂Rν (t, a)

∂aµ
− ∂Rµ (t, a)

∂aν

]
ȧν

−
[
∂B (t, a)

∂aµ
+

∂Rµ (t, a)

∂t

]
= 0,

µ, ν = 1, 2, · · · , 2n, (4)

式中B(t, a)称为Birkhoff函数, 2n个函数Rµ(t, a)

称为Birkhoff函数组.
为方便起见, 将 2n + 1个函数 (B,Rµ)统称为

Birkhoff动力学函数, 再引入Birkhoff 张量

Ωµν (t, a) =
∂Rν

∂aµ
− ∂Rµ

∂aν
, (5)

则 (4)式可写为

Ωµν (t, a) ȧ
ν −

[
∂B (t, a)

∂aµ
+

∂Rµ (t, a)

∂t

]
= 0. (6)

进一步, 若 (6)式中函数和都不显含时间, 则 (6)式
成为自治Birkhoff方程, 即

Ωµν (a) ȧ
ν − ∂B (a)

∂aµ
= 0. (7)

容易验证Birkhoff方程满足如下自伴随条件:

Ωµν +Ωνµ = 0, (8a)
∂Ωµν

∂aτ
+

∂Ωντ

∂aµ
+

∂Ωτµ

∂aν
= 0, (8b)

∂Ωµν

∂t
=

∂

∂aµ

(
∂B

∂aν
+

∂Rν

∂t

)
− ∂

∂aν

(
∂B

∂aµ
+

∂Rµ

∂t

)
. (8c)

于是, Birkhoff逆问题可以具体阐述为: 构造
未知函数B和Rµ, 使得完整约束系统的运动微分
方程 ((3)式)与Birkhoff方程 ((4)式)等价, 即

ȧµ −Ξµ(t, a)

=

[
∂Rν (t, a)

∂aµ
− ∂Rµ (t, a)

∂aν

]
ȧν

−
[
∂B (t, a)

∂aµ
+

∂Rµ (t, a)

∂t

]
= 0, (9)

亦即要求(
∂Rν

∂aµ
− ∂Rµ

∂aν

)
Ξν =

∂B (t, a)

∂aµ
+

∂Rµ (t, a)

∂t
.

(10)

并且同时满足自伴随条件 ((8)式).
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3 构造Birkhoff动力学函数的Santilli
方法

Santilli第一方法. 对于给定的Birkhoff函
数B, (10)式是关于Birkhoff函数组Rµ的Cauchy-
Kovalevskaya型方程, 即

∂Rµ

∂t
=

(
∂Rν

∂aµ
− ∂Rµ

∂aν

)
Ξν − ∂B

∂aµ
. (11)

由Cauchy-Kovalevskaya定理可知, (11)式的解Rµ

总是存在的. 因此, 如果能从 (11)式解得一组Rµ,
就能找到所需的Birkhoff动力学函数. 这种方法称
为Santilli第一方法.

在实际应用中, 若已知系统的总能量 (即动能
与势能的和), 则将其取为Birkhoff函数B, 那么理
论上通过求解 (11)式就可以确定Birkhoff 函数组
Rµ. 但对于一些复杂的力学系统, (11)式未必能够
顺利求解, 因而限制了Santilli第一方法的实效性.

Santilli第二方法. 设系统的一阶标准形式 ((3)
式)已自伴随化为如下形式:

[Ωµν(t, a)ȧ
ν + Γµ(t, a)]SA = 0, (12)

式中下标SA表示自伴随 (self-adjointness), Γµ =

−
(
∂B

∂aµ
+

∂Rµ

∂t

)
为变量 t, a的一般函数. 此时

Birkhoff张量Ωµν为已知量, 将其代入Birkhoff张
量的定义 ((5)式)直接积分得

Rµ (t, a) =

[∫ 1

0

τ ·Ωνµ (t, τa) dτ
]
aν , (13)

式中 τ是参变量并且满足 0 6 τ 6 1. 将求得
的Ωµν和Rµ代入Birkhoff方程 ((4)式), 并注意到
(12)式, 则可得

B (t, a)=−
[∫ 1

0

(
Γµ+

∂Rµ

∂t

)
(t, τa) dτ

]
aµ. (14)

这种方法称为Santilli第二方法.
Santilli第三方法. 若已知系统 ((3)式)全

部独立的第一积分 Iα(t, a) (α = 1, 2, · · · , 2n), 则
Birkhoff动力学函数可由下式确定:

B(t, a) = −Gα
∂Iα

∂t
,

Rµ (t, a) = Gα
∂Iα

∂aµ
,

(15)

式中函数Gα = Gα [I(a)]要满足正规性条件

det
(
∂Gα

∂Iβ
− ∂Gβ

∂Iα

)
̸= 0. (16)

这种方法称为Santilli第三方法.

4 Santilli方法的研究新进展

4.1 Santilli第一方法的拓展研究

文献 [9]关于Santilli第一方法在自治系统中的
应用, 启发我们思考如下问题: 自治系统 ((3)式)是
否总有自治Birkhoff表示 ((7)式)? 文献 [8]对这一
问题有所讨论, 但没有给出具体证明. 这里采用反
证法加以证明.

命题1 自治系统 ȧν = Ξν(a)总存在自治

Birkhoff表示.
证明 假设某个自治系统

ȧν = Ξν(a) (17)

不存在自治Birkhoff表示, 即对向量场Ξν找不到

B和Rµ使得等式[
∂Rν (a)

∂aµ
− ∂Rµ (a)

∂aν

]
Ξν =

∂B (a)

∂aµ
(18)

成立. 但另一方面, 存在B(a)使得 (18)式总是
Cauchy-Kovalevskaya型的, 只需将B(a) = RνΞ

ν

代入 (18)式整理得
∂Rµ

∂aν
Ξν = −∂Ξν

∂aµ
Rν . (19)

显然, 这是一组以 2n个Rµ为未知函数的 2n个一

阶偏微分方程组. 不妨假定 ∂Rµ (a)

∂a1
̸= 0, 则 (19)

式可写为Cauchy-Kovalevskaya型方程
∂Rµ (a)

∂a1
=−(Ξν)

−1

×

[
2n∑
ν=2

∂Rµ (a)

∂aν
Ξν+

∂Ξν

∂aµ
Rν (a)

]
. (20)

由Cauchy-Kovalevskaya定理知 (20)式的解总是存
在. 这说明对任意给定的向量场Ξν总有 (18)式
成立, 这显然与假设矛盾. 故自治系统总有自治
Birkhoff表示. 证毕.

4.2 简化的Santilli第二方法

对于已经自伴随化的力学系统, 用Santilli第
二方法构造Birkhoff动力学函数是方便的. 但长期
以来, 人们忽视了该方法中存在的冗余项, 造成求
解过程繁琐复杂. 在文献 [17]中我们已对这一问题
做过讨论, 这里给出一种更为简洁的证明方法.
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命题2 Santilli第二方法中求解函数B的计

算式 (14)式可以简化为

B (t, a) = −
[∫ 1

0

Γµ (t, τa) dτ
]
aµ. (21)

即有如下恒等式成立:[∫ 1

0

∂Rµ

∂t
(t, τa) dτ

]
aµ ≡ 0, (22)

式中Rµ由 (13)式给出.
证明 将 (13)式代入 (14)式, 具体运算得

B (t, a) = −
[∫ 1

0

(
Γµ +

∂Rµ

∂t

)
(t, τa) dτ

]
aµ

= −
(∫ 1

0

Γµdτ
)
aµ

−
[∫ 1

0

∂

∂t

(∫ 1

0

τΩνµdτaν
)

dτ
]
aµ

= −
(∫ 1

0

Γµdτ
)
aµ

− ∂

∂t

[∫ 1

0

∫ 1

0

τΩνµa
νaµdτ dt

]
= −

(∫ 1

0

Γµdτ
)
aµ, (23)

式中最后一个等号成立主要是因为Birkhoff张量
Ωµν具有反对称性, 因而第三个等号后的第二项中
(Ωνµa

νaµ)关于µ和 ν的遍历求和恒为零, 从而有∫ 1

0

∫ 1

0

τΩνµa
νaµdτ dt ≡ 0,

命题得证.

4.3 Santilli第三方法的改进及其MAT-
LAB程序化计算

4.3.1 Santilli第三方法的性质及其第二
形式

Santilli第三方法适用于可以求得全部独立第
一积分的系统. 此类系统的Birkhoff动力学函数B

和Rµ都表示为这些积分的函数, 因此借助第一积
分这个桥梁可以找到B和Rµ之间的等量关系.

命题3 由Santilli第三方法 ((15)式)所构造
的Birkhoff动力学函数B和Rµ, 总满足如下等量
关系式 [8]:

B (t, a) = Rν ȧ
ν , ν = 1, 2, · · · , n. (24)

证明 由于 Iα (α = 1, 2, · · · , n)是系统的第一
积分, 故有

dIα
dt =

∂Iα

∂t
+

∂Iα

∂aν
ȧν = 0. (25)

两端同乘以满足正规性条件 ((16)式)的函数
Gα (t, a)得

Gα
∂Iα

∂t
+Gα

∂Iα

∂aν
ȧν = 0. (26)

将 (15)式代入 (26)式即得 (24)式.
利用这一关系可以将Santilli第三方法改写为

如下新形式: 
Rµ = Gα

∂Iα

∂aµ
,

B = RµΞ
µ.

(27)

4.3.2 改进的Santilli第三方法
考虑Santilli第三方法的一种特殊形式. 用

Santilli第三方法 ((15)式)计算函数B和Rµ时, 为
保证得到的Birkhoff方程是正规的, 要求 (15)式中
的函数Gα (α = 1, 2, · · · , 2n)必须满足如下正规性
条件:

det
(
∂Gα

∂Iβ
− ∂Gβ

∂Iα

)
̸= 0. (28)

但若对所选的每组Gα都去验证条件 (28)式是否成
立, 将会导致额外的计算负担. 于是提出如下问题:
能否将可选函数Gα固定为某一组特殊的函数形

式, 使得正规性条件 (28)式自动满足？事实上这是
可以做到的, 具体以如下命题形式阐述.

命 题 4 假 设 给 定 系 统 的 全 部 独 立 第

一积分 Iα (α = 1, 2, · · · , 2n)已知, 在原 Santilli
第 三 方 法 ((15)式)中 按 如 下 方 式 选 取 函 数
Gα (α = 1, 2, · · · , 2n), 即

G1 = 0, G2 = 0, · · · , Gn = 0,

Gn+1 = I1, Gn+2 = I2, · · · , G2n = In, (29a)

或等价表示为

Gα =

0, α = 1, 2, · · · , n,

Iα−n, α = n+ 1, · · · , 2n,
(29b)

则正规性条件 (28)式自动成立, 并且函数B和Rµ

可表示为
Rµ (t, a) = Ii

∂In+i

∂aµ
,

B (t, a) = −Ii
∂In+i

∂t
,

i = 1, 2, · · · , n. (30)

证 明 容 易 验 证 按 照 (29)式 选 取 函

数Gα (α = 1, 2, · · · , 2n)后, 行 列 式 ((28)式)具
体写为

det
(
∂Gα

∂Iβ
− ∂Gβ

∂Iα

)
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0n×n


−1 0 · · · 0

0
...

... 0

0 · · · 0 −1


n×n

1 0 · · · 0

0
...

... 0

0 · · · 0 1


n×n

0n×n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 1 ̸= 0. (31)

由行列式的结果不为零可知, 正规性条件 (28)式恒
成立, 再将函数Gα(α = 1, 2, · · · , 2n)代入 (15)式,
即得函数B和Rµ的表达式 ((30)式). 证毕.

构造方法 (30)式称为改进的Santilli第三方法.
显然, 当应用改进的Santilli第三方法构造系统的
Birkhoff动力学函数B和Rµ时, 不必再进行检验
正规性条件是否成立的步骤, 在计算上显然是方便
的, 示例如下.

例1 用改进的Santilli第三方法 ((30)式)构
造Whittaker方程

ẍ− x = 0, ÿ − ẋ = 0 (32)

的Birkhoff动力学函数B和Rµ.
令

a1 = x, a2 = y, a3 = ẋ, a4 = ẏ, (33)

则系统 ((32)式)可表示为如下一阶标准形式:

ȧ1 = a3, ȧ2 = a4,

ȧ3 = a1, ȧ4 = a3. (34)

可求得系统全部独立的第一积分为

I1 = (a1 + a3) e−t,

I2 = (a1 − a3) et,

I3 = a4 − a1,

I4 =
(
a4 − a1

)
t+ a3 − a2. (35)

将 (35)式代入 (30)式得
Rµ (t, a) = Ii

∂In+i

∂aµ
= I1

∂I3

∂aµ
+ I2

∂I4

∂aµ
,

B (t, a) = −Ii
∂In+i

∂t
= −I1

∂I3

∂t
− I2

∂I4

∂t
,

i = 1, 2. (36)

具体计算得Birkhoff函数组Rµ为

R1 = − (I1 + tI2) = −
(
a1 + a3

)
( e−t + t et) ,

R2 = −I2 =
(
a3 − a1

)
et,

R3 = I2 =
(
a1 − a3

)
et,

R4 = (I1 + tI2) =
(
a1 + a3

)
( e−t + t et) .

(37)

Birkhoff函数B为

B (t, a) =
[(
a1
)2 − a1a3 − a1a4 + a3a4

]
et. (38)

容易验证 (37)式和 (38)式是所需的B和Rµ, 而且
与用原Santiili第三方法算得的结果一致 [9].

4.3.3 Santilli第三方法的MATLAB程序化
计算

应用Santilli第三方法进行具体计算时, 对于
变量较多的系统必然会遇到以下问题:

1) 求和项Gα
∂Iα

∂aµ
, Gα

∂Iα

∂t
(α = 1, 2, · · · , 2n)

计算繁琐且容易出错;
2) 若选取另外一组Gα, 则要重复上述计算;
3) 当验证B和Rµ是否满足Birkhoff方程 ((4)

式)和关系式 ((24)式)时计算量大.
解决上述问题的有效途径自然是将计算过程

程序化, 这将带来如下便利:
1) 消除计算量大带来的耗时、易出错、验证困

难等问题;
2) 可选取多组不同的Gα得到多组不同的B

和Rµ, 从中选出相对简单或具有物理意义的一组,
这比利用规范变换简化B和Rµ容易得多.

为具体讨论Santilli第三方法的MATLAB程
序化计算, 首先绘制计算流程图, 如图 1所示.

aµ=Ξµ&

aµ=aµ↼t֒ cα↽

Gα=Gα↼Iα↽

Y
MATLAB

N

Iα

图 1 Santilli第三方法MATLAB计算流程图
Fig. 1. Flow diagram of MATLAB program of the
Santilli’s third method.
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A) 计算流程图
图 1表明, 程序从输入系统的一阶标准形式

ȧµ = Ξµ 开始, 若MATLAB符号计算功能可以给
出系统 2n个独立的解, 则可由此反解出 2n个第一

积分. 若MATLAB无法给出系统的解, 则要通过
其他方法求得第一积分后直接输入程序. 当得到
2n个独立的第一积分后, 其余计算全由程序自动
完成, 计算过程大约耗费几秒钟.

B) Santilli第三方法的矩阵形式及程序语句
下面根据流程图考虑程序化的具体实现. 首

先, 将Santilli第三方法转换成MATLAB易于处
理的矩阵形式; 其次, 将涉及到偏导数运算的各
项用求 Jacobi矩阵的方法代替, 进而得到 (12)式
和Birkhoff张量Ωµν的MATLAB符号表示 (详见
表 1 ), 据此可以编写出具体的程序命令, 并组合成
完整的M文件; 最后, 在C)部分给出应用实例.

C) 应用实例
例2 已知如下约束力学系统:

ẍ+ ẋφ̇ tanφ = 0,

φ̈ = 0,

ẏ − ẋ tanφ = 0.

(39)

令

a1 = x, a2 = φ, a3 = y, a4 = ẋ, a5 = φ̇, (40)

则系统 ((39)式)的一阶标准形式为

ȧ1 = a4, ȧ2 = a5, ȧ3 = a4 tan a2,

ȧ4 = −a4a5 tan a2, ȧ5 = 0. (41)

试用MATLAB构造系统的Birkhoff表示.
首先, 计算函数B和Rµ. 利用B)部分的程序

模板, 在M文件中编写相应的语句, 运行后返回系
统的第一积分为

I1 =
a3

a4
+ a5, I2 = −a3

a4
tan a2 + a1,

I3 = a3sec a2, I4 = a2 − a4t, I5 = a4. (42)

Birkhoff函数B和Rµ计算结果如表 2所示.

表 1 (15)式的张量形式及其MATLAB符号表示
Table 1. The tensor form of Eq. (15) and its MATLAB symbol.

张量形式 MATLAB符号表示

B(t, a) = −Gµ
∂Iµ

∂t
B = −[G1 G2 · · · G2n] ∗ jacobian(f, t)

Rµ(t, a) = Gµ
∂Iµ

∂aν
[R1 R2 · · · R2n]′

= [G1 G2 · · · G2n] ∗ jacobian(f, v)

Ωµν =
∂Rν

∂aµ
−

∂Rµ

∂aν
W = [jacobian([R1 R2 · · · Rm]′, v)]′

− jacobian([R1 R2 · · · Rm]′, v)

注

1) f = [I1 I2 · · · I2n]′由 2n个独立

第一积分组成

2) 列向量 v = [a1 a2 · · · a2n]

3) W 表示Birkhoff张量矩阵

表 2 函数B和Rµ的MATLAB计算结果
Table 2. The calculation results of B and Rµ of Birkhoff’s functions by MATLAB.

第一组 第二组

B = 0 B = (a5)2

R1 = a5 R1 = 0

R2 = −a4sec2a2 R2 =

(
a4

a5
+ a3

)
a4sec a2 tan a2 + a5

R3 = a1 −
a4 tan a2

a5
R3 = a1 −

a4 tan a2

a5

R4 =

(
a1 −

a4 tan a2

a5

)
1

a5
− tan a2 R4 =

(
a1 −

a4 tan a2

a5

)
1

a5
+

(
a4

a5
+ a3

)
sec a2

R5 =
a4 tan a2

a5
−

a1a4

(a5)2
−

(a4)2 tan a2

(a5)3
R5 = −

(
a1 −

a4 tan a2

a5

)
a4

(a5)2
− ta5

表 2中第一组值是取G1 = I2, G2 = I5,
G3 = 0, G4 = 0, G5 = 0得到的, 第二组值是取
G1 = I2, G2 = 0, G3 = I1, G4 = I5, G5 = 0得到

的. 第一组结果比第二组结果更为简单, 但第二组
的Birkhoff函数B具有能量的意义. 对应于第一组
G值的Birkhoff张量Ωµν为
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Ωµν =



0 0 1
1

a5
−a4

a52
− 1

0 0
−a4sec2a2

a5
−a4sec2a2

a52

a4sec2a2
(
a4 + a52

)
a53

−1
a4sec2a2

a5
0

tan a2

a5
a4 tan a2

a54

− 1

a5
a4sec2a2

a52

tan a2

−a5
0

tan a2

a5

a4

a52
+ 1

a4sec2a2
(
a4 + a52

)
−a53

−a4 tan a2

a54
−tan a2

a5
0



. (43)

若选取其他不同的G值, 则可以得到不同的B

和Rµ以及Birkhoff张量Ωµν . 由本例的求解可以
看出, Santilli第三方法的程序化计算, 有效提高了
计算效率和准确率.

5 结 论

作为Hamilton力学的推广, Birkhoff力学的发
展一方面为完整非保守系统逆问题的研究提供了

恰当的理论框架; 另一方面也为Hamilton系统保
结构计算的推广奠定了理论基础. 开展Birkhoff动
力学函数构造方法的研究, 对于应用变分法理论、
几何结构分析以及几何数值积分方法处理完整非

保守系统的力学问题具有重要意义.
本文在命题 1中证明了自治系统总有自治

Birkhoff表示的结论, 需要说明的是, 这个自治
Birkhoff表示并不一定是正规的. 于是, 自治系统
是否总存在正规的自治Birkhoff表示, 成为一个有
待进一步研究的问题. 命题 2关于简化的Santilli
第二方法的证明, 比文献 [17]中的方法简洁得多.
研究这一问题的意义在于: 简化的Santilli第二方
法让我们认识到, 通过求解Birkhoff 动力学函数来
确定Birkhoff方程, 等同于确定它的辛矩阵. 这种
观点为研究Birkhoff动力学函数的构造方法提供
了新视角. 通过命题 3所建立的函数B和Rµ之间

的等量关系, 定义了Santilli第三方法的新形式, 再
结合MATLAB程序化计算提高了Santilli第三方
法的计算效率.

如何将物理学、力学、工程科学等领域中更

多的动力学系统纳入Birkhoff系统？这是一个具

有基本意义的研究课题, 愿能引起更多研究者的
关注.
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Abstract
In this paper, we mainly study the simplification and improvement of Santilli’s methods in Birkhoffian system, which

is a more general type of basic dynamic system. The theories and methods of Birkhoffian dynamics have been used in
hadron physics, quantum physics, rotational relativity theory, and fractional dynamics. As is well known, Lagrangian
inverse problem, Hamiltonian inverse problem, and Birkhoffian inverse problem are the main objects of the dynamic
inverse problems. The results given by Douglas (Douglas J 1941 Trans. Amer. Math. Soc. 50 71) and Havas [Havas
P 1957 Nuovo Cimento Suppl. Ser. X5 363] show that only the self-adjoint Newtonian systems can be represented by
Lagrange’s equations, so the Lagrangian inverse problem is not universal for a holonomic constrained mechanical system.
Furthermore, from the equivalence between Lagrange’s equation and Hamilton’s equation, Hamiltonian inverse problem
is not universal. A natural question is then raised: whether there exists a self-adjoint dynamical model whose inverse
problem is universal for holonomic constrained mechanical systems, in the field of analytical mechanics.

An in-depth study of this issue in the 1980s by R. M. Santilli shows that a universal self-adjoint model exists
for a holonomic constrained mechanic system that satisfies the basic conditions of locality, analyticity, and formality.
The Birkhoff’s equation is a natural extension of the Hamilton’s equation, which shows the geometric properties of a
nonconservative system as a general symplectic structure. This more general symplectic structure provides the geometry
for the study of the non-conservative system preserving structure algorithms. Therefore, it is particularly important to
study the problem of the Birkhoffian representation for the holonomic constrained system.

For the inverse problem of Birkhoff’s dynamics, studied mainly are the condition under which the mechanical
systems can be represented by Birkhoff’s equations and the construction method of Birkhoff’s functions. However, due
to the extensiveness and complexity of the holonomic nonconservative system, Birkhoff’s dynamical functions do not
have so simple construction method as Lagrange function and Hamilton function. The research results of this issue
are very few. The existing construction methods are mainly for three constructions proposed by Santilli [Santilli R M
1983 Foundations of Theoretical Mechanics II (New York: Springer-Verlag) pp25–28], and there are still many technical
problems to be solved in the applications of these methods.

In order to solve these problems, this article mainly focuses on the following content. First, according to the existence
theorem of Cauchy-Kovalevskaya type equations, we prove that the autonomous system always has an autonomous
Birkhoffian representation. Second, a more concise method is given to prove that Santilli’s second method can be
simplified. An equivalent relationship implied in Santilli’s third method is found, an improved Santilli’s third method
is proposed, and the MATLAB programmatic calculation of the method is studied. Finally, the full text is summarized
and the results are discussed.

Keywords: Birkhoffian inverse problem, Birkhoffian dynamical functions, Santilli’s methods, constrained
mechanics systems

PACS: 02.30.Zz, 02.30.Xx, 45.20.Jj, 45.20.–d DOI: 10.7498/aps.67.20172091
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