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基于标架场理论的完整系统Boltzmann-Hamel
方程简化方法研究∗
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( 2017年 10月 15日收到; 2017年 12月 17日收到修改稿 )

研究选取合适的准坐标简化完整系统Boltzmann-Hamel方程的问题. 基于流形上的标架场理论, 指出了
定常构形空间中的准速度与标架场的联系, 并从几何不变性的角度上导出了完整系统的Boltzmann-Hamel方
程. 证明了对于任意广义力为零的均匀构形空间、广义力不为零的零曲率构形空间, Boltzmann-Hamel方程
均可以化简为可积分的形式, 同时给出具体的简化方法并举例说明本方法的适用性. 本文方法为寻找运动方
程的解析解提供了一条新途径.

关键词: Boltzmann-Hamel方程, 标架场理论, 准坐标
PACS: 02.40.Yy, 45.20.–d, 45.10.Na, 02.40.Ky DOI: 10.7498/aps.67.20172235

1 引 言

Boltzmann-Hamel方程 (以下简称为B-H方
程)是由Boltzmann于 1902年提出的一种完整系
统运动方程 [1], 后经Hamel推广到非完整系统 [2,3].
20世纪 80年代到 90年代, B-H方程的研究主要集
中于几何化 [4]、变质量系统 [5−7]、非惯性系 [8]、单面

非完整约束系统 [9]和高阶非完整系统 [10,11]. 21世
纪初, 完整和非完整系统B-H方程的对称性解法取
得了很大进展, 通过将Lie对称性、Noether对称性
和形式不变性引入B-H方程中以构造相应的守恒
量, 简化了B-H方程的求解,其中典型的工作如文
献 [12—15]. 与此同时,在应用方面 B-H方程又出
现在弹性力学 [16]、非完整控制 [17]和辛算法 [18]的

研究中. 这些研究关注的焦点均是准速度与非完整
约束相似的结构, 却鲜有文献关注准坐标的选取对
B-H方程形式的影响.

文献 [19]首次提出了准坐标在选取上的自由
性. 本文研究证明: 准坐标自由性的推广, 可以使
完整系统的B-H方程得到尽可能的简化. 利用标架
场理论, 从几何不变性的角度直接导出了完整系统
中的B-H方程, 并从流形均匀性的角度出发, 证明
了对于任意广义力为零的均匀构形空间, 以及任意
广义力不为零的零曲率构形空间, 一定可以找到某
个准速度或准坐标, 使其中的B-H方程化简为可积
分的形式. 同时给出具体的简化方法并举例说明本
方法的适用性.

2 构形空间中的标架场与B-H方程

设本文研究的构形空间是M ,其中的广义坐标
是 q1, · · · , qn. 将M建模为n维Riemann流形 [20],
则Riemann度量可利用广义坐标 qi表示为

ds2 = gik(q)dqidqk. (1)

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 51479136, 51009107)和天津市自然科学基金 (批准号: 17JCYBJC18700)资助的课题．
† 通信作者. E-mail: zhangsux@tju.edu.cn

© 2018 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

060201-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.67.20172235
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 67, No. 6 (2018) 060201

即广义坐标基矢场{∂/∂qk}下的Lagrange方程是
∂T (q, q̇)

∂qℓ
− d

dt
∂T (q, q̇)

∂q̇ℓ
= −F k(q)gkℓ(q), (2)

其中T是动能, 而F k(q)是外力. 将方程 (2)展开为
如下分量表述的形式:

q̈m +
1

2
gmℓ(q)

(
∂giℓ(q)

∂qk
+

∂gkℓ(q)

∂qi
− ∂gik(q)

∂qℓ

)
q̇iq̇k

= Fm(q), (3)

其中等号左侧第二项中有Christoffel符号Γm
ik (q):

Γm
ik (q) =

1

2
gmℓ(q)

(
∂giℓ(q)

∂qk
+

∂gkℓ(q)

∂qi
− ∂gik(q)

∂qℓ

)
.

(4)

利用Christoffel符号可将Lagrange方程简写为

q̈k + Γ k
ij(q)q̇

iq̇j = F k(q). (5)

下面引入构形空间中的标架场, 即构形空间中n个

处处线性无关的矢量场. 从标架场的定义可以发
现, 其与坐标基底的区别在于它可能不是由某组广
义坐标生成的. 因为标架场本质上也是矢量场, 则
可以将标架场在广义坐标基底场下展开为

ek = Ai
k(q)

∂

∂qi
, (6)

其中Ai
k(q)称为标架系数, 完全决定了标架场的

性质. 如果Ai
k(q) = δik(δik表示Kronecker符号),

则此时标架场 ek就是广义坐标 qk的坐标基底场

{∂/∂qk}.
对于完整标架场, 可以表示为某组广义坐标的

坐标基底场. 现在通过标架系数定义Frobenius符
号Θk

ℓm(q):

Θk
ℓm(q) =

1

2

(
∂Ak

m(q)

∂πℓ
− ∂Ak

ℓ (q)

∂πm

)
, (7)

这里引入了关于准坐标形式上的Pfaff导数 ∂

∂πm
=

Aℓ
m(q)

∂

∂qℓ
. 利用Frobenius条件 [21]得到: 如果

Frobenius符号恒为零, 即Θk
ℓm = 0时, 标架场 {ek}

是完整的, 此时可以找到新的广义坐标Qk使得

ek = ∂/∂Qk; 如果Frobenius符号不恒为零, 则标
架场 {ek}是非完整的. 标架系数是可逆的, 即存在
逆关系

∂

∂qk
= Bi

k(q)ei, (8)

其中Bk
i (q)称为逆标架系数, 它与标架系数满足

互逆关系: Ak
i (q)B

ℓ
k(q) = Bk

i (q)A
ℓ
k(q) = δℓi . 利

用Bk
i (q)可以将Frobenius条件表述为: 若标架场

{ek}是完整的, 则Pfaff方程组

Bk
i (q)dqi = 0, (9)

可积分, 反之则不是完整的. 从几何的观点来看,
标架场是坐标基底场的线性推广.

现在使用标架场作为基底来展开构形空间中

的速度矢量

v =
∂

∂t
= q̇k

∂

∂qk
= q̇kBi

k(q)ei. (10)

将构形速度矢量在标架场下的分量记为 π̇i, 即有

π̇i = Bi
k( q )q̇

k, (11)

这就是准速度. 即准速度的几何本质就是速度矢量
在标架场下的分量. 如果说广义速度对应着广义坐
标基底场, 那么准速度就对应着标架场. 在 (11)式
两边同时乘上 dt, 得到

dπi = Bi
k(q)dqk, (12)

当标架场{ek}是完整标架场时, (12)式中的 dπi是

全微分, 解出πi = πi(q)就等于进行了一个广义坐

标变换 q → π, 此时准坐标π称为完整准坐标, 本
质上就是广义坐标; 而当标架场 {ek}是非完整标
架场时, 准坐标π没有具体的意义,只是形式上写
成π, 即对于非完整标架场, 并不严格区分准速度
与准坐标, 两者本质上是相同的.

利用 (12)式的逆关系 q̇k = Ak
i (q)π̇

i,可得到利
用准速度表示的动能

T (q, π̇) =
1

2
gik(q)A

i
r(q)A

k
j (q)π̇

rπ̇j .

因为Lagrange方程是构形空间中的张量方程,
它对于构形空间中的广义坐标变换保持不变, 现在
视准坐标为新的坐标, 标架系数为广义坐标变换的
Jacobi矩阵分量, 即可得到利用准速度表述的B-H
方程

π̈k + Γ ∗k
rs (q)π̇

rπ̇s = F i(q)Bk
i (q), (13)

其中的Γ ∗k
rs (q)是标架场下的Christoffel符号

Γ ∗k
rs (q) = Γ i

ℓm(q)Aℓ
r(q)A

m
s (q)Bk

i (q)

+
∂Am

r (q)

∂qj
Aj

s(q)B
k
m(q). (14)

(14)式是将Christoffel符号在广义坐标变换下的变
换式 (Q是新广义坐标)

Γ ∗c
ab (q) = Γ k

ℓm(q)
∂qℓ

∂Qa

∂qm

∂Qb

∂Qc

∂qk
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+
∂

∂qj

( ∂qs

∂Qa

) ∂qj

∂Qb

∂Qc

∂qs

中的∂qm/∂Qb替换为Am
b (q)而得到的.

3 化简B-H方程的方法

求解完整系统的B-H方程的通用做法是将
(11)式代入到 (13)式中构造关于广义坐标 q的微分

方程组. 但是对比方程 (5)和 (13),发现方程 (13)中
加入了标架系数Ai

k(q)和逆标架系数Bi
k(q), 而这

些系数的选取是完全任意的, 那么通过系数的选取
可以使B-H方程得到简化: 在方程 (13)中就能解
出准速度 π̇k = π̇k(t), 接下来只用去处理简单的线
性方程 q̇k = Ak

i (q)π̇
i(t). 这就要求B-H方程应为如

下形式: π̈k = ck − Ck
rsπ̇

rπ̇s,

π̇i = Bi
k(q)q̇

k,
(15)

其中Ck
rs = Γ ∗k

rs (q)和 ck = F i(q)Bk
i (q)均是常数.

方程 (15)成立的前提是构形空间M具有一定的特

性, 即定理1.
定理1 对于任意广义力为零的均匀构形空

间, 总可以找到某个准坐标π, 使得方程 (15)成立
(ck = 0).

证明 设初始的广义坐标就是均匀空间中的

容许坐标. 在任意均匀空间中一定存在某个标架场
{ek}, 满足下式 [22]:

Θs
ℓm(q) = C̃i

ℓmAs
i (q), (16)

其中常数 C̃i
ℓm称为结构常数, 表征了该均匀空间的

特征. 在该标架场下的度量张量分量是

g∗ik(q) = gℓm(q)Aℓ
i(q)A

m
k (q) = Cik, (17)

其中常张量Cik是由结构常数决定的. 将 (17)式代
入到 (14)式中可以得到

Γ ∗k
ℓm(q) = Ψk

ℓm(q)−Θs
ℓm(q)Bk

s (q), (18)

其中对称化符号Ψk
ℓm(q)表示为

Ψk
ℓm(q) = Υ k

ℓm(q) + g∗kj(q)[g∗ℓi(q)Θ
r
mj(q)

+ g∗mi(q)Θ
r
ℓj(q)]B

i
r(q),

Υ k
ℓm(q) =

1

2
g∗ki(q)

(
∂g∗iℓ(q)

∂πm
+

∂g∗im(q)

∂πℓ
− ∂g∗ℓm(q)

∂πi

)
.

即 Υ k
ℓm(q)符号在标架场 {ek}下归零, 注意到

(16)式可以表示为Θs
ℓm(q)Bi

s = C̃i
ℓm, 则最终成立

Γ ∗k
ℓm(q) = Ckj [CℓiC̃

i
mj + CmiC̃

i
ℓj ]− C̃k

ℓm = Ck
ℓm.

即在标架场 {ek}下Γ ∗k
ℓm(q)全是常数, 也即方

程 (15)成立. 而定理 1中所求的准速度就是速度
矢量在标架场{ek}下的分量. 证毕.

通过定理 1, 只要判定了所研究的构形空间是
均匀空间, 就可以根据该均匀空间的结构常数来导
出简化B-H方程的准坐标和常数Ck

rs. 在实用中最
常见的是常曲率构形空间 (均匀空间的特例), 这时
可通过计算构形空间的内禀曲率来判定其是否为

均匀空间. 其中一种特别重要的情况是方程 (15)中
常数Ck

rs全为零, 这时可以考虑广义力存在的情况.
给出定理2.

定理2 对于任意零曲率的构形空间, 都可以
在其中找到一个完整的准坐标π, 使方程 (15)在该
坐标下表示为

π̈k = F ∗k(π).

证明 标架场{ek}下的曲率张量有分量

Sk
iℓm(q) = R∗k

iℓm(q) + 2Bh
s (q)Γ

∗k
ih (q)Θs

ℓm(q), (19)

其中R∗k
iℓm(q)是Γ ∗k

ℓm(q)的函数,

R∗k
iℓm(q) =

∂Γ ∗k
im(q)

∂πℓ
− ∂Γ ∗k

iℓ (q)

∂πm

+ Γ ∗h
im(q)Γ ∗k

hℓ (q)− Γ ∗h
iℓ (q)Γ ∗k

hm(q).

将Γ ∗k
ℓm(q) = 0代入 (19)式, 立刻得到Sk

iℓm(q) = 0,
即此时构形空间的内禀曲率为零. 再将Γ ∗k

ℓm(q) = 0

代入到 (18)式中, 并对等式两边同时取关于指标 ℓ

和m的对称化, 得到Ψk
ℓm(q) = 0. 即此时对称化符

号全是零, 回到 (18)式有Θs
ℓm(q)Bk

s (q) = 0, 则由
Bk

s (q)的可逆性立刻推出Θs
ℓm(q) = 0. 即标架场是

{ek}完整的.
另一方面, 在零曲率空间中总是可以在局部上

引入完整的幺正标架场 {em = ∂/∂πm}, 在该标架
场中有下述形式的度量张量分量:

g∗ik(q) = gℓm(q)Aℓ
i(q)A

m
k (q) = δik,

其中 δik是单位张量分量. 这样有∂g∗iℓ(q)/∂π
m =

0,即将 Υ k
ℓm(q)归零了. 此时在Γ ∗k

ℓm(q)中仅剩下一

项

δkj [δℓiΘ
r
mj(q) + δmiΘ

r
ℓj(q)]B

i
r(q)−Θs

ℓm(q)Bk
s (q),

因为Θs
ℓm(q) = 0, 则的确有Γ ∗k

ℓm(q) = 0成立.
完整的标架系数Ak

i (q)退化为坐标变换的Ja-
cobi矩阵的分量∂qk/∂πi, 这时只要求解以下方程:

δik
∂πi

∂qℓ
∂πk

∂qm
= gℓm(q),
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便可以得到广义坐标变换关系: π k = πk( q ); 再构
造F ∗k(π) = F i(q)∂πk/∂qi, 这样可以将运动方程
化成下述可积形式:

π̈k = F ∗k(π),

这即为定理2中要求的形式, 证毕.

4 算 例

例1 考虑某两个自由度的力学系统, 该系
统的广义坐标取 q1和 q2. 给出这个力学系统的
Lagrange函数

L =
1

2
q−2
1 (q̇1

2 + q̇2
2).

该系统没有广义力, 对应的构形空间的度量张量在
广义坐标 q下表示为

{gik} =

 q−2
1 0

0 q−2
1

 .

代入Lagrange方程 (2), 得到下述方程组:q̈1 − q−1
1 q̇1

2 + q−1
1 q̇2

2 = 0,

q̈2 − 2q−1
1 q̇1q̇2 = 0.

(20)

将 gik代入到 (4)式中计算Christoffel符号, 再
利用这些Christoffel符号计算此时的曲率张量, 发
现该构形空间是负常曲率空间 (曲率为−1), 所以
根据定理1, 方程 (20)可积分.引入以下准速度:π̇1 = q−1

1 q̇1,

π̇2 = q−1
1 q̇2,

进行变量替换就得到了用准速度 π̇坐标表示的B-H
方程: π̈1 + π̇2

2 = 0,

π̈2 − π̇1π̇2 = 0.
(21)

准速度解为 (其中a, b是积分常数):
π̇1 = a

1− be2at

1 + be2at
,

π̇2 =
2a

√
be2at

1 + be2at
.

接下来只需求解下述一阶线性方程:
q̇1 = aq1

1− be2at

1 + be2at
,

q̇2 = 2aq1

√
be2at

1 + be2at
.

很明显该线性方程存在积分解.
例2 考虑某三个自由度的力学系统, 该系统

的广义坐标取 q1, q2和 q3; 惯量用m表示, 相互作
用常数用 k表示. 给出这个力学系统的Lagrange
函数

L =
m

2
[(q21 + q22)(q̇1

2 + q̇2
2) + q̇3

2]−mgq3

− k

2
q21q

2
2,

即该力学系统对应的构形空间的度量张量在广义

坐标 q下表示为

{gik} =


m(q21 + q22) 0 0

0 m(q21 + q22) 0

0 0 m

 ,

代入Lagrange方程 (2), 得到下述方程组:

m(q21 + q22)q̈1 + 2m(q1q̇1
2 + q2q̇1q̇2)

−m(q̇1
2 + q̇2

2)q1 = −kq1q
2
2,

m(q21 + q22)q̈2 + 2m(q1q̇1q̇2 + q2q̇2
2)

−m(q̇1
2 + q̇2

2)q2 = −kq2q
2
1,

q̈3 = −g.

(22)

计算得到此时的曲率张量分量全是 0. 根据定理 2,
引入以下完整准坐标:

π1 =
1

2
(q21 − q22),

π2 = q1q2,

π3 = q3,

进行变量替换就得到了用完整准坐标π坐标表示

的B-H方程: 
mπ̈1 = 0,

mπ̈2 = −π2,

π̈3 = −g.

(23)

该B-H方程有以下解析解 (其中的a, b, c, d, e, f均

是积分常数):
π1(t) = b+ at,

π2(t) = c sin
( t√

m

)
+ d cos

( t√
m

)
,

π3(t) = e+ ft− 1

2
g t2.

对比方程 (20)和 (21), (22)和 (23)可以发现, 采用
本文提出的方法进行变换, 可以大大简化运动方程
的形式, 以求得解析解.
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5 讨 论

通过前面的理论推导和算例分析, 可以看到本
文方法具有数学和物理两方面的意义.

从数学的角度来看, 原有的分离变量方法和对
称性方法均是给出合适的广义坐标来分离变量或

构造守恒量以简化运动方程. 而本文提出的方法则
是将广义坐标推广为准坐标,进而将Lagrange方程
推广为B-H方程, 给出合适的准坐标来简化B-H方
程, 此时得到的结果更具有普遍性.

从物理的角度来看, 力学系统的构形空间取决
于所选择的参考系、系统内物质的分布情况和系统

所受到的约束. 零曲率构形空间来源于惯性系中相
互作用的无约束离散n质点系统, 其构形空间就是
n个 3维Euclid空间的直积. 因此零曲率构形空间
的物理意义是该力学系统与惯性系中相互作用的

无约束离散质点系统之间的结构相似性 (比如惯性
系中仅有平动的无约束刚体系统). 而根据定理 2,
此时可以选择合适的广义坐标将系统的B-H方程
变成最简单的形式. 一旦使用非惯性系来参考力学
系统的运动, 或者是力学系统存在完整约束时, 系
统内物质的分布情况和相互作用过程就与惯性系

中相互作用的无约束离散质点系统产生了差异, 度
量这种差异的工具是内禀曲率. 均匀的构形空间在
数学中最 “接近”零曲率构形空间, 因而在物理中均
匀的构形空间在结构上也最 “接近”惯性系中相互
作用的无约束离散质点系统. 这样根据定理 1, 均
匀的构形空间虽无法引入最简单的广义坐标来描

述系统的运动, 但却可以引入最简单的标架场, 使
B-H方程得到尽可能的简化.

值得说明的是, 定理 1和定理 2中给出的最简
标架场的构造方法, 需要利用均匀构形空间自身的
结构常数, 即在标架场平移下度量张量分量的不变
性; 而经典的广义动量积分讨论的则是力学系统的
Lagrange函数在广义坐标平移下的不变性所导出
守恒量, 在广义力为零时, 前者给出的标架场可作
为后者寻找守恒量的有力工具. 而经典的广义能量
积分是时间平移不变性所导出的守恒量, 与本文的
结果无关.

6 结 论

本文从几何不变性的角度直接导出了完整系

统中的B-H方程, 并说明了可以在任意广义力为零

时的常曲率构形空间和广义力不为零时的任意零

曲率构形空间中找到某个标架场, 使该标架场生成
的准速度简化B-H方程到可积分的形式. 即对于
复杂的运动方程, 要先尝试计算构形空间的内禀曲
率. 若满足定理 1和定理 2中提出的条件, 可找到
该运动方程的解析解. 本文的方法为寻找运动方程
解析解提供了一条新途径.
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Abstract

Boltzmann-Hamel equation using quasi-velocities as variable quantities instead of generalized-velocities, is an ex-
tending form of the classical Lagrange equation. It is widely used for establishing the motion equations in constrained
mechanical systems because of its unique structure. The classical method to solve Boltzmann-Hamel equation includes
two steps. The first step is to substitute the relationship between the quasi-velocities and generalized-velocities into the
equation to establish the second order equation relating to generalized-coordinates. The second step is to search for the
analytical solutions using the method of separating variables or the method of Lie groups. However this method is not
very effective in practice. In fact, the majority of studies only focus on the similarity between the quasi-coordinate form
and the linear non-holonomic constraint form, without considering the effects of the selection of quasi-coordinates on
the Boltzmann-Hamel equation. Because the quasi-coordinates in Boltzmann-Hamel equation can be selected freely, the
problem of simplifying the Boltzmann-Hamel equation in holonomic system by choosing the appropriate quasi-coordinates
is studied in this paper. Using the method of geometrodynamic analysis, the relationship between quasi-coordinates in
the time-invariant configuration space and frame field is indicated based on the frame field theory of manifolds. The
Boltzmann-Hamel equation in holonomic system is then derived from the tangle of geometric invariance. It differs from
the ordinary methods, such as the action principle or d’Alembert’s method. It is demonstrated that Boltzmann-Hamel
equation can be simplified into an integrable form in homogenous configuration space with zero generalized-force or zero
curvature configuration space with non-zero generalized-force. The process of simplifying the equation is provided in
detail and the feasibility of this method is verified through two examples. The result in this paper reveals the close link
between the intrinsic curvature of the time-invariant configuration space and the structure of Boltzmann-Hamel equa-
tion. The simplest form of Boltzmann-Hamel equation under the generalized-coordinate bases field (Lagrange equation)
corresponds to the configuration space of zero curvature, and the simplest form of Boltzmann-Hamel equation under
the frame field corresponds to the homogenous configuration space (more often, constant curvature space). For the
complex motion equations, it should be transformed first into Boltzmann-Hamel equation, then the intrinsic curvature
of the time-invariant configuration space will be calculated. If the conditions mentioned in this paper are satisfied,
the Boltzmann-Hamel equation can be simplified into the simplest form by choosing appropriate quasi-coordinates, from
which, the analytical solutions can be obtained, furthermore, this frame field derived by the appropriate quasi-coordinates
can be used as a tool to study the symmetry and the conserved quantity of this holonomic mechanical system. The
results in this paper provide a new way to search for the analytical solution of motion equations.

Keywords: Boltzmann-Hamel equation, frame field theory, quasi-coordinates
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