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基于拓展分离变量法的层合材料瞬态传热分析∗
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层合材料各层热物理参数不同, 难以用常规的分离变量法求解. 针对此问题对常规分离变量法进行了拓
展, 将层合材料受热时的温度场在时间域上分成微小时间段, 在每个微小时间段内层合材料交界处的温度可
认为随时间正比变化, 并假设比例系数, 此时在微小时间段内对各层分别利用分离变量法单独求得解析解, 根
据交界处温度相等能量连续的关系可求出比例系数, 进而求出该微小时间段内的温度场, 通过循环求解可得
整个时间段内的温度场. 之后, 利用拓展的分离变量法对常用层合隔热材料瞬态传热进行了分析, 通过与有
限元方法计算的结果比较, 验证了本文方法的正确性, 分析了隔热材料类型、厚度, 材料表面对流换热系数,
空气温度等参数对隔热效果的影响. 拓展分离变量法利用解析的方式求解了层合材料瞬态传热问题, 物理意
义比常规的数值方法明确, 计算效率也较高.

关键词: 层合材料, 拓展分离变量法, 瞬态传热
PACS: 44.10.+i, 44.90.+c, 44.05.+e DOI: 10.7498/aps.67.20180743

1 引 言

层合隔热材料目前广泛应用在各种保温隔热

系统中, 例如建筑墙体的隔热, 冰箱、保温箱箱壁隔
热, 航空航天器隔热等 [1−3]. 精确预测、分析多层
隔热材料瞬态传热情况对隔热系统的设计具有至

关重要的作用, 越来越多的研究者对层合材料瞬态
传热问题进行了研究, 具体可归结如下 [4−12].

Daryabeigi等 [4,5]利用有限元法研究了层合隔

热材料传热问题. Al-Sanea和Zedan [6]利用有限体

积法研究了建筑墙体中使用的层合隔热材料的瞬

态传热问题. Xu等 [7]利用有限差分法研究了层合

材料瞬态传热问题. 李金娥等 [8]利用向后差分法

得到了某层合材料的温度场数值解, 并且对其非傅
里叶传热特性做了研究. Rahideh等 [9]利用有限元

方法, 在考虑热传播速度有限的情况下研究了层
合材料瞬态传热问题. He等 [10]利用一种改进的单

元线路模型法分析了多层材料瞬态传热问题, 并

且利用该方法对材料的结构进行了优化. Wang和
Cui [11]利用玻尔兹曼格子法对某层合隔热材料进

行了瞬态传热分析, 并且对结构内部产生的热应力
进行了研究. Liu 等 [12]利用拉普拉斯变换的方式

求得了层合材料传热问题的数值解.
从文献的分析可以看出, 针对层合材料瞬态

传热问题的求解目前主要采用有限体积法、有限

元法、有限差分法、玻尔兹曼格子法等常规数值方

法 [13−18]. 因为层合材料各层热物理参数不一致,
一般不能直接用常规的分离变量法、格林函数法等

解析方法进行求解 [17,19]. 本文针对某三层隔热材
料, 将常规的分离变量法进行了拓展, 引入交界处
温度变化的斜率参数, 对每层分别利用分离变量法
进行了求解, 之后利用交界处温度相等和能量连续
条件, 求出斜率参数, 进一步求出了整个时间域内
的半解析解, 并且通过与有限元法对比验证了方法
的正确性, 利用求出的半解析解研究了某层合隔热
材料隔热层材料种类、厚度以及隔热层表面的对流
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换热系数、外部空气温度等对隔热效果的影响.

2 模型建立

本文针对一种常用的层合隔热材料进行研究

分析. 层合隔热材料主要由外壳层、隔热层、接触
层构成 [1]. 其中外壳层直接与空气接触, 对流换热;
隔热层一般采用热传导系数较低且密度较小的材

料, 起到隔热作用; 接触层直接与高温区接触 [10].
相应的几何模型如图 1所示.

 x x x x

图 1 模型示意图

Fig. 1. Schematic diagram of the model.

根据以上几何模型可以建立对应的物理模型.
相应的控制方程为

ρici
∂Ti(x, t)

∂t
− ki

∂2Ti(x, t)

∂x2
−Qi = 0,

0 6 x 6 x3, t > 0, (1)

相应的边界条件为

k1
∂T1(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0

− h0T1(x, t)|x=0

= − h0Tf = fL(t), (2)

T3(x, t)|x=x3
= Thigh = fR(t), (3)

相应的初始条件为

Ti(x, t)|t=0 = Tina, (4)

其中, i = 1, 2, 3,当 i = 1时表示外壳层, i = 2时表

示隔热层, i = 3时表示接触层. 这里, ρi表示第 i层

的密度; ci表示第 i层的比热容; ki表示第 i层的热

传导系数; Ti表示第 i层的温度函数; h0表示空气

和外壳层的对流换热系数; Tf表示空气温度; Thigh

为高温区温度; fL(t)为左侧边界条件; fR(t)为右

侧边界条件; l1 = x1, l2 = x2−x1, l3 = x3−x2, 其
中 l1为外壳层的厚度, l2为隔热层的厚度, l3为接
触层的厚度, x为位置变量, x0 = 0; t为时间变量;
Tina为初始温度; Qi表示内部热源产生的热量.

3 模型求解

3.1 求解思路

对于多层材料瞬态传热问题, 一般无法直接利
用常规分离变量法求解, 需将分离变量法进行拓
展. 在此把Ti(x, t)在时间域上分成无穷多小段, 对
于其中的第一段 [0, ∆t]时间内,如果∆t足够小,则
第 1和 2层交界处温度可表示为 (5)式, 第 2和 3层
交界处的温度可表示为 (6)式.

fFS,1(t) = vFS,1t, (5)

fST,1(t) = vST,1t, (6)

其中, fFS,n, fST,n分别表示第 1, 2层交界处和第
2, 3层交界处第n个∆t时间内的温度函数; vFS,n,
vST,n分别表示第 1, 2层和第 3, 4层交界处温度
曲线等效直线的斜率. 当n = 1, t = ∆t时,
fFS,1(t) = vFS,1∆t = T1,1(x1,∆t)−Tina, fST,1(t) =

vST,1∆t = T2,1(x1,∆t) − Tina. 此时每一层两边的
边界条件和初始条件均已知, 可分别用分离变量法
求解, 求解的各层解析表达式中 vFS,1和 vST,1为未

知数, 根据各层交界处温度相等且能量连续可以求
解 vFS,1和 vST,1, 进而求得在 [0, ∆t]时间内的温度
解析解, 之后可将∆t时刻的初始温度作为下一个

[0, ∆t]时间段的起始温度, 进行下一段求解, 直至
第n段即可求得整个温度场, 解法原理如图 2所示.
其中Ti,n表示第 i层第n段的温度场解析解.


Tina

Ti֒

Dt Dt

Ti֒n



fST,1↼t↽/vST,1t

fFS,1↼t↽/vFS,1t

图 2 解法原理

Fig. 2. Principle of the method.

3.2 解析解推导

第 i层在第n个 [0, ∆t]时间内的控制方程为

ρici
∂Ti,n(x, t)

∂t
− ki

∂2Ti,n(x, t)

∂x2
−Qi = 0,
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0 6 x 6 x3, 0 6 t 6 ∆t. (7)

最左侧边界条件为

k1
∂T1,n(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0

− h0T1,n(x, t)|x=0

= fL,n(t). (8)

第 i, i+1层交界处的温度为 (i = 1, 2)

Ti,n(x, t)|x=xi
= fi,i+1,n(t)

=

Tina + vi,i+1,1t, n = 1,

Ti,n−1(x1,∆t) + vi,i+1,nt, n > 1,
(9)

其中 f1,2,n(t) = fFS,n(t), f2,3,n(t) = fST,n(t),
v1,2,n = vFS,n, v2,3,n = vST,n. 最右侧的边界
条件为

T3,n(x, t)|x=x3 = Thigh = fR(t). (10)

初始条件为

Ti,n(x, 0) =

Tina, n = 1,

Ti,n−1(x,∆t), n > 1.
(11)

为了将边界条件齐次化, 令:

w1,n(x, t)

=

(
x

k1 + h0x1
− x1

k1 + h0x1

)
fL,n(t)

+

(
h0x

k1 + h0x1
+

h0

k1 + h0x1

)
fFS,n(t), (12)

w2,n(x, t)

=

(
− x

x1 − x2
x+

x1

x1 − x2

)
fST,n(t)

+

(
− x

−x1 + x2
x+

x2

−x1 + x2

)
fFS,n(t), (13)

w3,n(x, t)

=

(
− x

x2 − x3
x+

x1

x2 − x3

)
fR,n(t)

+

(
− x

−x2 + x3
+

x3

−x2 + x3

)
fST,n(t), (14)

Ti,n(x, t) = ui,n(x, t) + wi,n(x, t), (15)

结合 (8)—(10)式, (12)—(15)式可得

k1
∂u1,n(x, t)

∂t

∣∣∣∣
x=0

− h0u1,n(x, t)|x=0 = 0, (16)

ui,n(x, t)|x=xi
= 0, i = 1, 2, 3, (17)

相应的初始条件为

ui,n(x, 0) =Tina − wi,1(x, 0), n = 1,

Ti,n−1(x,∆t)− wi,n−1(x,∆t), n > 1.
(18)

把 (15)式代入 (7)式可得

ρici
∂ui,n(x, t)

∂t
= ki

∂2ui,n(x, t)

∂x2
+ qtsi,n, (19)

qtsi,n = −ρici
∂wi,n(x, t)

∂t
+ ki

∂2wi,n(x, t)

∂x2
+Qi.

(20)

选取 (19)式的特征方程为

ρici
∂ui,n(x, t)

∂t
= ki

∂2ui,n(x, t)

∂x2
, (21)

采取分离变量法, 令:

ui,n(x, t) = Yi,n(x)Gi,n(t), (22)

将 (22)式代入 (21)式得
d2Yi,n(x)

dx2
+ λYi,n(x) = 0. (23)

结合 (16), (17)和 (22)式可得

k1
dY1,n(x)

dx

∣∣∣∣
x=0

− h0Y1,n(x)|x=0 = 0, (24)

Yi,n(xi) = 0. (25)

相应的本征函数为

Yi,n,m(x) =


cos

√
λi,n,mxix+

h0

k1
√
λi,n,m

sin
√
λi,n,mxix, i = 1,

cos(
√
λi,n,mx) sin(

√
λi,n,mxi−1)− cos(

√
λi,n,mxi−1) sin(

√
λ2,n,mx), i = 2, 3.

(26)

当 i = 1时, λ1,n,m为 (27)式的正根, m = 1, 2,
3, · · · ,

k1
√
λ1,n

h0
+ tan

√
λ1,nx1 = 0. (27)

当 i = 2, 3时, λi,n,m为 (28)式的正根, m = 1, 2,

3, · · · ,

cos
(√

λi,nxi

)
sin

(√
λi,nxi−1

)
− cos

(√
λi,nxi−1

)
sin

(√
λi,nxi

)
= 0. (28)

经检验知下式成立,

214401-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 67, No. 21 (2018) 214401∫ xi

xi−1

Yi,n,m(x)Yi,n,k(x)dx

=

0, for m ̸= k,

δi,n,m, for m = k.
(29)

所以Yi,n,m(x)满足正交特性. 此时令

ui,n(x, t) =

∞∑
m=1

Yi,n,m(x)Bi,n,m(t), (30)

将 (30)式代入 (19)式并在 [xi−1, xi]内积分, 结合
(29)式可得

B′
i,n,m(t) +

kiλi,n,m

ρici
Bi,n,m(t) = q̄tsi,n,m, (31)

q̄tsi,n,m =
1

ρici

1

δi,n,m

∫ xi

xi−1

qtsi,n,mYi,n,m(x)dx.

(32)

由参考文献 [20]知 (31)式的解为

Bi,n,m(t)

= e−αitBi,n,m(0) + e
−αit

∫ t

0

eαitq̄tsi,n,mdt,

(33)

其中,

αi =
kiλi,n,m

ρici
, (34)

Bi,n,m(0) =


1

δi,n,m

∫ xi

xi−1

[Tina − wi,n(x, 0)]Yi,n,m(x)dx, n = 1,

1

δi,n,m

∫ xi

xi−1

[Ti,n−1(0,∆t)− wi,n(x,∆t)]Yi,n,m(x)dx, n > 1.

(35)

结合 (15)和 (30)式知

T1,n(x, t) =

∞∑
m=1

B1,n,m(t)Y1,n,m(x)

+ w1,n(x, t). (36)

3.3 确定vFS,n和vST,n

在3.2节中推导的第n个 [0, ∆t]时间内的解均
含有未知数 vFS,n和 vST,n, 根据交界处温度相等且
能量连续可列出下式,

ki
∂Ti,n(x, t)

∂x
|x=xi = ki+1

∂Ti+1,n(x, t)

∂x
|x=xi ,

i = 1, 2, (37)

由 (36)式可解出未知数 vFS,n和 vST,n, 进一步求得
整个时间域内的温度场.

4 数值算例

本文对一种常见的隔热材料进行研究, 该隔热
材料共分为三层, 第一层为外壳层, 采用的材料为
聚乙烯板 (PE), 第二层为隔热层, 采用的材料为聚
氨酯泡沫塑料 (PUR)或者真空隔热材料 (VIP), 第
三层为接触层, 采用的材料为聚丙烯板. 外壳层和
空气对流换热, 接触层直接与高温区接触, 计算时
取Thigh = fR(t) = 100 ◦C, 隔热层内部无热源产
热, 即Qi = 0. 各层的物理参数如表 1所列 [21−24].

表 1 各层物理参数

Table 1. Physical parameters of each layer.

i 材料
ρn/

kg−1·m−3

kn/

W·m−1·◦C−1

cn/

J·kg−1·◦C−1

ln/

mm

1 PE 950 0.047 1380 5

2 PUR 50 0.025 1460 —

VIP 200 0.003 1200 —

3 PP 920 0.040 1337 5

图 3分析了不同的隔热层材料对温度沿着x方

向分布情况的影响, 计算时取Tina = Tf = 25 ◦C,
h0 = 5 W/(m2·◦C). 图中实线为隔热层采用常规
PUR时的计算结果, 虚线为隔热层采用VIP时的
计算结果, 圆圈表示的数据为有限元方法计算的结
果, 可以看出, 有限元方法计算结果和本文方法计
算的结果完全一致,从而可验证本文方法的正确性.
从图 3还可以看出在加热时间 t = 120 s时, 若采
用PUR, 温度在20 mm < x < 30 mm发生了变化,
若采用VIP, 此时温度只在 25 mm < x < 30 mm
范围内发生变化, 分析原因是因为VIP热传导系数
极低, 具有较强的隔热作用. 当隔热层采用PUR
时在 t = 1和 10 h时温度分布基本无变化, 说明在
t = 1 h时已经达到平衡状态. 当采用VIP时 t = 5

和 10 h时温度分布基本无变化, 说明在 t = 5 h时
已经达到平衡状态.
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图 3 不同的隔热层材料对温度沿 x分布的影响

Fig. 3. Effects of different insulation materials on tem-
perature distribution along x.

图 4分析了不同的隔热层材料对不同位置温
度变化的影响. 图 4中A线和B线表示在接触层
和隔热层交界处温度随时间变化情况, 其中A线
为隔热层采用VIP时计算的结果, B线为隔热层采
用PUR时计算的结果, 可以看出, 采用VIP时该位
置温度随时间上升较快, 该位置在隔热层右侧, 说
明VIP隔热情况好. 图 4中C线和D线表示外壳层
和隔热层交界处温度随时间变化情况, 其中C线
表示隔热层材料采用VIP时的计算结果, D线表示
隔热层材料采用PUR时的计算结果, 可以看出采
用PUR时温度上升较快, 说明PUR较VIP隔热效
果差, 漏热量较大, 导致隔热材料左侧温度上升较
快. 图 4中E线和F线表示外壳层表面温度随时间
变化情况, 其中E线表示隔热层采用VIP时的计算
结果, F线表示隔热层采用PUR时的计算结果, 可
以看出采用VIP时温度随时间上升较缓慢, 说明此
时隔热效果好. 从图 4还可以看出当隔热层采用
PUR时各位置温度更快趋于稳定 (在经过 1 h之后
各位置温度基本不再变化).

图 5分析了对流换热系数h0对不同位置温度

变化的影响, 计算时取Tina = Tf = 25 ◦C, 隔热
层采用PUR, 隔热层厚度取 20 mm, 外壳层表面
各空气对流换热, 据文献 [25]空气自然对流换热
系数5—25 W/(m2·◦C), 强制对流换热系数为 20—
100 W/(m2·◦C). 图 5中A线和B线表示隔热层和
接触层交界处, h0分别取100和5 W/(m2·◦C)时温
度随时间的变化. 从图 5可以看出A线和B线基本
重合, 分析原因是因为该位置远离外壳层表面, 所
以外壳层表面对流换热系数的改变对该位置温度

变化情况影响较小. 图 5中C线和D线表示外壳层

和隔热层交界处, h0分别取100和5 W/(m2 ·◦C)时
温度随时间的关系,可以看出h0 = 100 W/(m2·◦C)
时温度增加略缓慢. 图 5中E线和F线表示外壳层
表面处, h0分别取 100和 5 W/(m2·◦C)时温度随
时间的变化关系, 同样可以看出随着时间增加,
h0 = 100 W/(m2·◦C)时温度增减略显缓慢, 同时
可以看出越靠近外壳层表面, 对流换热系数对温度
变化的影响越大.
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图 4 不同的隔热层材料对不同位置温度变化的影响

Fig. 4. Influences of different insulation materials on
temperature variation at different locations.
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图 5 对流换热系数 h0对温度变化的影响

Fig. 5. Effects of h0 on temperature variation.

图 6给出了对流换热系数对温度沿着x方向

分布的影响, 其中E线和F线表示在 t = 30 s时
对流换热系数分别取 100和 5 W/(m2·◦C)时的温
度分布情况, 其中C线和D线表示在 t = 600 s时
对流换热系数分别取 100和 5 W/(m2·◦C)时的温
度分布情况, 可以看出, C线和D线、E线和F线
基本重合, 分析原因是时间较短, 热量传递较少,
外壳层表面的对流换热系数对温度分布情况影

响较小. 图 6中A线表示在 t = 1800 s时对流换
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热系数取h0 = 100 W/(m2·◦C)时温度分布情况,
图 6中B线表示在 t = 1800 s时, 对流换热系数取
h0 = 5 W/(m2·◦C)时温度分布情况, 通过比较可
以发现, 对流换热系数越大, 温度越低, 越靠近外壳
层表面温度相差越大.
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图 6 对流换热系数 h0对温度沿 x方向分布的影响

Fig. 6. Effects of h0 on temperature distribution along x.

图 7给出了隔热层厚度 l2对不同位置温度变

化情况的影响. 图 7中A线和B线表示在接触层和
隔热层交界处温度随时间变化情况, 其中A线表示
隔热层厚度取10 mm时的计算结果, B线表示隔热
层厚度取20 mm时的计算结果,因该位置在隔热层
右侧, 所以隔热层厚度越大, 隔热效果越好, 温度上
升越快. 图 7中C线和D线表示在外壳层和接触层
交界处温度随时间变化情况, 其中C线表示隔热层
厚度取 10 mm, D线表示隔热层厚度取 20 mm, 此
时发现隔热层越厚, 温度上升越缓慢. 图 7中E线
和F线表示在外壳层表面温度随时间变化情况, 其
中E线表示隔热层厚度取 10 mm, F线表示隔热层
厚度取 20 mm, 此时隔热层越厚, 温度上升越缓慢,
隔热效果越好.

图 8分析了隔热层厚度对保温效果的影响,
计算时取Tina = 25 ◦C, 隔热层采用PUR, h0 =

5 W/(m2 · ◦C). 图中A线表示在空气温度取 25 ◦C
时, 经过 1 h后外壳层表面温度随隔热层厚度的
变化情况, 发现隔热层厚度取值越大, 外壳层表
面温度越接近空气温度. B线表示在空气温度
Tf = 15 ◦C时外壳层表面温度随隔热层厚度的变化
情况, 发现空气温度取较低值时, 外壳层表面温度
较低. C线和D线分别表示空气温度取 25和15 ◦C
时, 外壳层表面热流密度随隔热层厚度的变化, 可
以看出隔热层厚度越厚, 外壳层表面热流密度越

小, 隔热效果越好, 空气温度取值较低时, 外壳层热
流密度较大. 外壳层热流密度计算公式为

Q = h0(Tb − Tf), (38)

其中Q表示热流密度, Tb表示外壳层表面温度.
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图 7 隔热层厚度 l2对温度场变化的影响

Fig. 7. Effect of l2 on temperature change.
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Fig. 8. Effect of l2 on insulation effect.

5 结 论

利用一种拓展的分离变量法对层合材料瞬态

传热问题进行了求解, 并利用该方法对某层合隔热
材料进行了瞬态传热分析, 所得结论可归结如下.

1)对层合材料瞬态传热问题可将其温度场在
时间域分割成微小时间段, 在各微小时间段内假设
各层边界条件后, 可利用分离变量法对各层单独求
解, 根据交界面温度相等且能量连续, 进一步求得
每个时间段的解析解, 从而可求解整个温度场.

2)该方法的计算结果和有限元法计算结果一
致, 从而验证了该方法的正确性.
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3)利用本文的方法可预测层合材料瞬态传热
时各位置温度随时间变化的精确值以及不同时刻

层合材料温度分布的精确值.
4)分析了层合隔热材料隔热层的材料选取、厚

度、表面对流换热系数、空气温度等参数对温度

场分布的影响, 可为隔热系统的设计提供一定的
依据.

本文方法在后续可从以下两方面进行更深入

的研究和改进:
1)考虑层合材料接触面的热阻问题, 使该方法

更贴合工程实际;
2)将该方法拓展, 用来解决二维、三维传热问

题, 以适应更多的工程应用场景.
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Abstract
In general, when the one-dimensional heat conduction equation is solved by the method of separation of variables,

we need to know the governing equations, two boundary conditions and initial condition. Because the thermophysical
parameters in different layers of laminated materials are different, the heat conduction model cannot be expressed by
the same governing equation. For each layer of laminated material, the boundary condition is unknown. That equation
can-not be solved directly by the general separation variable method. In this work the separation of variable method is
extended. The temperature field of laminated material’s heat transfer is divided into many minute time intervals on the
time axis. Based on differential conception, in a minimum time interval, the temperature at the junction of laminated
materials can be considered to be proportional to time. Assume that the slope coefficient makes the boundary condition
known, then for each layer of laminated materials, the general separation of variables method will be used to solve the
temperature field. According to the same temperature and the energy continuity at the junction of laminated materials,
one can solve the slope coefficient. The temperature field in the whole time domain can be obtained through cycling.
Then the three-layer insulation materials are analyzed by the extended separation variable method. The correctness of
the method is verified by comparing the calculated results with those from the finite element method. The influences
of the type and thickness of heat insulation layer, heat transfer coefficient, air temperature on the heat insulation are
studied. It is found that the thermal conductivity of the thermal insulation layer has a great influence on the insulation.
The material with low heat conduction coefficient can enhance the heat insulation effect. The thicker the thickness of
the insulation layer, the more slowly the surface temperature of the heat insulation material rises, and the lower the final
temperature, the better the insulation effect is. The thicker the thickness of the insulation layer, the smaller the heat flux
density of the heat insulation material shell is, and the better the heat insulation effect when the heat transfer reaches a
stable state. All calculation results are consistent with physical phenomena. In this work, the analytical method is used
to solve the heat transfer problem of laminated materials. Compared with the general numerical methods, the analytical
method presents clear physical meaning and high efficiency of operation as well.

Keywords: laminated materials, extended separation of variables, transient heat transfer
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