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大气边界层模式中随机参数的反演与

不确定性分析∗
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在大气边界层气象中湍流黏性系数是一个很重要的参数, 通过直接观测往往无法得到其准确值, 仅能通
过间接观测获得大致范围. 本文选用随机广义Ekman动力近似模式中的湍流黏性系数进行反演研究与不确
定性分析. 首先利用风速观测数据, 并采用基于混沌多项式的集合Kalman滤波方法对系数进行反演, 降低其
不确定性, 缩小可能取值的范围, 该方法的核心思想是将集合Kalman滤波方法中求解模式不确定性传播的
方法由蒙特卡罗法改为混沌多项式展开, 从而避免大规模采样带来的计算资源耗费. 然后进行数值实验, 结
果表明该方法能够有效且快速地求解出湍流黏性的后验概率分布, 从而达到降低系数不确定性的目的. 根据
系数的先验分布计算出风速的先验分布, 从而找到风速不确定性大的区域, 且揭示了在不确定性大的区域内
的观测数据进行系数反演可得到十分明显的效果, 这对于观测点位置的选择提供了重要的指导.

关键词: 混沌多项式展开, 集合Kalman滤波, 随机广义Ekman动量近似模式, 不确定性
PACS: 92.60.Fm, 02.30.Zz, 05.10.Gg DOI: 10.7498/aps.67.20181014

1 引 言

行星大气边界层的研究对于气候模式和数值

预报模式的发展很重要, 边界层模式的选择非常关
键 [1]. 完整的边界层模式过于复杂不利于计算与分
析, 简化的Ekman模式过于简单无法描述边界层
的非线性特征. Tan和Wang [2]提出的广义Ekman
动量近似模式既保留了惯性项的作用, 又考虑了湍
流黏性系数随高度的变化, 是一个研究大气边界层
实用且有效的模式. 在该模式中, 一个非常重要的
参数就是湍流黏性系数, 它是反映湍流效应的参
数 [3]. 通常, 直接测量出准确的湍流黏性系数较为
困难, 所以人们希望得到不确定性较小的湍流黏性
系数.

根据湍流黏性系数的分布计算出风速的分布,
叫做 “正向不确定量化”或者 “预报模式” [4]. 实际
上湍流黏性系数是确定的, 但是由于观测误差等原
因无法准确获知其准确值, 仅能得到大致的分布,
所以必须收集更多的信息来缩小分布的范围. 通过
风速的观测反演降低湍流黏性系数的不确定性, 叫
做 “逆向不确定量化”或者 “逆模式” [5]. 不确定性
问题的研究比确定性问题困难, 同时, 因为反问题
是不适定问题, 这意味着解可能不存在、解存在但
是多解或解不稳定. 反问题的研究比正问题的研
究困难很多 [6], 所以逆向不确定问题的研究更加困
难, 而且由于观测数据存在着不可避免的误差, 观
测中包含的信息通常不足以确定所有的不确定参

数, 所以参数的不确定性不能被消除, 只能降低.
反问题一般根据贝叶斯理论来求解, 利用给定
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的参数先验分布结合模式输出量计算得到参数的

后验分布. 但是它在大部分情况下都不能被解析
地表达, 所以必须通过采样的方法来表达后验分
布的不确定性, 常用的方法有马尔可夫链蒙特卡
罗抽样方法 (Markov chain Monte Carlo, MCMC),
基于Metropolis-Hastings算法 [7], Gibbs采样器 [8],
粒子滤波 [9]. 但是这些采样的方法需要大量的样
本, 每一个样本均需要进行一次模式的计算, 所以
占用了大量的计算资源.

一种常用的能够解析计算后验分布的方法叫

做Kalman滤波 [10], 它的要求是模式必须是线性
的, 而且先验分布与观测误差分布必须是正态分
布. 这种情况下模式参数的后验分布同样是正态分
布,它的特征能够用前两阶矩即均值与方差来表征.
但是实际大部分大气海洋数值模型是非线性的, 而
且观测模型也是非线性的. 对于非线性系统, 可以
用Kalman滤波得到一个较为准确的近似解, 其难
点在于在耗费较少计算资源的情况下怎样由参数

的分布计算得到模式输出的分布. 扩展Kalman滤
波方法 (extended Kalman filter, EKF)是Kalman
滤波的近似, 将非线性模式在分析值处进行Tay-
lor展开到一阶, 略去高阶项, 再进行Kalman滤
波过程 [11]. 但是在计算过程中由于非线性会导
致协方差矩阵的不稳定性, 而且计算量大. 集合
Kalman滤波方法 (ensemble Kalman filter, EnKF)
首先利用蒙特卡罗法来求解不确定性在非线性系

统中的传播 [12,13], 然后计算得到Kalman增益矩
阵. Evensen [13]最早把EnKF用到数据同化中, 他
利用概率论上一些理论与简单数值实验说明该方

法的可行性. 由于EnKF便于实施, 故在很多领域
都得到了广泛的应用. 但是由于EnKF基于蒙特卡
罗方法, 所以其准确性就与样本的大小密切相关,
而大模式样本需要非常多的计算资源. Kalman滤
波类的方法通常是采用递归的方式来进行, 对于每
个数据序列上的数据均进行一次滤波计算, 这样前
一次的后验分布作为后一次的先验分布, 这种过程
被称为 “顺序数据同化”.

混沌多项式展开 (polynomial chaos expansion,
PCE)可以作为蒙特卡罗法的代替, 其本质就是利
用一组正交随机多项式展开来表达不确定性 [14,15].
根据Askey方案 [16], 当分布已知的情况下, 最优的
正交基函数就是确定的, 所需要求解的就是待定的
多项式系数. 当系数求解出来后, 就会很快求出随

机变量的统计矩 [17]. 所以混沌多项式展开方法的
关键就是求解多项式系数. 有很多方法可以求解此
系数, 例如随机Galerkin方法 [15], 回归法 [18], 概率
配点法 [19]. 本文中利用回归法来求解系数, 它是一
种非浸入式方法, 不需要对原模式计算代码进行更
改, 只需要进行少量的采样, 然后求解方程组即可
求得系数. 该方法易于理解, 便于实施, 而且在消
耗较少资源的情况下能达到较高的精度. 模式输
入与输出变量采用混沌多项式表达, 利用基函数的
正交性求出输出变量的统计矩, 避免了使用蒙特卡
罗法, 能够节省计算资源. 这种方法就被称为基于
混沌多项式的集合Kalman滤波方法 (polynomial
chaos-ensemble Kalman filter, PC-EnKF) [20].

本文试图利用PC-EnKF求解观测值为风速的
情况下湍流黏性系数的后验分布, 以降低系数不确
定性和提供更可靠的范围. 而且, 还可以根据先验
的风速分布确定出有效观测的区域, 为观测点位
置的选择提供强有力的指导. 由于实际观测数据
难以获得, 所以本文采用数值实验的方式验证该
方法的有效性和可靠性. 本文第 2部分介绍随机广
义Ekman动量近似模式以及预报模式的求解方法;
第3部分介绍逆模式以及Kalman滤波类算法; 第4
部分介绍数值实验及其分析; 第 5部分给出总结与
讨论.

2 随机广义Ekman动量近似模式

2.1 模 式

本文采用Tan和Wang [2]提出的广义Ekman
动量近似模式 (general Ekman momentum approx-
imation model, GEM), 该模式简单且同时保留了
系统的非线性特征. 将模式中湍流黏性系数由确
定性的参数变为符合某种分布的不确定性参数,
此时该模式演变成广义Ekman动量近似的随机
边界层模式 (stochastic general Ekman momentum
approximation model, SGEM). 模型如下:

∂

∂z

(
K(z, ξ)

∂u

∂z

)
+ a1u+ b1v = c1,

∂

∂z

(
K(z, ξ)

∂v

∂z

)
+ a2u+ b2v = c2,

(1)

其中湍流黏性系数K是随高度 z变化的随机变量,
ξ代表的是随机变量, (u, v)代表 (x, y)方向上的风

速分量;
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a1 = −∂ue
∂x

, b1 = f − ∂ue
∂y

,

c1 = fvg +
∂ue
∂t

,

a2 = −
(
f +

∂ve
∂x

)
, b2 = −∂ve

∂y
,

c2 = −fug +
∂ve
∂t

.

(2)

(2)式中, f代表Coriolis参数, 在本文中假定为常
数; (ue, ve)为经典Ekman模式的解, (ug, vg)为地

转风. 方程 (1)的边界条件为: u|z=0 = 0, v|z=0 =

0; u|z=Hb = uT, v|z=Hb = vT. 其中Hb代表边界层

的厚度, 在本文中假设Hb = 1500 m; (uT, vT) 代

表边界层顶部的风速, 可由地转动量近似模型求
得. 本文在空间、时间方向上将方程 (1)离散化, 然
后直接进行数值计算.

2.2 SGEM正模型求解

对于此随机模式的解法, 本文拟采用混沌多
项式展开的方法. 根据Askey方案 [16], 若湍流黏
性系数K的分布已知, 其对应的最优混沌多项式
基函数Ψ也就确定下来了. 然后将输入随机变量
K与输出随机量 (u, v)在此基函数上展开, 不同的
是K的系数是已知的, 而 (u, v)的系数是需要求解

的. 所以问题由求解 (u, v) 的分布变为求解其多

项式展开的系数. 本文中采用回归法求解展开系
数, 此方法简单有效, 易于理解, 在使用较少计算资
源的情况下也能有不错的效果. 主要的思想就是
对随机变量采样 (样本数应该大于两倍的混沌多项
式的项数) [17], 然后计算得到解的样本集和多项式
基函数的样本集, 最后求解超定方程组, 结果为多
项式展开的系数. 将SGEM模式记为U = g(K),
输入随机变量K为湍流黏性系数, 输出随机变量

U = (u, v), 其展开形式为U(ξ) ≈
P∑
i=0

Ui(z)Ψi(ξ).

Ψi(ξ)为多项式基函数, ξ = [ξ1, ξ2, · · · , ξd]
T; P + 1

为多项式的个数, 它与随机变量的维数d和截断的

阶数 r有关,即P +1 = (d+r)!/(d!r!) [4]. 求解流程
如图 1所示.

3 逆模式及Kalman滤波类算法

若模式参数K是未知的, 但我们可以根据专
家猜值或者一些直接的但精度有限的观测得知其

先验的概率密度函数 p(K), 风速U可以通过观测

得到. 为了降低参数的不确定性, 得到一个更加
接近真值的估计值, 可以利用带误差的观测U∗.
U∗ = U +eU ,误差eU符合另一概率密度函数. 求
解逆模式的目的就是估计出参数K在已知观测U∗

的情况下的后验概率密度p(K|U∗).

ki

GEM

Ui

K

AU/U

U/↼U֒ U֒SSS֒UP↽T

U/↼U֒ U֒SSS֒UN↽T

U
j ↼j/֒ SSS֒ N↽

Kj
aSkiΨi(ξj) (j=֒ SSS֒ N↽

Ψ(ξ) ΨP(ξ)

i/

P

Ψi(ξ) (i=0, ֒ SSS֒ P↽

Ψi(ξ) (i=0, ֒ SSS֒ P↽ξj (j=֒ SSS֒ N↽
KaSkiΨi(ξ)

i/

P

U/g↼K↽

U:↼u֒v↽

A/↼            ↽
⊲⊲⊲

Ψ(ξN) ΨP(ξN)⊲⊲⊲

⊲⊲
⊲

⊲⊲
⊲⊲⊲⊲

图 1 SGEM预报模式求解流程图

Fig. 1. The flow chart for solving the SGEM.

3.1 Kalman滤波

Kalman滤波能给出准确的后验概率密度函
数, 但它有着较高的限制条件: 1)模式必须是线性
的; 2)参数的先验密度函数p(K)与误差eU均服从

正态分布. 此时, 参数的后验概率密度函数同样
服从正态分布, 其特征可以用均值µK|U∗与协方差

CKK|U∗来表达. 其求解过程如下.
第一步 预测, 利用参数K先验分布通过线

性随机模式求出输出量U的分布, 又叫做预报模
式求解过程. 由于模式是线性的且均服从正态分
布, 所以很容易得到µU , CUU , CUK . µU代表U

的先验/预测均值, CUK是U和K的先验协方差,
CUU是向量U的先验/预测协方差. 然后计算得到
Kalman增益矩阵G. G = CKU (CUU +R)−1, 式
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中, CKU = (CUK)T, R是误差eU的协方差矩阵,
通常是预先给定的.

第二步 分析. 通过观测值来调整参数K的

分布, 求出后验分布, 具体来说就是求出后验均值
与后验方差, 可以通过下列公式得到:

µK|U∗ = µK +G(U∗ − µU ),

CKK|U∗ = CKK −GCUK . (3)

其中µK和CKK分别代表参数K的先验的均值和

协方差.
通常, 观测数据是一个序列, 所以Kalman滤

波也会通过递归进行, 每一个观测数据均会进行一
次Kalman滤波过程. 也就是说, 根据前一次观测
数据而求得后验分布会作为后一次Kalman滤波的
先验分布.

3.2 EnKF

Kalman滤波方法只适用于线性模式, 而大气
海洋科学中大部分模式都是非线性的. 对于非线性
不太强的模式, 我们可以用EnKF方法给出一个近
似解, 得出的后验分布不一定符合正态分布, 但也
是单峰型的, 可以用前两阶矩 (均值和方差)来表示
其特征. 对于非线性模式, 通常采用蒙特卡罗法来
求解输出变量的先验/预测分布, 这就是EnKF. 首
先根据输入参数的先验分布采样, 得到一组参数的
样本集, 然后对每一个样本进行确定预报模式的计
算, 得到输出变量的样本集.

Ui = g(Ki) i = 1, 2, · · · , N. (4)

在输出变量样本集的基础上可以计算得到均

值、协方差以及与输入参数的协方差.

µ̂U =
1

N

N∑
i=1

Ui,

ĈUU =
1

N − 1

N∑
i=1

(Ui − µ̂U )(Ui − µ̂U )T,

ĈUK =
1

N − 1

N∑
i=1

(Ui − µ̂U )(Ki − µ̂K)T. (5)

然后是分析步, 由于是采样的方法, 需要对每
一个样本进行更新:

Kupdate
i =Ki +G(U∗

i − g(Ki))

i = 1, 2, · · · , N. (6)

之后同样进行递归的过程. 可以看到在 (6)
式中需要对观测U∗根据给定的协方差进行扰动

后采样得到U∗
i , 这就会产生不必要的采样误差.

Whitaker和 Hamill [21]提出了集合均方根滤波方

法 (ensemble square root filter, EnSRF), 此方法
可以使用确定性的观测数据, 这样就可以避免在
观测时产生采样的误差. 这种方法将参数K的均

值和扰动分别进行更新. 均值的更新使用标准的
Kalman 增益矩阵, 而扰动的更新使用修正的增益
矩阵:

G̃ =CKU ((
√
CUU +R)−1)T

× (
√
CUU +R+

√
R)−1. (7)

在本文中, 我们EnSRF方法来进行反演的
过程.

3.3 PC-EnKF

EnKF使用蒙特卡罗法进行输出变量的不确
定量化, 而蒙特卡罗法的收敛速度慢且需要足够大
的样本来保证结果的准确性, 这就造成了巨大的计
算负担, 特别是对于大型非线性模式. 为了在不显
著增加计算量的情况下增加逆模式的求解精度, 本
文采用EnKF的另外一个变种: 基于混沌多项式的
集合Kalman滤波方法 (PC-EnKF). 此方法类似于
EnKF, 只是在预报模式中采用混沌多项式展开来
代替蒙特卡罗法进行不确定性量化. 由于混沌多项
式展开的关键在于多项式的系数, 所以将EnKF中
样本的更新改变为多项式系数的更新. 具体实施步
骤如下.

第一步 预测. 首先根据参数K的先验

分布找出其最优的多项式基函数Ψi(ξ), ξ =

[ξ1, ξ2, · · · , ξd]
T是由一组给定的概率密度函数的

相互独立的随机变量组成的, 例如标准正态分
布、均匀分布等. 然后在此基函数上展开得到:

K(ξ) ≈
P∑
i=0

kiΨi(ξ). 由于其先验分布是已知的,

所以系数 ki也是已知的. 然后利用上文说到的

预报模式求解方法, 求出U(ξ) ≈
P∑
i=0

UiΨi(ξ), 其

中Ui是多项式展开系数. 在本文中, 假设参数服
从正态分布, 其对应的最优多项式为Hermite 多
项式 [4,22]. 混沌多项式都有着标准正交的特性,
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E(Ψi(ξ)Ψj(ξ)) = δij , δij是Kronecker delta函数.

δij =

0 i ̸= j,

1 i = j.
(8)

第一项基函数Ψ0(ξ) = 1代表均值项, 之后的基函
数均代表扰动项, 各个扰动项的均值为零. 根据这
些性质, 我们可以很快得到其统计特征:

µU =

P∑
i=0

UiE(Ψi(ξ)) = U0,

CUU = E((U − µU )(U − µU )T)

= E

(( P∑
i=1

UiΨi(ξ)

)( P∑
j=1

UjΨj(ξ)

)T)

=

P∑
i=1

UiU
T
i ,

CUK = E((U − µU )(K − µK)T)

= E

(( P∑
i=1

UiΨi(ξ)

)( P∑
j=1

kjΨj(ξ)

)T)

=
P∑
i=1

Uik
T
i . (9)

结合误差eU的协方差R, 而且注意到CKU =

(CUK)T, 可以计算出Kalman增益和修正的增益.
第二步 分析. 将观测数据同化进来, 由此调

整得到参数K的后验分布的多项式展开系数. 本
文中我们采用EnSRF策略进行更新, 所以分为均
值更新与扰动更新:

K(ξ)aSkiΨi(ξ)
i/

l/֒
P

i/

i/

P

P

l

U(ξ)aSUiΨi(ξ)
i/

P

K(ξ)aSkiΨi(ξ)
i/

P

U 
⇀↼l↽

U 
⇀/[U 

⇀↼↽֒ U 
⇀↼↽֒ SSS֒ U 

⇀↼Nobs↽♯

Ψ(ξ)=1: 

SGEM: U/g↼K↽

G   G   

R

K

Ψi(ξ) (i=1,SSS,P): ( )

֒ ֒

֒ ⊲

i j

i j




/

R/E↼eUeU
↽

µU/U֒

µΚ|U⇀/kupdate֒

CUU/SUiUi
T֒

CKU/SkiUi
T⊲

j/
j j



P

CΚΚ|U⇀/S↼kupdate↽↼kupdate↽T⊲

l/l⇁֒

kl/kupdate֒ l Nobs ⋆
l

U  /U⇁eU

T

ξ/♭ξ1,ξ2,SSS,ξd♯T. 

E↼Ψi↼ξ↽Ψj↼ξ↽↽/

Ψi(ξ)  (i=0,1,SSS,P): 

kupdate/kj֓GUj֒ j/֒֒SSS֒Pj
l

kupdate/k⇁G↼U*(l)֓U↽
l

~

~

~

G/CKU↼CUU⇁R↽-1

G/CKU♭↼  CUU⇁R ↽-1♯T↼  CUU⇁R ⇁  R↽-1⊲

图 2 利用PC-EnKF减少参数不确定性求解流程图
Fig. 2. The flow chart for reducing the uncertainty by PC-EnKF.
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kupdate
0 = k0 +G(U∗ − U0),

kupdate
j = kj − G̃Uj j = 1, 2, · · · , P. (10)

如有多次的观测, 可利用递归的方式进行计
算, 根据前一次观测数据而求得后验分布会作为后
一次Kalman滤波的先验分布.

后验分布的均值与方差容易求得:

µK|U∗ = kupdate
0 ,

CKK|U∗ =
P∑

j=1

(kupdate
j )(kupdate

j )T. (11)

其流程如图 2所示.

4 数值实验

为了验证PC-EnKF在反演SGEM中湍流黏
性系数K不确定性时的有效性. 本文选取一类典
型的气旋性地转切变流进行实验, 其表达式为 [2]:

ug = u0 − αy, vg = 0, (12)

其中u0 = 20 m·s−1; α为常数, 取α = 0.4f , 而
f = 10−4 s−1. 由于实际观测数据较难获得, 本文
决定采用模拟观测数据进行数值实验, 在后续的研
究中再使用实际观测数据.

我们假设反演两种类型下的湍流黏性系数; 第
一种, 湍流黏性系数是常数, 不随高度变化; 第二
种, 湍流黏性系数是随高度变化的量.

4.1 实验一

为了避免湍流黏性系数出现负值的情况,
我们假设π = log(K), π服从正态分布. 根据
湍流黏性系数取值的大致范围确定先验分布

π ∼ N(2, 0.42), 然后按照先验分布随机采样得
到一个样本作为参考的真值参数, 然后根据确定
性的GEM模式计算得到相应的风速, 在此基础
上叠加符合正态分布的观测误差R ∼ N(0, 0.22),
N代表正态分布, 各点的误差假定是相互独立的,
由此生成模拟观测数据. 观测数据随高度变化
U∗(l) = U∗(zl), l = 1, 2, · · · , NH, NH为垂直方向

格点数, 在每个点上均进行一次Kalman滤波, 这
样就形成一个递归的过程. 我们将垂直方向分成
51个格点, 这样就会有 49个Kalman滤波过程 (因
为要去除两个固定边界条件). 按照图 2所示的流
程图进行反演, 为了直观地显示递归过程中的不确
定性降低, 每进行十六次循环, 绘制一次模式输入
量π和对应的模式输出量U的后验分布的均值和

方差图形.

n/ n/ n/ n/

⊲

⊲

⊲

n n

p p

(a) (b)

n/ n/ n/

⊲

⊲

⊲

⊲

图 3 模式参数 π的置信区间 (均值±标准差) 横坐标代表经过的迭代步数, 0步代表并未经过同化的先验分布, 其余为经
过同化的后验分布; 纵坐标代表 π的取值; 星号代表 π的参考真值, 方块代表 π 的后验分布的均值; 注意: 在 (a)中, 由于后
验分布的不确定性很小, 而 (a)的纵坐标范围过大不能显示其中的细节, 故将后验分布的置信区间放大放在 (b)中
Fig. 3. The estimated confidence interval of model parameter π (mean ± standard deviation). The horizontal
coordinate is the iterative number, where n = 0 represents the prior distribution without assimilation, and the
others are the posterior distribution after assimilation. The vertical coordinate is the value of π. The asterisk
represents the reference value, the square represents the mean of posterior distribution. Note that the uncertainty
of posterior distribution is small, while the range of vertical coordinate of Fig. (a) is too large to display details of
posterior distribution. So, these details are shown in Fig. (b).
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图 4 风速Ekman螺线的观测数据以及风速分布示意图 灰色区域是分布的置信区间 (均值 ± 标准差), 虚线代表Ekman
螺线分布的均值, 空心圆点代表观测点, 也是数据同化点
Fig. 4. The wind observations of Ekman spirals and the distribution of wind. The grey shaded area is the confidence
interval of wind speed (mean±standard deviation), the dotted line is the mean of wind distribution, the circular
point is the observation point and also the data assimilation point.

从图 3 (a)可以看出, PC-EnKF能有效利用风
速的观测信息进行反演, 显著降低参数的不确定
性. 从图 3 (b)可以看出, 随着同化过程的进行, 参
数不确定性在逐步减小且其后验分布的均值越来

越靠近参考真值.
图 4 (a)中Ekman螺线先验分布的不确定性较

大,在经过同化步后 (图 4 (bd)),风速的不确定性明
显降低, 而且与观测数据的拟合程度较高, 说明了
PC-EnKF在降低参数不确定性方面是有效的. 经
过16个同化步之后预测的Ekman螺线与观测已经
比较接近, 也对应着图 3 (b)中经过 16步的同化过
程后模式参数的后验分布小的不确定性.

本文在风速先验分布中, 不确定性较大的区域
与不确定性小的区域各选取了 10个观测点, 在此
基础上分别进行反演, 比较其反演结果.

根据图 5所示的观测点上的观测数据分别进
行反演,可以分别求得两种观测下的参数后验分布.

从图 6中可以明显地看出, 相比于b区域, a区
域观测的反演效果更好, 均值更靠近参考真值且标
准差更小. 因为反演属于反问题, 反问题的一个重
要特点就是不稳定, 不稳定即模式输出值小的变化
就会引起参数的反演结果很大的误差, 对应到不确
定性分析中就是模式参数的先验分布不确定性较

大, 而对应的模式输出的先验分布不确定性较小.

由一个小范围的分布去反演一个大范围的分布就

会引起反演结果的不稳定. 由此我们认为在模式参
数先验分布不变的情况下, 选取输出值先验分布不
确定性较大的区域的观测进行反演会更加有效率,
图 6的结果也证明了我们的观点. 这个发现对于风
速观测点的位置的选择具有指导意义.

0 5 10 15 20 25
-2

3

8

v
/
m
Ss
-
1

u/mSs-1

图 5 选取的观测点示意图 灰色区域是风速先验分布的

置信区间 (均值±标准差), 星号代表观测区域 a (不确定
性大的区域)的观测, 圆圈代表观测区域 b (不确定性小的
区域)的观测
Fig. 5. The selected observation points. The grey
shaded area is the confidence interval of wind speed
(mean ± standard deviation). The star represents ob-
servation in area a (heavy uncertainty), the circle rep-
resents observation in area b (small uncertainty).
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a b

2.21

2.24p

2.27

图 6 由不同区域的观测反演的结果 横坐标代表不同的

区域, 纵坐标的模式参数 π的取值, 星号代表 π的参考真
值, 方块代表π的后验分布的均值
Fig. 6. The result retrieved by different observations.
The horizontal coordinate represents the area, the ver-
tical coordinate is the value of π. The asterisk repre-
sents the reference, the square represents the mean of
posterior distribution.

4.2 实验二

考虑湍流黏性系数一般是随高度变化的量,
我们假设每个点的湍流黏性系数都是一个随机

变量. 因此系统成为高维的, 混沌多项式的项
数会急剧增加, 计算量也会急剧增加. 在本文

中, 我们假设垂直方向上格点的湍流黏性系数
是存在相关性. K(z, ξ)是模式参数, 假设其先
验分布为对数正态分布, 假设A = log(K), A符
合正态分布, E(A) = 2.08, Cov(A(z1), A(z2)) =

exp(−|z1 − z2|/c), a = 25, c = 0.004. 我们在此
基础上随机生成参考真值, 然后经过确定性模
式得到模式输出值, 再加上符合观测误差协方差
R ∼ N(0, 0.22)的误差变成了带误差的观测值, N
代表正态分布, 且假设各点的观测误差独立.

在利用PC-EnKF进行反演之前, 必须将模式
参数A的先验分布表达成混沌多项式展开的形式,
利用K-L分解 (Karhunen-Loève expansion) [4], 由
于A的先验均值与协方差函数已知, 可以将其近似
表达为

A(z, ω) = Ā(z) +
n∑

j=1

√
λjϕj(z)ξj , (13)

其中, Ā(z)为均值, 在本文中其值取 2.08. 特征对
{λj , ϕj}可以通过求解如下积分方程求得:∫ a

−a

e−|z1−z2|/cϕj(z2)dz2 = λjϕj(z1). (14)

详细的步骤可以参阅文献 [4, 22].
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图 7 模式参数A的分布示意 横坐标代表高度, 纵坐标是参数的取值; 灰色区域是分布的置信区间 (均值±标准差), 点代
表模式参数A 的参考真值, 虚线代表的是分布的均值
Fig. 7. The distribution of model parameter A. The horizontal coordinate represents the height, the vertical
coordinate is the value of model parameter. The grey shaded area is the confidence interval of A (mean ± standard
deviation), the solid point is the reference value of A, the dotted line is the mean of distribution.
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图 8 风速Ekman螺线的观测数据以及风速分布示意图 灰色区域是分布的置信区间 (均值±标准差), 虚线代表Ekman
螺线分布的均值, 空心圆点代表观测点, 也是数据同化点
Fig. 8. The wind observations of Ekman spirals and the distribution of wind. The grey shaded area is the confidence
interval of wind speed (mean ± standard deviation), the dotted line is the mean of wind distribution, the circular
point is the observation point and data assimilation point.

所以, 模式参数A的先验分布的混沌多项式

展开为: A = A0 +

d∑
i=1

Aiψi(ξ), 其中A0 = Ā(z),

Ai =
√
λiϕi(z), ψi(ξ) = ξi, i = 1, · · · , d, 在本文中

ξi ∼ N(0, 0.22), i = 1, · · · , d.
在得到先验分布的多项式展开之后, 就可以实

施PC-EnKF反演过程. 与实验一类似, 实验二同
样是每隔 16次绘制一次模式输入量π和对应的模
式输出量U的后验分布的均值和方差的图形.

从图 7 (a)可以看出参数的先验分布不确定性
是相当大的, 参考真值与分布的均值相去甚远. 经
过同化过程后, 不确定性有了明显的减小, 特别是
均值与参考真值已经很接近了.

图 8 (a)中Ekman螺线先验分布的不确定性不
是很大. 在经过同化步后 (图 8 (b)—(d)), Ekman
螺线的不确定性有所降低, 与观测数据的拟合程度
高, 说明了PC-EnKF在降低参数不确定性方面是
有效的. 在实验二中我们同样选取了不确定性大与
不确定性小两个区域的观测, 并分别进行反演. 观
测点的位置如图 9所示.

可以很明显地看出, 图 10 (a)中的反演效果更
好, 具有更小的不确定性, 进一步缩小了参数分布
的区间. 这也佐证了我们的观点, 在不确定性大的

区域的观测数据在反演时具有更好的效果. 而且实
验二中风速的先验分布 (图 9 )的不确定性明显比
实验一 (图 5 )的小, 根据我们上文中的分析, 实验
二中模式参数的反演的不稳定性更强, 反演难度大
于实验一. 比较图 7与图 3 , 可以看出实验二的反
演结果也较实验一差.
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图 9 选取的观测点示意图 灰色区域是风速先验分布的

置信区间 (均值± 标准差). 星号代表观测区域 a (不确定
性大的区域)的观测, 圆圈代表观测区域 b (不确定性小的
区域)的观测
Fig. 9. The selected observation points. The grey
shaded area is the confidence interval of wind speed
(mean ± standard deviation). The star represents ob-
servation in area a (heavy uncertainty), the circle rep-
resents observation in area b (small uncertainty).
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图 10 由不同区域观测反演参数A的结果 横坐标代表高度, 纵坐标是参数的取值, 灰色区域是分布的置信区间 (均值±
标准差), 点代表模式参数A的参考真值, 虚线代表的是分布的均值; (a) 代表由观测区域 a中的观测反演的结果; (b) 代表
由观测区域 b中的观测反演的结果
Fig. 10. The result retrieved by different observations. The horizontal coordinate represents the height, the vertical
coordinate is the value of model parameter. The grey shaded area is the confidence interval of A (mean ± standard
deviation), the solid point is the reference of A, the dotted line is the mean of distribution. (a) display the result
retrieved by observations in area a, (b) display the result retrieved by observations in area b.

5 总结与讨论

本文利用PC-EnKF方法以及风速的观测, 对
SGEM模式中湍流黏性系数的不确定性进行了反
演, 求出了其后验概率密度函数. 采用两类不同类
型的湍流黏性系数进行数值实验, 实验一中假定待
反演的系数是常数, 实验二中假定是符合先验协方
差函数的随高度变化的系数, 均采用PC-EnKF进
行反演. 实验结果表明, PC-EnKF能够很有效地
求解后验概率密度函数, 混沌多项式展开能够有效
进行不确定性的表达, 将PC与EnKF结合起来能
够用于不确定性的反问题. 而且我们在实验中发
现, 根据系数的先验分布计算出风速的先验分布,
在此基础上找到风速不确定性大的区域, 在此区域
内的观测数据在反演系数时具有更好的效果, 这对
于观测点的位置的选择具有指导意义.

本文利用混沌多项式展开的方法代替EnKF
中的蒙特卡罗法, 能够很有效地进行不确定性问题
的反问题. 但是由于混沌多项式展开对于高维的不
确定性问题的计算量急剧增加, 所以PC-EnKF对
于高维问题的求解还存在着一些问题, 下一步的工
作中将重点关注不确定性降维方面.
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Abstract
The eddy viscosity is an important parameter in the atmospheric boundary layer meteorology, and we usually

cannot determine their exact values by direct measurements, but we can only obtain an approximate range by indirect
approximate method. In this paper, the eddy viscosity in the stochastic general Ekman momentum approximation model
is used for the retrieval research and uncertainty analysis. The main purpose of retrieval is to reduce the uncertainty
and narrow the approximate range of eddy viscosity. First, the polynomial chaos-ensemble Kalman filter and the
wind observations are used for eddy viscosity retrieval and uncertainty reduction. The main idea of this method is to
replace the Monte-Carlo method with polynomial chaos in the uncertainty quantification of ensemble Kalman filter, and
thusavoiding the consumption of computing resources brought by massive samples. The goal of uncertainty quantification
is to investigate the effect of uncertainty in the eddy viscosity on the model and to subsequently provide a reliable
distribution of simulation results. Then two numerical experiments are implemented, i.e. experiment I in which the eddy
viscosity is assumed to be constant, and experiment II in which the eddy viscosity is assumed to be a vertically varying
random parameter. The uncertainty of eddy viscosity in experiment I is reduced quickly, at the same time the mean of
eddy viscosity can converge to a reference value. The effect in experiment II is also remarkable after 16 data assimilation
steps. These results show that the polynomial chaos-ensemble Kalman filter is an effective and fast method of solving
the posterior distribution of eddy viscosity and reducing the uncertainty of eddy viscosity. Finally, we calculate the prior
distribution of wind speed according to the prior distribution of eddy viscosity and identify the heavy uncertainty area
in wind speed. The results indicate that the posterior distribution of eddy viscosity solved with wind observations in the
big uncertainty area is more accurate, which provides an important guidance for selecting the location of observation
points.

Keywords: polynomial chaos expansion, ensemble Kalman filter, stochastic general Ekman momentum
approximation model, uncertainty
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