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偶极玻色-爱因斯坦凝聚体在类方势阱中的
Bénard-von Kármán涡街∗
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对偶极玻色 -爱因斯坦凝聚体 (Bose-Einstein condensate, BEC)在类方势阱中的Bénard-von Kármán涡
街现象进行了数值研究. 结果表明, 当障碍势在BEC中的运动速度与尺寸在适当范围内时, 系统中会出现稳
定的两列涡旋对阵列, 即Bénard-von Kármán 涡街. 研究了偶极相互作用强弱、障碍势尺寸以及运动速度对
尾流中产生的涡旋结构的影响, 得到了相图结构. 对障碍势所受拖拽力进行计算, 分析了涡旋对产生的力学
机理.

关键词: 偶极玻色 -爱因斯坦凝聚体, 类方势阱, Bénard-von Kármán涡街
PACS: 05.30.Jp, 03.75.Kk, 03.75.Lm, 67.85.–d DOI: 10.7498/aps.67.20181604

1 引 言

当玻色 -爱因斯坦凝聚体 (Bose-Einstein con-
densate, BEC)体系中存在大量涡旋成核时, 这
些涡旋的排列方式是一个非常值得研究的物理

问题 [1,2]. 俄国物理学家Abrikosov [3]在研究超导

理论时最先讨论了量子化的涡旋结构, 并提出了
Abrikosov三角涡旋晶格, 之后其他物理学家在单
分量BEC中也发现了Abrikosov三角涡旋晶格 [4].
然而, 随着对此类问题研究的不断深化, 研究人员
发现, BEC中的涡旋结构不仅仅局限在三角晶格
结构 [5]. 实验和理论研究表明, 由于BEC系统受到
相互作用、外势、多分量、旋转角频率等诸多因素的

影响, 系统有更加新奇的涡旋结构 [1,5].
当经典流体流过障碍物时, 一种普遍而有趣的

现象是在尾流中交替产生涡旋对, 这就是著名的
Bénard-von Kármán涡街 [6−8]. 自从实验和理论上
发现von Kármán涡街以后, 物理学家对其做了大
量研究. 众所周知, 当黏性流体流过障碍物时其
行为主要取决于表征流体黏性的雷诺系数Re [6,7],
然而, 由于超流体无黏性, 导致无法定义其黏性系
数 [9]. 超流体涡旋的量子化使得其动力学行为与经
典流体有很大区别 [10], 因此在超流体的尾流中能
否产生并形成稳定的von Kármán涡街就成为一个
有意义的课题. 近几年物理学家就该领域做了大
量研究, 取得了很多成果. Sasaki等 [11]通过数值求

解Gross-Pitaevskii (GP)方程, 成功模拟了无偶极
相互作用BEC尾流中出现的稳定von Kármán涡
街, 给出了其相图. Kwon小组 [12−14]从实验上研

究了障碍势在稀薄原子气体BEC中运动时尾流中
的von Kármán涡街. Sasaki等 [15]研究了双组分
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BEC中分离相的动力学行为, 发现在强相分离情
形下, 组分 1的原子在组分 2中运动时会分裂成量
子化涡旋并在尾流中形成von Kármán涡街.

当超冷原子气体的电偶极或磁偶极的相互作

用不可忽略时, 须考虑原子间的偶极效应. 偶极效
应远比各向同性的 s波作用复杂得多, 是一种长程
各向异性的相互作用, 会对超冷原子气体的基态相
图、稳定性以及动力学行为产生重要影响 [15−19].
此外, 偶极间的各向异性相互作用也提供了一个可
控参量, 使得偶极凝聚体在量子模拟和计算等许多
高水平的研究领域有了应用的可能 [20]. 但据我们
所知, 偶极BEC中的涡街现象一直未有报道.

本文对偶极BEC在类方势阱中的Bénard-von
Kármán涡街现象进行了数值研究. 结果表明, 当
障碍势在BEC中的运动速度与尺寸在适当范围
内时, 系统中会出现稳定的两列涡旋对阵列, 即
Bénard-von Kármán涡街. 本文也研究了偶极相互
作用强弱、障碍势尺寸以及运动速度对尾流中产

生的涡旋结构的影响, 得到了相图结构, 并对障碍
势所受拖拽力进行计算, 分析了涡旋对产生的力学
机理.

2 理论模型

考虑质量为m的偶极原子BEC束缚在势阱
Vext中, 障碍势VOP在BEC中沿x方向以速度 υ

运动. 设原子沿轴n = (nx, ny, nz)极化, 其中∑
i

n2
i = 1. 在平均场近似下, 可以得到描述系

统的GP方程 [19−22]

i~∂ψ(r, t)
∂t

=

[
− ~2

2m
∇2 + V (r) + g|ψ|2 + Φdd

]
ψ(r, t), (1)

其中V (r) = Vext + V OP, g = 4π~2as/m表征原子

间相互作用强度, as为 s波散射长度 (as可由Fesh-
bach共振调节), 波函数满足

∫
|ψ|2d3r = N(N为

总粒子数), 偶极势 [18]

Φdd =

∫
d3r′Udd(r − r′)|ψ(r′, t)|2. (2)

偶极相互作用为

Udd(r) =
Cdd
4π

1− 3 cos2 θ
|r|3

, (3)

其中 θ是极化轴与两个原子之间相对位置的夹角

(cos θ = n · r/|r|2). 对于磁偶极子, Cdd = µ0µ
2
d

(µ0是真空磁导率, µd是磁偶极矩); 对于电偶极子,
Cdd = l2/ε0(ε0是真空介电常数, l是电偶极矩). 文
献 [23, 24]中指出, 可通过Feshbach共振自由调节
偶极作用强度Cdd, 使其可正可负.

实验中, BEC原子通常被置于谐振子势阱中.
若谐振子势频率满足ωz ≫ ωx, ωy, 则BEC将被束
缚在xoy平面内. 此时, 可先进行准 2 维近似 [22],

然后进行无量纲化处理: t̃ = ω0t, x̃ =
x

a0
, ỹ =

y

a0
,

φ̃ =
φ√
N/a20

, g̃ =
gmN√
2π~2lz

, 并略去变量上的”∼”

号, 其中a0 =

√
~

mω0
, lz =

√
~

mωz
, ω0 = ωx, 从而

得无量纲化准二维GP方程 [25]

i ∂φ
∂t

=

[
− 1

2
∇2 + V (r) + g|φ|2

+
add
(2π)2

∫
n̂(kx, ky, t)h2D(κ)

× ei(kxx+kyy)dkxdky
]
φ, (4)

其中add =
mNCdd

3
√
2π~2lz

. 波函数满足归一化条件∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|φ(x, y, t)|2dxdy = 1.

方程 (4)中

n̂(kx, ky, t) =

∫
|φ(x, y, t)|2 e−i(kxx+kyy)dxdy,

h2D(κ) = 2− 3
√
πκ eκ

2

erfc(κ),

κ =

√
k2x + k2y
2γz

, erfc(κ) = 2√
π

∫ ∞

κ

e−u2

du

为完全误差函数, γz = ωz/ω0.
数值计算针对方程 (4)进行, 计算范围取为

{(x, y)||x| < 512, |y| < 128}. 用φ = 1作为初始波

函数, 利用虚时演化法 [26]得到系统的基态. 然后
取该基态作为初始条件, 利用时间劈裂傅里叶谱方
法 [27]对GP方程 (4)进行非线性动力学演化, 从而
对系统的动力学行为进行研究.

3 数值结果

考虑外势为下面的类方势阱 [28]

Vext = V0[ e−
1
16 (x+x0) + e 1

16 (x−x0)
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+ e− 1
4 (y+y0) + e 1

4 (y−y0)],

其中V0是无量纲化的外势深度; ±x0, ±y0分别表
示x, y方向上阱壁所在位置. 该势阱的特点是在
阱壁处势很强而阱内离开阱壁处势很快降为接近

于 0, 故可视为对无限深方势阱的一种近似. 当
V0 = 1000时外势形状如图 1所示.
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图 1 外势形状图 (取外势深度 V0 = 1000, 阱壁位置
x0 = 512, y0 = 128)

Fig. 1. Shape of external potential (The depth of ex-
ternal potential is V0 = 1000, and the position of a
potential wall is x0 = 512, y0 = 128).

将N = 2.5× 105个 164Dy原子BEC束缚在该
势阱中, 164Dy原子磁偶极矩为 10µB(µB为玻尔磁

子), 原子质量m = 2.72× 10−25 kg. 取谐振子势频
率 (ωx, ωy, ωz) = 2π×(4.3, 56, 350) Hz,这与Berke-
ley等团队的实验参数一致 [11]. 由此可得偶极相互
作用系数add ≈ 0.2. 通过Feshbach共振调节 s波
散射长度使as ≈ 8.0 × 10−13 m时, 由 g =

4πasN√
2πlz

得 g ≈ 1. 故在计算中取add = 0.2, g = 1. 考虑无
量纲化的圆柱形障碍势

VOP = V 0
OP exp

[
− (x− L0 − υt)2 + y2

d2

]
,

从初始位置L0 = −x0+
2

5
x0 = −307.2开始在BEC

中沿x方向以速度υ运动 (深度取V 0
OP = 100). 偶

极BEC流经障碍势时其尾流的典型密度分布如
图 2所示.
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图 2 障碍势在偶极BEC中运动时尾流密度分布 (a) υ = 0.25, d = 1.2; (b) υ = 0.49, d = 1.2; (c) υ = 0.48, d = 1.8;
(d) υ = 0.55, d = 1.82

Fig. 2. Density distributions of a condensate past an obstacle potential: (a) υ = 0.25, d = 1.2; (b) υ = 0.49, d = 1.2;
(c) υ = 0.48, d = 1.8; (d) υ = 0.55, d = 1.82.

从图 2可以看出, 当障碍势的运动速度υ足够

小时, 障碍势周围的凝聚体是稳定的层流形式, 没
有涡旋产生 (图 2 (a)). 当障碍物势的运动速度υ达

到某个临界值时, 尾流中开始产生如图 2 (b)所示
的涡旋 -反涡旋对. 这个临界值主要取决于障碍物
势的形状和原子之间的相互作用 [9]. 当一对涡旋

从障碍势脱落后, 附近的凝聚体很快达到产生涡旋
的临界条件并产生新的涡旋对, 这样就在障碍势
后面产生了上下两列涡旋对阵列. 由于一个涡旋
对中的两个点涡旋有着不同的旋量±h/m(h为普

朗克常量), 使得两列对称分布的涡旋对阵列不稳
定 [11]. 受到小的扰动时, 涡旋对会沿着垂直于涡
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旋对连线的方向 (图 2 (b)黑色箭头所示方向)平动,
从而在尾流中形成V字形涡旋对阵列结构. 一些学
者在研究经典流体时也发现了这种交替的涡旋模

式 [29−31]. 这种涡旋结构在υ比较大、d比较小时更

加明显, 与经典流体中的尾流模式非常类似 [11].
当障碍势的运动速度υ增大到一定程度并且

障碍物的尺寸 d在适当范围内时, 其后同时产生
的一组涡旋对具有相同的旋量h/m或−h/m, 以
角频率 2~/(md20)绕着它们的中心运动 [11], 在运
动过程中两个点涡旋之间的距离 d0基本保持不

变. 这样, 在尾流中交替产生的旋量相反的涡
旋对就形成稳定的两列涡旋对阵列, 即Bénard-
von Kármán涡街 (图 2 (c)). 在图 2 (c)参数条件
下, 数值计算得到上下两列涡旋阵列之间的距
离 b ≈ 19a0, 同一阵列中两个涡旋对之间的平均
距离 ℓ ≈ 68a0, 因此 b/ℓ ≈ 0.28. 该值与经典流
体中Bénard-von Kármán涡街产生的稳定性条件
b/ℓ = π−1 cosh−1

√
2 ≈ 0.28以及Sasaki等在研究

无偶极相互作用BEC时的结论一致. 当障碍势的
运动速度υ继续增大时, 障碍物势后尾流中的这种
周期性涡街消失, 在尾流中出现混乱的涡旋结构
(图 2 (d)).

为研究各种尾流结构的参数区间, 我们对
系统在不同υ和 d时的情形进行了大量数值计算

(图 3为其相图结构).
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图 3 尾流结构随障碍势尺寸 d和运动速度 υ的变化

Fig. 3. Dependence of the patterns of wakes on the
normalized width d and velocity υ of the obstacle po-
tential.

从图 3可以看出, 沿图中箭头所示方向改变
参数时, 障碍物势后尾流的结构依次出现稳定的
层流、涡旋对、von Kármán涡街以及混乱的涡
旋结构, 分别与图 2 (a)—(d)相对应. 显然, von

Kármán涡街出现的参数范围相对较小, 具体约为
1.0 6 d 6 3.4, 0.37 6 υ 6 0.54. 图 3与无偶极相
互作用时的相图结构也存在较大不同. 在无偶极
相互作用的BEC中 (add = 0), d > 1.5时, 尾流从
稳定的层流直接过渡到卡门涡街或者混乱模式, 而
不会出现图 3中较宽范围的涡旋对结构. 同时, 随
着偶极相互作用强度的增加, 相图中von Kármán
涡街出现的参数区域变得更窄. 然而, 对于经典流
体, 在雷诺数Re变化的较大范围内都会出现von
Kármán涡街 [32−35].

图 4直观地反映了障碍势所受拖拽力F =

∂t

∫
drψ∗(i~∇)ψ随时间的变化. 初始状态为

υ = 0的稳态 (基态), t = 0时障碍势开始以速度

υ运动. 图 4 (a)是涡旋 -反涡旋对产生时障碍势的
受力情况, 与图 2 (b)相对应. 当 t 6 200时, Fx振

荡而Fy = 0, 说明涡旋对称地从障碍势脱落. 当
t > 200时, 涡旋对开始分别向上下两个方向运动,
导致Fx振荡的同时Fy也开始振荡. 图 4 (b)是von
Kármán涡街产生时障碍物势受力情况, 与图 2 (c)
相对应. 当 t > 200时, Fx与Fy同时开始振荡. 由
于图 4 (a)、图 4 (b)中Fy振荡反映涡旋对向上或向

下运动的频率, 而Fx的振荡反映涡旋对脱落的频

率. 因此, Fy的振荡频率为Fx振荡频率的一半.
图 4 (c)中Fx, Fy的振荡则没有明显的规律, 涡旋
对脱落后随机地在尾流中运动形成混乱的涡旋结

构, 与图 4 (a)、图 4 (b) 相比Fx的振荡频率明显增

大, 意味着在尾流中产生更多的涡旋对. 类似的规
律在经典流体以及无偶极相互作用的BEC中都有
所体现 [11,36]. Fy的振荡相对于平衡位置表现出一

定的对称性, 但是由于偶极相互作用及外势的影
响, Fx的整体振荡趋势则随着演化时间的增大先

上升后下降; 而在无偶极相互作用的BEC系统中,
Fx在振荡过程中始终保持小于零, 并且, 由于外势
的影响, 使得图 4 (b)、图 4 (c)中Fy的振幅在BEC
密度较大的中心区域明显增大.

以上数值结果容易在实验中得以实现. 考虑将
N = 2.5± 0.5× 105个 164Dy(磁偶极矩为10µB)或
52Cr(磁偶极矩为 6µB)或 168Er(磁偶极矩为 7µB)
等原子BEC束缚在方势阱中, 取谐振子势频率
(ωx, ωy, ωz) = 2π × (4.3, 56, 350) Hz [11]. 此时, 偶
极相互作用系数add ≈ 0.2. 通过Feshbach共振调
节 s波散射长度使接触相互作用系数 g≈1. 当尺寸
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图 4 无量纲化拖拽力 F̃ 随时间的变化 (a) υ = 0.49, d = 1.2; (b) υ = 0.48, d = 1.8; (c) υ = 0.55, d = 1.8

Fig. 4. Time evolution of the normalized drag force F̃ : (a) υ = 0.49, d = 1.2; (b) υ = 0.48, d = 1.8; (c) υ = 0.55, d = 1.8.

为1.0a0 6 d 6 3.4a0的激光束以速度0.37

√
~ω0

m
6

υ 6 0.54

√
~ω0

m
在偶极BEC中运动时, 将会在激

光束后尾流中周期性产生涡旋对, 形成稳定的
Bénard-von Kármán涡街.

若考虑将N = 2.0 ± 0.5 × 103个 164Dy原子
BEC束缚在类方势阱中, 通过Feshbach共振调节 s
波散射长度as = 4.08 × 10−9 m ≈ 77aB, aB为玻

尔半径. 此时接触相互作用系数 g ≈ 100, 偶极相
互作用系数add ≈ 20(其他参数与前面相同), 仍有
add/g = 0.2. 数值结果表明, 此时也会出现图 2 (c)
中所示的Bénard-von Kármán涡街现象.

4 结 论

对偶极BEC在类方势阱中的Bénard-von
Kármán涡街现象进行了研究. 在平均场近似下,
通过虚时演化法得到系统的基态, 然后利用时间
劈裂傅里叶谱方法对系统进行非线性动力学演化,
发现障碍势在偶极BEC系统中以一定速度运动时,
系统中会出现稳定的两列涡旋对阵列, 即Bénard-
von Kármán涡街; 数值研究了偶极相互作用强弱、
障碍物势尺寸以及运动速度对尾流中产生的涡旋

结构的影响, 得到了系统的相图结构; 通过对障碍

势所受拖拽力进行计算, 分析了涡旋对产生的力学
机理.
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Abstract
Bénard-von Kármán vortex street in dipolar Bose-Einstein Condensate (BEC) trapped by a square-like potential is

investigated numerically. In the frame of mean-field theory, the nonlinear dynamic of the dipolar BEC can be described
by the so-called two-dimensional Gross-Pitaevskii (GP) equation with long-range interaction. In this paper, we only
consider the case that all the dipoles are polarized along the z-axis, which is perpendicular to the plane of disc-shaped
BEC. Firstly, the stationary state of the BEC is obtained by the imaginary-time propagation approach. Secondly, the
nonlinear dynamic of the BEC, when a moving Gaussian potential exists in such a system, is numerically investigated
by the time-splitting Fourier spectral method, in which the stationary state obtained before is set to be the initial state.
The results show that when the velocity of the cylindrical obstacle potential reaches a critical value, which depends on
interaction strength and the shape of the potential, the vortex-antivortex pairs will be generated alternately in the super-
flow behind the obstacle potential. However, in general, such a vortex-antivortex pair structure is dynamically unstable.
When the velocity of the obstacle potential increases to a certain value and for a suitable potential width, a stable vortex
structure called Bénard-von Kármán vortex street will be formed. While this phenomenon emerges, the vortices in pairs
created by the obstacle potential have the same circulation. The pairs with opposite circulations are alternately released
from the moving obstacle potential. For larger potential width and velocity, the shedding pattern becomes irregular.
We also numerically investigate the effects of the dipole interaction strength, the width and the velocity of the obstacle
potential on the vortex structures arising in the wake flow. As a result, the phase graph is presented by lots of numerical
calculations for a group of given physical parameters. Thirdly, the drag force on the obstacle potential is also calculated
and the mechanical mechanism of vortex pair is analyzed. Finally, we discuss how to find the phenomenon of Bénard-von
Kármán vortex street in dipolar BEC experimentally.

Keywords: dipolar Bose-Einstein condensate, square-like potential, von Kármán vortex street
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