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考虑晶粒分布的多晶体材料超声散射统一理论∗
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现有超声散射统一理论可通过多晶体材料的微观结构和力学特性, 实现全频域范围内衰减和相速度的正
演建模, 但其忽略晶粒尺寸分布的影响, 进而降低了正演模型的计算精度. 本文对不均匀介质的波动方程进
行二阶Keller近似, 用全频域格林函数推导介质中的平均波; 以截断对数正态分布描述晶粒分布, 构建加权的
空间相关函数; 结合材料的弹性模量协方差, 建立含晶粒分布的超声散射统一理论, 揭示晶粒分布对超声散射
的影响规律; 制备 304不锈钢试块并开展超声散射实验. 结果表明考虑晶粒分布特性后, 纵波衰减谱和相速度
谱相对于实验结果的相异性降低约 49%和 64%, 横波衰减谱和相速度谱相对于实验结果的相异性降低约 12%
和 4%. 可见, 本文的统一理论模型能有效修正晶粒分布导致的衰减谱和相速度谱偏差, 为晶粒分布反演评价
提供理论基础.
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PACS: 43.20.Bi, 43.20.Fn, 43.35.Cg DOI: 10.7498/aps.67.20181751

1 引 言

超声波在多晶体材料中传播时, 邻近晶粒的取
向差引起晶界处的声阻抗变化, 最终导致超声波
的散射 [1]. 由于散射的发生, 超声波能量将随着传
播距离的增加而衰减, 其相速度也将发生色散 [2].
O’Donnell等 [3]研究表明只有准确地对超声散射过

程进行正演建模, 才能实现材料力学性能或微观结
构的超声散射反演评价.

相关研究最早由Mason和McSkimin提出 [4,5],
Huntington [6]和Papadakis [7]在此基础上构建了

著名的超声散射分区近似模型. 该模型为分段解
析解, 根据波数k和平均晶粒直径 d̄来对频域进行

划分: 当kd̄ ≪ 1时, 为瑞利 (Rayleigh)散射区; 当
kd̄ ≈ 1时, 为随机 (Stochastic)散射区; 当kd̄ ≫ 1

时, 为几何 (Geometric)散射区. 但该模型难以统
一描述全频域范围的散射情况, 且无法给出确切
的散射区转换点 (或函数分段点). Weaver [8]基于

Dyson方程和Born近似, 用自由能算子推导了衰

减谱. 然而该方法仅适用于瑞利散射区和随机散射
区, 且无法得到相速度谱. Calvet和Margerin [9,10]

利用Dyson方程及谱函数法推导了全频域范围内
的衰减谱和相速度谱. 但该方法属于数值解, 且
运算中涉及到瑕积分, 因此求解效率低, 同时其精
度受瑕积分数值解的影响大. Stanke和Kino [11]基

于Keller近似, 建立了超声散射统一理论模型, 用
统一的数学形式来描述不同散射区的衰减和相速

度变化, 其结果为半解析解, 求解效率高于谱函
数法. 由于该理论框架具有很强的普适性, 随后
Hirsekorn [12]将Stanke和Kino的统一理论模型推
广到了多相材料. Ahmed和Thompson [13]又针对

拉长晶材料, 修正了统一理论模型中描述微观组织
的空间相关函数.

然而, Stanke和Kino的超声散射统一理论仅
使用平均晶粒尺寸来推导衰减谱和相速度谱, 是
不尽合理的. 众多研究表明超声散射不仅与平均
晶粒尺寸有关, 而且与晶粒尺寸的分布有关 [14−17].
Smith [18]发现平均晶粒尺寸相同但晶粒尺寸分布
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不同的样本衰减谱存在明显差异. 陈尧等 [19]基于

电子背散射衍射 (electron backscattering diffrac-
tion, EBSD)技术, 对离心铸造奥氏体不锈钢构建
了含晶粒分布的二维虚拟试块, 并用有限差分法得
到了各向异性粗晶材料的衰减谱, 但未给出相速度
谱. Ryzy等 [20]根据三维泰森多边形虚拟了不同晶

粒分布的试块, 运用有限元方法模拟发现, 各向异
性镍合金的晶粒分布同时影响衰减谱及相速度谱.
但有限元模拟的计算量大, 且无法显式表达衰减谱
和相速度谱. Arguelles和Turner [21]使用对数正态

分布方法描述晶粒尺寸分布, 修正了空间相关函
数, 并得到了瑞利散射区衰减谱的解析解. 然而该
方法不适用于随机散射区和几何散射区, 且无法计
算相速度谱. 此外, 用对数正态分布来描述晶粒尺
寸的分布, 理论上假设了存在无穷大的晶粒, 与实
际不符, 而且无穷大的晶粒会导致计算中的无穷积
分而无法求解.

本文引入截断对数正态分布描述晶粒分布的

特性 [22], 推导了含晶粒分布修正的超声散射统一
理论模型, 然后使用奥氏体 304不锈钢制备试块,
开展EBSD实验和超声散射实验, 验证了修正模型
的有效性.

2 理论模型

2.1 广义的超声散射统一理论

首先, 假设由不同尺寸晶粒组成的单相多晶体
金属材料的密度均匀, 但局部模量存在差异, 则单
相不均匀介质的线性弹性波波动方程可表达为 [11]

[Cijkl(r)uk,l(r)],j + ρω2ui(r) = 0, (1)

其中Cijkl(r)为世界坐标系下的局部弹性模量,
ui(r)为质点位移场, ρ为多晶体金属材料的密度,
ω为弹性波的角频率. 记 (1)式为L(r)u(r) = 0, 其
中L(r)为一个作用于u (r)的不均匀介质波动方程

算子, 根据微扰理论有 [12]

L(r) = L0(r)− εL1 (r) , (2)

其中L0(r)为零阶的均匀介质波动方程算子, 而
L1 (r)则为一阶的扰动算子, ε为一个远小于1的无
量纲量. 零阶和一阶算子作用于质点位移场可以分
别写为 [12]

L0(r)u(r) = C0
ijkluk,lj(r) + ρω2ui(r), (3a)

L1(r)u(r) = − [∆Cijkl (r)uk,l(r)],j , (3b)

其中局部弹性模量Cijkl(r)被分解为一个宏观均匀

的各向同性介质弹性模量C0
ijkl, 以及一个扰动量

∆Cijkl(r) = Cijkl(r)−C0
ijkl,其中C0

ijkl 可用Voigt
平均方法得到.

接着, 通过零阶和一阶算子构建波动方程的
二阶Keller近似, 可得到质点的平均位移场 ⟨u(r)⟩
为 [12]

L0(r) ⟨u(r)⟩

=
[
ε ⟨L1(r)⟩+ ε2

( ⟨
L1(r)L

−1
0 (r)L1(r)

⟩
− ⟨L1 (r)⟩L−1

0 (r) ⟨L1 (r)⟩
)]

⟨u(r)⟩ , (4)

其中尖括号 ⟨∗⟩表示计算总体平均值. L−1
0 (r)为

L0(r)的反运算算子
[12]

L−1
0 (r)ui(r) =

∫
V

Gij (r − r′)uj (r
′) dr′, (5)

(5)式中的Gij (r − r′)为全频域格林函数, 其Lif-
shits 和Parkhomovskii表达为 [11]:

Gij(r) = −
(1
r

) [(
xixj/r

2
)
g(r)+δijh(r)

]
, (6a)

g(r) =
(
4πρω2r2

)−1 [
3 (1 + ix)− x2

]
× exp (−ix)

∣∣∣kTr
kLr

, (6b)

h(r) = −
(
4πρω2r2

)−1
[
(1 + ix) exp (−ix)

∣∣∣kTr
kLr

− k2Tr
2 exp (−ikTr)

]
, (6c)

其中 δij为Kronecker函数, kξ (ξ = L, T )为多晶体
金属的纵波和横波复波数. 因此将 (3a)式、(3b)式
和 (5)式代入 (4)式可得 [11]

0 = C0
ijkl ⟨uk(r)⟩,lj + ρω2 ⟨ui(r)⟩

+ ε
[
⟨∆Cijkl(r)⟩ ⟨uk(r)⟩,l

]
,j

− ε2
⟨{

∆Cijkl (r1)

∫
V

Gkm,l (r2 − r′)

×
[
∆Cmnpq (r2) ⟨up (r

′)⟩,q
]
,n

dr′
}

,j

⟩
+ ε2

{
⟨∆Cijkl (r1)⟩

∫
V

Gkm,l(r2 − r′)

×
[
⟨∆Cmnpq (r2)⟩ ⟨up (r

′)⟩,q
]
,n

dr′
}

,j

. (7)

考虑多晶体金属材料在局部上是不均匀的, 但全局
上具有统计均匀性, 即一阶晶粒统计量 ⟨∆Cijkl(r)⟩
和二阶晶粒统计量 ⟨∆Cijkl (r1)∆Cmnpq (r2)⟩都与
空间无关, 则 (7)式可以进一步化简为 [11]

0 =
[(
C0

ijkl + ε ⟨∆Cijkl⟩
)
⟨uk(r)⟩,l

]
,j

+ ρω2 ⟨ui(r)⟩ − ε2
[
⟨∆Cijkl∆Cmnpq⟩
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− ⟨∆Cijkl⟩ ⟨∆Cmnpq⟩
]{∫

V

Gkm,l (r − r′)

×
[
W (r−r′) ⟨up (r

′)⟩,q
]
,n

dr′
}

,j

, (8)

其中W (r − r′)为多晶体金属材料的空间相关函

数, 用于描述空间点r 和点r′落在同一个晶粒内

部的概率. 不失一般性, 用平面波计算质点位移场
为 [11]

ui(r) = ûi exp (−ikξr · x̂) , (9)
其中 ûi为偏振方向单位矢量, x̂为传播方向单位矢
量. 将 (9)式代入 (8)式, 并计算偏导数得 [11]

0 =
(
C0

ijkl + ε ⟨∆Cijkl⟩
)
ûkx̂lx̂j − ρ

(
ω2/k2ξ

)
ûi

−ε2
[
⟨∆Cijkl∆Cmnpq⟩−⟨∆Cijkl⟩ ⟨∆Cmnpq⟩

]
×
∫
V

Gkm,l(r − r′)
[
W (r − r′)

× exp (ikξ (r − r′) · x̂)
]
,n

dr′ûpx̂qx̂j , (10)
由格林第一公式可知 [11]∫

V

Gkm,l (r − r′) f,n (r − r′) dr′

= −
∫
V

Gkm,l (r − r′) f,n (r − r′) dr

=

∫
V

Gkm (r − r′) f,ln (r − r′) dr

−
∫
S

Gkm (r − r′) f,n (r − r′) dsl, (11)

其中S为体积分区域V 的表面. 当忽略侧壁干扰
时, (11)式中的面积分项可忽略. 此时, 将 (11)式
代入 (10)式, 令r′为原点得 [11]

0 =
(
C0

ijkl + ε ⟨∆Cijkl⟩
)
ûkx̂lx̂j − ρ

(
ω2/k2ξ

)
ûi

− ε2 [⟨∆Cijkl∆Cmnpq⟩ − ⟨∆Cijkl⟩ ⟨∆Cmnpq⟩]

×
∫
V

Gkm(r)
[
W (r) exp (ikξr · x̂)

]
,ln

× drûpx̂qx̂j , (12)
(12)式为超声散射统一理论的广义表达式. 当单相
多晶体具有任意对称性、拉长晶、或织构时, (12)式
都普遍适用 (不适用于多相材料).

2.2 含晶粒分布的超声散射统一理论

多晶材料主要可分为单相材料和多相材料. 为
了简化问题本文将研究对象限定为单相材料, 而且
其晶格为面心立方对称结构, 不含织构, 晶粒为球
状晶. 假设晶粒尺寸具有分布特性, 由于不含有织
构且为球状晶, 因此 (12)式可以化简为 [11]

0 = C0
ijklûkx̂lx̂j − ρ

(
ω2/k2ξ

)
ûi

− ε2 ⟨∆Cijkl∆Cmnpq⟩

×
∫
V

Gkm(r) [W (r) exp (ikξr · x̂)],ln

× drûpx̂qx̂j , (13)
不考虑晶粒尺寸分布特性时, 空间相关函数为
W (r) = exp (−|r|/l), 其中 l为空间相关长度, 实际
上也就是晶粒的半径. 但本文考虑晶粒的半径呈截
断对数正态分布 [22], 其概率密度函数为

P (l)=

[
Φ

(
ln b− µ

σ

)
− Φ

(
ln a− µ

σ

)]−1

×
(
lσ
√
2π
)−1

exp
(
− (ln l−µ)2

2σ2

)
, (14)

其中µ为位置参数, σ为尺度参数, a为下截断点, b
为上截断点, 这四个参数可惟一确定分布的形态.
Φ(x) =

[
1 + erf

(
x/

√
2
)]
/2, 其中 erf(∗)为高斯误差

函数. 此时, 截断对数正态分布的数学期望为

l̄ = exp
(
µ+

σ2

2

)[
erf
(
µ+ σ2 − ln a

σ
√
2

)
− erf

(
µ+ σ2 − ln b

σ
√
2

)]
×
[
erf
(

ln b−µ

σ
√
2

)
−erf

(
ln a−µ

σ
√
2

)]−1

, (15)

根据截断对数正态分布可构造加权的空间相关

函数为

W (r) =

N∑
i=1

P (li)∆l exp (−|r|/li)

=

N∑
i=1

P (li)∆lWi(r), (16)

其中 li = a + (b− a) (2i− 1)/(2N), i = 1, 2, · · · ,
N , ∆l = (b− a)/N , N为晶粒分布区间被划分的
段数. 注意到, 在计算中N应足够大且∆l足够小,

使得

∣∣∣∣∣1−
N∑
i=1

P (li)∆l

∣∣∣∣∣ < e, 定义 e为给定的区间

离散精度. 将 (16)式代入 (13)式, 可得到晶粒尺
寸服从截断对数正态分布时的超声散射统一理

论模型

0 = C0
ijklûkx̂lx̂j − ρ

(
ω2/k2ξ

)
ûi

− ε2 ⟨∆Cijkl∆Cmnpq⟩
N∑
i=1

P (li)∆l

×
∫
V

Gkm(r) [Wi (r) exp (ikξr · x̂)],ln

× drûpx̂qx̂j , (17)
(17)式是本文的一个主要成果. 接着, 结合
Stanke和Kino [11]给出的弹性模量协方差张量
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⟨∆Cijkl∆Cmnpq⟩, 可对 (17) 式进行求解, 假设纵
波和横波都沿着x3方向传播, 其中横波的偏

振方向为x1方向, 可得纵波和横波的复波数
分别为:

k2L − k20L

=

N∑
i=1

P (li)∆l

{
− v2

525 ⟨C3333⟩2
k2L

4k20Ll
2
i

[
arctan

(
kLli

1 + ik0Lli

) (
2kLli +

6 + 30k20Ll
2
i

kLli

+
6 + 36k20Ll

2
i + 30k40Ll

4
i

k3Ll
3
i

+
2 + 6k20Ll

2
i + 6k40Ll

4
i + 2k60Ll

6
i

k5Ll
5
i

)
− arctan

(
kLli

1 + ik0Tli

)
×
(
2kLli +

6− 18k20Tl
2
i

kLli
+

6− 12k20Tl
2
i − 18k40Tl

4
i

k3Ll
3
i

+
2 + 6k20Tl

2
i + 6k40Tl

4
i + 2k60Tl

6
i

k5Ll
5
i

)
−

64k20Ll
2
i

(
1 + 2ik0Lli + k2Ll

2
i

)
1 + 2ik0Lli + k2Ll

2
i − k20Ll

2
i

−
80k20Tl

2
i

(
1 + 2ik0Tli + k2Ll

2
i

)
1 + 2ik0Tli + k2Ll

2
i − k20Tl

2
i

+ 2ili (k0L − k0T)

+
4i (k0L − k0T)

k2Lli
−

16
(
2k20L + k20T

)
k2L

+
4ili

(
23k30L + 13k30T

)
3k2L

+
2i (k0L − k0T)

k4Ll
3
i

−
4
(
k20L − k20T

)
k4Ll

2
i

+
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, (18a)
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=
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P (li)∆l

{
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6− 18k20Ll
2
i

kTli

− 6− 12k20Ll
2
i − 18k40Ll

4
i

k3Tl
3
i

− 2 + 6k20Ll
2
i + 6k40Ll
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2
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−
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(
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i

)
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2
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, (18b)

其中零阶均匀介质的纵波和横波波数分别为

k0L = ω
√
ρ/⟨C3333⟩及 k0T = ω

√
ρ/⟨C1313⟩, v为

立方对称材料各向异性系数. 另外需要注意的是,
ε2被隐式地并入二阶晶粒统计量的计算中. 继而,
将复波数进行简单分解, 即可得到考虑晶粒分布特
性的多晶体金属超声衰减系数和相速度 [12]:

kL = ω/vL − iαL, (19a)

kT = ω/vT − iαT, (19b)

其中 vL = ω/Re(kL)和 vT = ω/Re (kT)分别为

纵波和横波的相速度, αL = −Im (kL)和αT =

−Im (kT)分别为纵波和横波的衰减系数. 通过
(18a)式和 (18b)式即可计算不同频点下的衰减系
数和相速度, 即衰减谱和相速度谱. 因此, 问题的

关键是如何对 (18a)式和 (18b)式进行有效的求解.
本文拟使用迭代方法 [2,23]对其进行计算, 但由于
(18a)式和 (18b)式属于复杂的非线性超越方程, 迭
代时对初值的选择极为敏感. 因此, 引入超声散射
的分区近似模型, 用理论近似解作为迭代初值, 以
实现超声散射统一理论模型的快速求解.

Stanke和Kino基于不含晶粒分布的超声散射
统一理论, 已经推导了在瑞利散射区、随机散射区
和几何散射区下的复波数近似模型. 当考虑晶粒分
布时, 本文通过截断对数正态分布函数, 构造加权
平均得到近似模型. 因此, 对于纵波, 近似模型分
别为:

kR
L = k0L +

2v2

375 ⟨C3333⟩2

[
k0L

(
2 + 3

⟨C3333⟩
⟨C1313⟩

)
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− ik40L

(
N∑
i=1

P (li)∆l · l3i

)

×

(
4 + 6

⟨C3333⟩5/2

⟨C1313⟩5/2

)]
, (20a)

kS
L = k0L +

4v2

525 ⟨C3333⟩2

[
5

2
k0L

⟨C1313⟩
⟨C1313⟩ − ⟨C3333⟩

− ik20L

(
N∑
i=1

P (li)∆l · li

)]
, (20b)

kG
L = k0L − k0L

√
4v2

525 ⟨C3333⟩2

− i
2

(
N∑
i=1

P (li)∆l · 1
li

)
, (20c)

而对于横波有

kR
T = k0T +

v2

250 ⟨C1313⟩2

[
k0T

(
2
⟨C1313⟩
⟨C3333⟩

+ 3

)

− ik40T

(
N∑
i=1

P (li)∆l · l3i

)

×

(
4
⟨C1313⟩5/2

⟨C3333⟩5/2
+ 6

)]
, (21a)

kS
T = k0T+

v2

150 ⟨C3333⟩2

[
5

7
k0T

7 ⟨C3333⟩−3 ⟨C1313⟩
⟨C3333⟩−⟨C1313⟩

− ik20T

(
N∑
i=1

P (li)∆l · li

)]
, (21b)

kG
T = k0T + k0T

√
v2

150 ⟨C1313⟩2

− i
2

(
3

4

N∑
i=1

P (li)∆l · 1
li

)
, (21c)

其中, 上标R, S, 和G分别代表着瑞利 (Rayleigh)
散射区、随机 (Stochastic)散射区和几何 (Geomet-
ric)散射区. 当归一化频率为 0 < 2k0ξ l̄ 6 10−1时,
本文以瑞利散射区为 (18a)式和 (18b)式的迭代求
解初值; 当归一化频率为10−1 < 2k0ξ l̄ 6 101时, 以
随机散射区为初值; 当归一化频率为 2k0ξ l̄ > 101

时, 则以几何散射区为初值.

2.3 数值结果分析

为揭示晶粒分布对衰减谱和相速度谱的影

响, 取具有相同数学期望值的截断对数正态分
布进行对比, 其中选取晶粒半径的下截断点为
a = 10 µm, 上截断点为 b = 120 µm, 平均晶
粒半径为 l̄ = 25 µm. 选取尺度参数分别为

σ = 0.25, 0.5, 0.75, 1, 则从 (15)式可知相应的位
置参数, 从而得到概率密度分布函数图, 如图 1所
示. 显然, 截断对数正态分布仅在 l ∈ [10, 120] µm
的范围内有意义, 在该范围外被成功地截断, 通过

积分

∫ b

a

P (l) dl进行检验, 结果等于 1. 当尺度参

数越小时, 晶粒半径的分布越集中, 且概率密度的
峰值约接近于设定的数学期望值. 当尺度参数越大
时, 例如σ = 1时, 截断的作用和效果越明显, 同时
验证了截断对数正态分布可表现出近似于指数分

布的特性 [17]. 而当σ → 0时, 即不考虑晶粒分布的
情况. 另一方面, 在进行区间离散时, 本文给定晶
粒分布区间的离散精度为 e = 10−3.
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图 1 晶粒半径的概率密度分布

Fig. 1. Grain size distributions with a constant mean
l̄ = 25 µm and varying scale parameter σ.

以图 1所代表的 5种晶粒分布为基础, 研究不
同分布作用下的纵波和横波的衰减谱和相速度

谱. 假设本文所选用的单相不锈钢材料的密度为
ρ = 7930 kg/m3, 并分别设定其 3个独立的单晶弹
性常数为: c11 = 204.6 GPa, c12 = 137.7 GPa,
c44 = 126.2 GPa [24]. 同时, c33 = c22 = c11,
c23 = c13 = c12, c66 = c55 = c44, 其他单晶弹
性常数均为 0. 各向异性系数上述单晶弹性常数的
下标采用Voigt 记法: 11 → 1, 22 → 2, 33 → 3,
23 → 4, 13 → 5, 12 → 6. 根据一阶晶粒统计量的
Voigt平均有:

⟨C3333⟩

=
1

5
(c11 + c22 + c33) +

2

15
(c12 + c13 + c23)

+
4

15
(c44 + c55 + c66) , (22a)

⟨C1313⟩

=
1

15
(c11 + c22 + c33)−

1

15
(c12 + c13 + c23)
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+
1

5
(c44 + c55 + c66) , (22b)

因此, 可知 ⟨C3333⟩ = 278.8 GPa, ⟨C1313⟩ =

89.1 GPa. 故而又可计算立方对称材料各向异

性系数 v = c11 − c12 − 2c44为−185.5 GPa. 接着,
可求解得到考虑晶粒分布特性的多晶体金属超声

散射统一理论模型, 结果如图 2至图 5所示. 由图 2
和图 3可见, 在瑞利散射区, 即0 < 2k0L l̄ 6 10−1或
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图 2 不同晶粒分布下的纵波衰减谱 (a) 衰减 -频率图; (b) 归一化衰减 -归一化频率图 (双对数坐标图)
Fig. 2. Attenuation spectrums of longitudinal wave using different grain size distributions: (a) Attenuation-frequency
graph; (b) normalized attenuation-normalized frequency graph (log-log plot).
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图 3 不同晶粒分布下的纵波相速度谱 (a) 相速度 -频率图; (b) 相对相速度 -归一化频率图 (双对数坐标图)
Fig. 3. Phase velocity spectrums of longitudinal wave using different grain size distributions: (a) Phase velocity-
frequency graph; (b) relative phase velocity-normalized frequency graph (log-log plot).
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Fig. 4. Attenuation spectrums of transverse wave using different grain size distributions: (a) Attenuation-frequency
graph; (b) normalized attenuation-normalized frequency graph (log-log plot).
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频率为 0 < f 6 1.89 MHz时, 晶粒分布尺度
参数越大, 纵波衰减越大, 相速度基本不变; 在
随机散射区, 即 10−1 < 2k0L l̄ 6 101或频率为

1.89 < f 6 189 MHz时, σ = 1的纵波衰减曲线

和相速度曲线分别围绕σ → 0的纵波衰减曲线和

相速度曲线波动; 在几何散射区, 即2k0L l̄ > 101或

频率为 f > 189 MHz时, σ = 1的纵波衰减曲线和

σ → 0 的纵波衰减曲线比先变小、后变大, σ = 1的

纵波相速度曲线和σ → 0的纵波相速度曲线比先

变大、后变小. 由图 4和图 5可见, 在瑞利散射区、
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Fig. 5. Phase velocity spectrums of transverse wave using different grain size distributions: (a) Phase velocity-
frequency graph; (b) relative phase velocity-normalized frequency graph (log-log plot).
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Fig. 6. Comparison between the asymptotic model and the unified theory model for ultrasonic scattering: (a) Lon-
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瑞利散射和随机散射的转换区, 即0 < 2k0T l̄ 6 100

或频率为0 < f 6 10.7 MHz时, 晶粒分布尺度参数
越大, 横波衰减越大, 相速度基本不变; 在随机散射
和几何散射的转换区、几何散射区, 即 2k0T l̄ > 100

或频率为 f > 10.7 MHz 时, σ = 1的横波衰减曲线

和相速度曲线分别围绕σ → 0的横波衰减曲线和

相速度曲线先变小、后变大.
最后, 以σ = 1时的晶粒分布为例, 比较超

声散射的分区近似模型和统一理论模型, 结果如
图 6所示. 可明显看出, 分区近似模型是离散的, 尤
其是相速度谱不连续, 在不同的散射区之间没有交
点. 而在精度方面, 瑞利散射区和几何散射区的近
似精度较高, 误差主要存在于随机散射区及其两个
相邻的转换区. 因此, 研究统一理论模型是有必要
的, 结果在全频域上可连续, 而分区近似模型作为
近似解, 作为统一理论模型迭代求解的初值也是合
适的.

3 实验系统及测量结果

本文实验采用 304不锈钢材料对理论模型进
行验证. 首先对一个 304不锈钢坯料进行线切割
加工, 得到一个外形尺寸为 40 mm × 40 mm ×
25 mm的超声实验试块, 并在其相邻位置切割出三
个 5 mm × 5 mm × 5 mm的金相实验样品, 假设
超声实验试块和金相样的微观组织在统计意义下

完全一致. 对试块和金相样的表面分别用砂纸打磨
至 1000目, 并用尼龙布及 0.3 µm的抛光液进行抛
光至镜面效果.

本文使用EBSD技术对材料进行金相分析 [25],

确定晶粒尺寸的分布. 首先, 对金相样进行镶样,
利用Buehler VibroMet 2型振动抛光机对金相样
进行 3 h的振动抛光, 用FEI Quanta 650 FEG型
场发射扫描电镜和NordlysMax2 EBSD探测器对
金相样进行晶粒尺寸测定. 共测试 5个视场, 其中
一个测试结果如图 7所示, 5次测试中标定率最低
为 95.47%. 通过 5领域外插法对EBSD图像进行
降噪去除非真实的小晶粒, 可以降低标定率对平
均晶粒尺寸的影响. 使用HKL CHANNEL5软件
包提供的晶粒重构算法可以直接算出平均晶粒尺

寸, 并给出各个晶粒的具体分布情况, 其中临界的
晶界角度取向差为 10◦, 将晶粒取向差在 10◦以内
的孪晶合并成一个晶粒进行分析, 并通过将符合
60◦ ⟨111⟩关系的孪晶界完全除去, 对平均晶粒尺
寸进一步修正为直径 48.2 µm. 每个正交面分别观
察 3个视场, 最终用EBSD测量得到平均的晶粒半
径为 l̄ = 24.1 µm, 而晶粒半径最小值为 10.0 µm,
最大值为 125.5 µm. 故选取晶粒半径的下截断点
为a = 10.0 µm, 上截断点为 b = 125.5 µm. 基于
最小二乘法, 调整位置参数和尺度参数, 对 5个视
场EBSD得到的晶粒半径频率分布立方图进行拟
合. 截断对数正态分布拟合归一化结果如图 7 (b)
所示, 当µ ≈ −13.581且σ ≈ 1.563时, 拟合优度为
99.2%.

由于水浸法难以测量横波衰减, 本文采用接触
式脉冲反射法进行纵波和横波的实验. 超声信号采
集系统主要由 JSR Ultrasonics的DPR300型超声
脉冲发生/接收器, ADLink的PCIe-9852型高速数
字采集卡, 以及不同的超声接触式探头构成. 考虑
到几何散射区的衰减过大, 导致难以在实验中采集

(b)
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图 7 304不锈钢金相样的EBSD测量结果 (a) 降噪后的取向成像图; (b) 晶粒半径分布
Fig. 7. The EBSD measurement results of the 304 stainless steel specimen: (a) The orientation imaging of the
samples after denoising; (b) the grain size distribution.
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Fig. 8. The experimental results of the longitudinal wave scattering: (a) Attenuation spectrum; (b) phase velocity spectrum.
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图 9 横波散射实验结果 (a) 衰减谱; (b) 相速度谱

Fig. 9. The experimental results of the transverse wave scattering: (a) Attenuation spectrum; (b) phase velocity spectrum.

表 1 实验结果与模型计算值之间相异性度量结果

Table 1. The measures of dissimilarities between experimental data and theoretical model.

距离

度量类别

纵波衰减 纵波相速度

本文模型/Np·m−1 传统模型/Np·m−1 变化率/% 本文模型/m·s−1 传统模型/m·s−1 变化率/%

一范数 154.5 390.1 −60.39 84.54 395.1 −78.60

二范数 21.85 55.14 −60.37 11.98 51.15 −76.57

无穷范数 9.780 4.971 −49.17 2.664 7.495 −64.45

距离

度量类别

横波衰减 横波相速度

本文模型/Np·m−1 传统模型/Np·m−1 变化率/% 本文模型/m·s−1 传统模型/m·s−1 变化率/%

一范数 178.3 295.5 −39.65 14.51 16.66 −12.93

二范数 31.22 46.73 −33.19 4.183 5.416 −7.266

无穷范数 7.948 9.078 −12.45 1.195 1.287 −4.677

注: 一范数为误差绝对值之和, 其均值为平均绝对误差; 二范数为误差平方和的平方根, 其平方的均值为均方误差; 无穷范数
为最大误差值的绝对值; 1 Np = 8.68 dB.
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到超声回波, 本文选用Olympus的V111-RM型
10 MHz纵波直探头, 和V155-RB型 5 MHz 横波
直探头, 开展超声衰减谱和相速度谱测量实
验 [26]. 10 MHz 纵波和 5 MHz横波的频段正好
处于瑞利散射和随机散射的转换区 (2k0L l̄ = 0.511,
2k0T l̄ = 0.452), 可同时对两个散射区进行验证. 纵
波衰减谱和相速度谱的实验结果如图 8所示, 而横
波衰减谱和相速度谱的实验结果如图 9所示, 图中
实验测量结果仅显示探头有效带宽部分. 对相异性
度量进行计算, 得到不同范数意义下的距离比较,
结果如表 1所示. 可见, 考虑晶粒分布特性对超声
散射统一理论模型进行修正后, 衰减谱和相速度谱
测量结果和理论模型之间的相异性存在不同程度

的降低. 其中, 纵波衰减谱和相速度谱的符合程度
提高得尤为明显.

4 讨 论

从以下四个方面对考虑晶粒分布特性的多晶

体金属超声散射统一理论进行分析和讨论.
首先, 选用截断对数正态分布取代传统的对数

正态分布来描述多晶体金属的晶粒分布特性, 使晶
粒分布模型具有了实际的物理意义, 避免了晶粒尺
寸为零, 或为无穷大的情况出现. 而且通过EBSD
的金相分析方法, 确定了晶粒分布的上界和下界,
继而惟一确定了晶粒的截断对数正态分布, 这也证
明了本方法在物理上是可行的.

第二, 应注意到本文的 (18a)式、(18b)式和
Hirsekorn所给出的多相材料超声散射统一理论模
型在数学形式上是等价的 (见文献 [12]中 (14)式和
(15)式). Hirsekorn的模型是每个晶粒的物相不同,
但尺寸相同, 根据相含量进行加权. 而本文模型是
每个晶粒的尺寸不同, 但物相相同, 根据晶粒分布
进行加权. 其中蕴含的物理意义是: 可认为具有同
一物相、同一晶粒尺寸的晶粒的集合, 是对超声散
射起作用的一组基本单元.

第三, 应注意到在本文的 (20b)式和 (21b)式

中, 有
N∑
i=1

P (li)∆l · li = l̄. 因此, 随机散射区的近

似模型不管是纵波还是横波, 在数学上都将退化为
Stanke和Kino所研究的不考虑晶粒分布的形式.
从物理上可理解为, 在随机散射区, 超声散射主要
受平均晶粒尺寸的影响, 个别大晶粒的强散射作用
被众多小晶粒的弱散射作用部分中和, 此结果也在

图 2 (b)至图 5 (b)中得到证实.
最后,从图 5 (b)和图 9 (b)可发现,横波相速度

在瑞利散射和随机散射区受晶粒分布的影响相对

较小, 此物理特性可能应用于材料晶粒分布的超声
散射反演评价. 其原因是, 用横波相速度估计平均
晶粒尺寸后, 晶粒分布独立的参数只剩余三个, 此
时通过纵波衰减、纵波相速度、横波衰减联立求解

剩余的三个参数, 继而可无损估计晶粒分布.

5 结 论

基于晶粒尺寸的截断对数正态分布特性, 推导
了受晶粒分布影响的多晶体材料超声散射统一理

论. 根据该理论模型, 在平均晶粒尺寸一致的条件
下, 通过数值模拟方法分析了晶粒分布范围扩大对
固体内部超声背散射的影响: 1)对纵波及横波衰减
而言, 在瑞利散射区衰减和几何散射区的衰减明显
增大, 而在随机散射区及相邻两个转换区衰减变化
幅度较小; 2)对纵波相速度而言, 在随机散射区及
其与几何散射的转换区内有明显的变化, 而在其他
散射区的变化较小; 3)对横波相速度而言, 除了在
随机散射与几何散射转换区的变化明显外, 其他散
射区变化较小. 对于晶粒半径在10.0—125.5 µm范
围内变化的 304不锈钢试块, 实验结果表明, 晶粒
分布修正后模型的精度高于传统模型. 其中, 纵波
衰减谱和相速度谱的精度有显著的提高, 和实验结
果间的一范数距离比传统模型分别降低了约 60%
和 79%. 可见, 仅使用平均晶粒尺寸建模, 无法准
确地计算衰减谱和相速度谱, 有必要考虑晶粒分布
进行修正. 未来, 本文模型可进一步扩展至含拉长
晶粒、宏观织构或多个物相的材料.
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Abstract
The existing unified theory of ultrasonic scattering can model the attenuation and phase velocity in the frequency

domain by using the microstructure and mechanical properties of polycrystalline materials. However, this theory does not
consider the influence of grain size distribution, thus degrading the calculation accuracy in the forward modeling. A new
unified theory, which is mainly corrected by considering the grain size distribution, is developed. First, the second-order
Keller approximation and the full-field Green’s function are used to calculate the wave equation of inhomogeneous medium
and derive the average wave in the medium, respectively. Second, the method of the truncated lognormal distribution
is used to describe the grain size distribution and construct the weighted spatial correlation function. Finally, the new
unified theory of ultrasonic scattering is established to reveal the influence of grain distribution on ultrasonic scattering.

Using the new unified model, the effects of the grain distribution widening on the ultrasonic scattering while the
average grain size is unchanged, are analyzed for the longitudinal wave and the shear wave. The attenuation increases
in the Rayleigh scattering region and the geometric scattering region, while there is less attenuation variation in the
stochastic scattering region and two adjacent transition regions. The phase velocity varies strongly in the stochastic-
geometric transition region, while the variation is relatively small in other scattering zones. Experiments are conducted
by using a 304 stainless steel specimen. The results show that when the grain distribution characteristics are considered,
the discrepancy between the longitudinal wave attenuation spectrum and experimental results, and that between the
phase velocity spectrum and experimental results are reduced by 49% and 64%, respectively; for the shear wave, these
discrepancies are reduced by 12% and 4%, respectively.

From all above aspects, the accuracy of the new model is higher than that of the traditional model. The new unified
theory proposed in this paper can effectively correct the discrepancy of the attenuation spectrum and phase velocity
spectrum caused by the grain size distribution and provide a theoretical basis for inverse problem of grain distribution.
Also, the theory can be extended to materials containing elongated grains, macroscopic texture or multiple phases.

Keywords: ultrasonic scattering, unified theory, grain size, truncated log-normal distribution
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