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尽管几何动量最初的引入是为了描述超面上的运动粒子的动量, 却不需要限制在真实的曲面上. 如果一
个曲线坐标系包含了超面族和超面上的法向矢量作为一个坐标轴的单位矢量, 几何动量可以定义在超面族
上, 并参与构造对易力学量完全集. 在三维各向同性谐振子中, 采用球坐标描述, 存在等效球面, 并在球面族
上建立对易力学量完全集. 因此, 三维各向同性谐振子同时具有动量和几何动量分布. 这两个动量的差, 可以
定义为径向动量, 从而使得径向动量可以测量. 那么, 通过几何动量, 可以显示出狄拉克引进的径向动量的物
理意义, 而不是一直认为的那样完全不具有观测意义.

关键词: 角动量, 三维谐振子, 几何动量
PACS: 03.65.Ta, 43.58.Wc, 02.40.Yy DOI: 10.7498/aps.68.20181634

1 引 言

为了恰当地描述约束在超曲面上粒子的量子

运动, 2011年正式引入了几何动量 [1], 2015年几何
动量获得实验的验证 [2]. 如何把这一动量纳入到狄
拉克正则量子化的框架之中, 2012年至 2018年间
进行了一系列的探索 [3−12], 2018年这一问题获得
解决 [11,12].

几何动量、几何势能等几何量 [1,3,9,10] 可以循

如下步骤而获得. 把几何面想象成有均匀厚度的
一个薄层, 如果在这个薄层中定义动量, 然后让
薄层的厚度趋于零, 在经典力学中, 和直接在曲
面上定义动量完全一样. 但是, 在量子力学, 情况
则完全不同. 首先需要在这个薄层中写下薛定谔
方程, 然后让薄层的厚度趋于零, 则薛定谔方程
分离成两个独立的部分, 一个沿曲面法向方向的
方程, 一个沿曲面切向方向的方程. 法向方向的
运动, 由于自由度冻结, 仅仅处在基态上. 这时可

以发现切向运动的微分算符会多出依赖于曲率的

项, 例如动量由−i~∇变为如下算符pΣ , 动能算符
−~2∇2/(2µ) → −~2∇2

LB/(2µ) + Vg,

pΣ = −i~
(
∇Σ − ∇ · n

2
n

)
,

Vg =
~2

4µ

(
(∇ · n)2

2
−∇n : ∇n

)
, (1)

其中n为超曲面上的单位法矢量, 梯度算符∇定义
在超曲面所嵌的平直空间中, ∇Σ为曲面上的梯度

算符, ∇2
LB为曲面上的Laplace-Beltrami算符. 因

为在任意维的超曲面上, −∇ · n定义为曲面的平均
曲率, 几何势能也依赖于平均曲率, 所以 (1)式中的
算符pΣ称之为几何动量, Vg称之为几何势能. 这
样定义的几何动量、几何势能不因曲面上参数的改

变而改变, 都是几何不变量. 很容易想到, 任何包
含几何动量和Laplace-Betrami算符及其幂次的力
学量, 都将出现依赖平均曲率的项 [9,10].

从引入动量的过程可以看出, 动量可以不必
建立在真实的曲面上. 设超面为N维, 曲面的附
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近有一点, 则这一点的位置可以按如下两种方
式决定下来. 第一种方式很简单, 就是在曲面的
高一维的平直空间中, 直接用直角坐标描述, 即
r = (x1, x2, · · · , xN+1). 第二种方式就是采用所谓
的高斯法向坐标, 即N个坐标为曲面内的坐标参

数, 不妨设为 (α1, α2, · · · , αN ), 第N + 1个坐标取

在曲面的法线方向上, 不妨设为β. 毫无疑问, 这两
种方法完全等价, 即二者之间可以进行坐标变换,

r = (x1, x2, · · · , xN+1)

→r(α, β) = R(α) + βn(α), (2)

其中α为N个曲面中的坐标 (α1, α2, · · · , αN )的简

写. 把梯度算符写在高斯法向坐标中, 即

∇ = ∇Σ + n
∂

∂β
. (3)

注意到N + 1维平直空间中的动量算符的定义为

p = −i~∇, 每个分量都可以测量. 从高斯法向坐标
中法向分量的角度看, 动量的这个分量−i~n∂β必
须厄米化, 即法向的动量是

pn = −i~
(
n
∂

∂β
+

∇ · n
2

n

)
, (4)

于是

− i~∇

= − i~
(
∇Σ − ∇ · n

2
n

)
− i~

(
n
∂

∂β
+

∇ · n
2

n

)
= pΣ + pn. (5)

对于N维的超球面,

n = (x1, x2, · · · , xN+1)
/√

x21 + x22 + · · ·+ x2N+1,

由于

∇ · n =

N+1∑
i=1

∂

∂xi

(
xi√

x21 + x22 + · · ·+ x2N+1

)
=
N

r
,

r ≡
√
x21 + x22 + · · ·+ x2N+1, (6)

即可得 (5)式中的第二部分即法向动量, 也就是所
谓的径向动量 [13],

pr = −i~
(
∂

∂r
+
N

2r

)
n. (7)

对于二维球面N = 2, pr = −i~(∂r + 1/r)n.
众所周知, 径向动量不是数学上的自伴算符,

故 “没有观测意义” [14−16]. 但是, 狄拉克坚持认为
这是一个有意义的量子力学算符, 却没有说明测量

它的具体方案 [13]. 注意到 (5)式中的第一部分即
所谓的几何动量, 它是自伴算符. 为什么 (5)式中
左边的算符是自伴算符, 右边的两个算符一个自伴
一个不自伴? 这是可能的, 因为三个算符各自作
用的空间不同. (5)式提示出法向动量可以定义等
效算符

pn ≡ −i~∇− pΣ . (8)

利用这一等效算符, 就可以解决法向动量不具有自
伴性却可以计算出不确定度这二者之间的矛盾 [17],
另外还发现了几何动量在磁单极 -电荷系统中和几
何相位之间的联系 [18]. 本文利用三维各向同性谐
振子系统, 通过动量和几何动量之间的关系, 继续
考察径向动量可测量性等问题.

本文第 2节建立三维各向同性谐振子的动量
和几何动量的分布普遍理论, 第 3节是具体计算结
果, 第4节是总结.

2 三维各向同性谐振子的动量和几何
动量的分布普遍理论

2.1 几何动量和包含几何动量的力学量

完备集

在三维直角坐标系中, 几何动量pΣ的三个分

量的明显形式是

pΣx=− i~
r

(
cos θ cosφ ∂

∂θ
− sinφ

sin θ
∂

∂φ
−sin θ cosφ

)
,

(9)

pΣy =−i~
r

(
cos θ sinφ ∂

∂θ
− cosφ

sin θ
∂

∂φ
−sin θ sinφ

)
,

(10)

pΣz=
i~
r

(
sin θ ∂

∂θ
+ cos θ

)
, (11)

每个分量都有完备的本征函数和本征值 [3,19]. 注意
到轨道角动量在直角坐标系的三个分量为

Lx = i~
(

sinφ ∂

∂θ
+ cot θ cosφ ∂

∂φ

)
, (12)

Ly = −i~
(

cosφ ∂

∂θ
− cot θ sinφ ∂

∂φ

)
, (13)

Lz = −i~ ∂

∂φ
. (14)

这两组力学量都不包含对径向位置的微分, 它们之
间的任意一个都可以和径向位置算符同时对角化.
因此, 可以选径向位置算符取某个确定值的表象中
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进行研究三维各向同性谐振子. 取径向位置为某个
定值, 设为 r, 这时就等效于在某个等效球面上研究
这个问题.

不难验证角动量与几何动量的分量的对易关

系满足SO (3, 1)代数,

[rpΣi, rpΣj ] = −i~εijkLk,

[Li, rpΣj ] = i~εijkrpΣk,

[Li, Lj ] = i~εijkLk, (15)

这样可以取一个力学量完备集为 (r, Lz, rpΣz). 算
符 rpz的本征值方程为

(rpΣz)uγ(θ) ≡i~
(

sin θ ∂
∂θ

+ cos θ
)
uγ(θ)

= ~γuγ(θ). (16)

不难求得本征值为~γ, γ ∈ (−∞,∞), 相应的 δ函
数归一化本征函数为

uγ(θ) =
1√
2π~

1

sin θ exp
(
− iγ ln tan θ

2

)
, (17)

即可得三个力学量 (r, Lz, rpΣz)同时取确定值的本

征函数集合为

δ(r − r′)uγ(θ)Φm(φ), (18)

其中Φm(φ) = exp(imφ)/
√
2π为角动量的 z分量

Lz的本征函数. 仿照杨振宁的说法, 这个完备集是
球面截面 (sections) [20]上力学量的完备集.

2.2 三维各向同性谐振子

三维各向同性谐振子的哈密顿为 [21]

H = H(x) +H(y) +H(z),

H(xi) = − ~2

2µ

∂2

∂x2i
+

1

2
µω2x2i , (19)

其中 i = 1, 2, 3, 定态波函数可以选为三个对易力学
量H(x),H(y), H(z)的共同本征函数, 也就是

Ψnx,ny,nz(x, y, z) = ψnx(x)ψny(y)ψnz(z), (20)

其中ni = 0, 1, 2, · · · ,

ψni(xi) =

(
µω

π~

) 1
4 1√

2nn!
e−ξ2/2Hn(ξi),

ξi =

√
µω

~
xi, (21)

能量本征值为

Enx,ny,nz
=

(
nx + ny + nz +

3

2

)
~ω

=

(
N +

3

2

)
~ω, (22)

其中N = nx + ny + nz, 第N个激发态具有

(N + 1)(N + 2)/2重简并.
在球坐标下写出三维各向同性谐振子的哈密

顿 [21]

H = − ~2

2µ
∇2 +

1

2
µω2r2, (23)

定态波函数可以选为三个对易力学量H,L2, Lz(符
号取熟知的意义)的共同本征函数, 也就是

Ψnr,l,m(r, θ, φ) = Rnrl(r)Ym
l (θ, φ), (24)

其中Ym
l (θ, φ)为球谐函数, 径向波函数Rnrl(r)为

Rnrl(r) = Nnrlξ
l exp

(
− ξ2

2

)
F

(
− nr, l +

3

2
, ξ2

)
,

ξ =

√
µω

~
r. (25)

F (c1, c2, x)为合流超几何函数, 归一化系数Nnrl

的一般形式较为复杂, 可以参考文献 [18]. 能量本
征值为

Enr,l =

(
2nr + l +

3

2

)
~ω =

(
N +

3

2

)
~ω, (26)

其中nr, l = 0, 1, 2, 3 · · · , N = 2nr + l, 第N个激发

态依然是 (N + 1)(N + 2)/2重简并.

2.3 对态Ψnr,l,m(r, θ, φ)进行动量和几何

动量分析的一般理论

相同能量本征值的两组基 (20)和 (25)之间相
差一个幺正变换 [21]. 本征态Ψnr,l,m(r, θ, φ)上给定

N = 2nr + l时, 是直角坐标下的 (N +1)(N +2)/2

个状态的组合, 即

Ψnr,l,m(r, θ, φ)

=
∑′

c(nx, ny, nz)Ψnx,ny,nz(x, y, z), (27)

其中求和
∑′
表示对nx + ny + nz = N的所有可

能求和, 而且满足∑′
|c(nx, ny, nz)|2 = 1. (28)

当N = 0, c(0, 0, 0) = 1. 当N = 1, c(nx, ny, nz)可

以是一个矩阵, 具体形式如下 [21]
Ψ0,1,1(r, θ, φ)

Ψ0,1,−1(r, θ, φ)

Ψ0,1,0(r, θ, φ)


010301-3
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= − 1√
2


1 i 0

1 i 0

0 0 −1



ψ1(x)ψ0(y)ψ0(z)

ψ0(x)ψ1(y)ψ0(z)

ψ0(x)ψ0(y)ψ1(z)

 . (29)

一般情况下, c(nx, ny, nz)是一个 (N +1)(N +2)/2

维的方阵, 需要具体计算, 这里不做展开.
下面给出在态Ψnr,l,m(r, θ, φ)上进行动量分

析的一般方法. 注意到对各向同性谐振子, 考
察空间一个方向就可以了, 不妨选为 z方向. 对
Ψnr,l,m(r, θ, φ)做如下展开:

Ψnr,l,m(r, θ, φ)

=
∑′

c(nx, ny, nz)ψnx(x)ψny(y)ψnz(z)

=
∑′

c(nx, ny, nz)ψnx
(x)ψny

(y)

×
∫ ∞

−∞
ψm
l (γ)

1√
2π

exp(−iγz)dγ

=

∫ ∞

−∞
ψm
l (γ)

(∑′
c(nx, ny, nz)ψnx

(x)ψny
(y)

)
× 1√

2π
exp(−iγz)dγ, (30)

其中
1√
2π

exp(−iγz)为 z方向动量的本征函数,

本征值为 γ, 记得在谐振子问题中, 取单位长度√
~/(µω), 于是本征值γ是没有量纲的纯数. 展开
系数为

ψm
l (γ)

(∑′
c(nx, ny, nz)ψnx

(x)ψny
(y)

)
. (31)

测量完成之后粒子动量取γ值的概率为

|ψm
l (γ)|2J(N) = |ψm

l (γ)|2, (32)

其中利用到了等式

J(N)

≡
∫ ∞

−∞

∣∣∣∣(∑′
c(nx, ny, nz)ψnx(x)ψny(y)

)∣∣∣∣2dxdy

=

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∑′
c(nx, ny, nz)

∣∣∣∣2dxdy = 1. (33)

下面建立在态Ψnr,l,m(r, θ, φ)上进行几何动量

分析的一般理论. 注意到

Ψnr,l,m(r, θ, φ)

=

[ ∫ ∞

0

Rnrl(r
′)δ(r − r′)dr′

]
×
[ ∫ ∞

−∞
υml (γ)uγ(θ)dγ

]
Φm(φ), (34)

于是问题的关键在于如何求得系数υml (γ), 也就是
对缔合Legendre函数进行几何动量 z分量的本征

函数进行展开, 即

υml (γ) =

∫ π
0

u∗γ(θ)clmPm
l (cos θ) sin θdθ, (35)

其中 clm =

√
2l + 1

2

(l −m)!

(l +m)!
为归一化系数. 现在

积分 (35)中的变量变化从区间 θ ∈ (0,π) 映射到一

维全空间, 令

ζ = ln tan
(
θ

2

)
, ζ ∈ (−∞,∞), (36)

于是 (35)式化为

υml (γ) = clm

∫ ∞

−∞

Pm
l (− tanh ζ)

cosh ζ

×
[

1√
2π

exp(iγζ)
]

dζ, (37)

也就是, υml (γ)是函数
Pm
l (− tanh ζ)

cosh ζ 的傅里叶变

换. 不难得到在 l = 0, 1时展开系数υml (γ)的具体

形式如下:

υ00(γ) =
1

2

√
π sech

(
π

2
γ

)
,

υ01(γ) = −1

2
i
√
3πγ sech

(
π

2
γ

)
,

υ±1
1 (γ) = ±1

2
i
√

3π

2
γ csch

(
π

2
γ

)
, (38)

其他更多的υml (γ)的具体形式可以参见文献 [3].

2.4 在Ψnr,l,m(r, θ, φ)上对动量和几何动

量的测量以及意义

2.3小节中建立了在态Ψnr,l,m(r, θ, φ)上测量

动量及几何动量的 z 分量的一般结果. 给定动量
和几何动量的某个确定间隔范围内γ → γ + dγ,
概率分别为 |ψm

l (γ)|2dγ和 |υml (γ)|2dγ. 在实际测
量这两个动量时, 实验上直接记录是γ|ψm

l (γ)|2dγ
和γ|υml (γ)|2dγ. 这两个量的差, 具有鲜明的物理
意义.

注意到径向动量可以通过 (8)式来定义, 也就
是可以通过如下方式来定义,

pr ≡ −i~∇− pΣ , (39)

这样, 如果测量pr的 z分量, 在实验上直接得到的
结果是

γρ(γ)dγ ≡ γ(|ψm
l (γ)|2 − |υml (γ)|2)dγ. (40)
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在其他分量上, 也可以进行类似测量.
至此发现, 即使 (4)和 (7)式中的径向动量本身

由于不具有自伴性而不可以测量, 经过等效定义就
完全可以测量. 不过这个测量是对两个力学量单独
测量后的结果的差.

因此, 对动量和几何动量的测量, 可以实现对
径向动量的测量. 从而解决了径向动量本身由于不
具有自伴性而不可以测量却存在不确定度的矛盾.
这个矛盾较长时间是一个疑难 [13−17].

3 三维各向同性谐振子的动量和几何
动量分布的结果

下面利用第 2节建立起来的一般理论, 给出在
一些态Ψnr,l,m(r, θ, φ) 测量动量和几何动量的具体

结果. 基态Ψ0,0,0(r, θ, φ) = ψ0(x)ψ0(y)ψ0(z)最简

单. z方向的动量的分布是

ψ0
0(γ) =

(
1

π

) 1
4

e−γ2/2, (41)

这时的几何动量分布是υ00(γ) =
1

2

√
π sech

(
π

2
γ

)
(38)式, 似乎和 (41)式间有明显的差别, 其实不然.
图 1给出了基态上的几何动量 (实线)和动量 (点划
线) z分量的概率分布, 二者之间的不仅趋势相同,
定量上也相差无几.

第一激发态是一个三重简并的态, 首先考虑态

Ψ0,1,1(r, θ, φ),

Ψ0,1,1(r, θ, φ)

= − 1√
2
(ψ1(x)ψ0(y)ψ0(z) + iψ0(x)ψ1(y)ψ0(z))

= − 1√
2
(ψ1(x)ψ0(y) + iψ0(x)ψ1(y))ψ0(z), (42)

易知 z方向的动量的分布是依然是 (41)式,
几何动量 z方向的分布是 (38)式中的 υ11(γ) =

1

2
i
√

3π

2
γ csch

(
π

2
γ

)
. 态Ψ0,1,1(r, θ, φ)上的几何动

量 (实线)和动量 (点划线) z分量的概率分布, 径向
动量 z分量的测量值如图 2所示.

第 一 激 发 态 中 的 第 二 个 简 并 态 是

Ψ0,1,−1(r, θ, φ). 这个态上的几何动量和动量 z分

量的概率分布以及径向动量 z分量的测量值也如

图 2所示.
第 一 激 发 态 中 的 第 三 个 简 并 态 是

Ψ0,1,0(r, θ, φ),

Ψ0,1,0(r, θ, φ) = ψ0(x)ψ0(y)ψ1(z). (43)

容易算符 z方向的动量的分布是

ψ0
1(γ) =

(
1

π

) 1
4√

2γ e−γ2/2, (44)

这时的几何动量分布就是 υ01(γ) = −1

2
i
√
3π×

γ sech
(
π

2
γ
)

(38)式. 于是, 态Ψ0,1,0(r, θ, φ)上的

几何动量 (实线)和动量 (点划线) z分量的概率分
布, 径向动量 z分量的测量值如图 3所示.

-3 -2 -1 1 2 3

γ

0.2

0.4

0.6

0.8

|υ(γ)|

(|ψ(γ)| |−|υ(γ)| )γ

|ψ(γ)|

图 1 基态上的几何动量 (实线)和动量 (点划线) z分量的概率分布, 径向动量 (虚线) z分量的测量值 (靠
近横轴)
Fig. 1. Probabilities of z-axis component of momentum (solid line) and geometric momentum (dashed
line), and measurement values of radial momentum (dotted line), for ground state Ψ0,0,0(r, θ, φ).
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γ

|υ(γ)|

(|ψ(γ)| |−|υ(γ)| )γ

|ψ(γ)|

-4 -2 2 4

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

图 2 态 Ψ0,1,1(r, θ, φ)上的几何动量 (实线)和动量 (点划线) z分量的概率分布、径向动量 (虚线)
z分量的测量值

Fig. 2. Probabilities of z-axis component of momentum (solid line) and geometric momentum
(dashed line), and measurement values of radial momentum (dotted line), for ground state
Ψ0,1,1(r, θ, φ).

γ

|υ(γ)|

(|ψ(γ)| −|υ(γ)| )γ

|ψ(γ)|

-4 -2 2 4

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

图 3 态 Ψ0,1,0(r, θ, φ)上的几何动量 (实线)和动量 (点划线) z分量的概率分布、径向动量 (虚线)
z分量的测量值

Fig. 3. Probabilities of z-axis component of momentum (solid line) and geometric momentum
(dashed line), and measurement values of radial momentum (dotted line), for ground state
Ψ0,1,0(r, θ, φ).

图 1至图 3清楚地显示出, 在一个确定的定态
Ψnr,l,m(r, θ, φ)上, 在空间的某个确定方向, 动量分
布和几何动量分布不但趋势完全一样, 而且数值上
也相差无几. 由此可以合理地推测出, 在这种定态
下, 在经典极限下, 动量和几何动量其实是同一个
概念. 不需要复杂的计算, 就可以直接理解这个结
论. 在定态Ψnr,l,m(r, θ, φ)上, 如果量子数很大, 径
向位置将集中在一个较薄的球壳内, 也就是粒子将
在一个球面上运动. 从几何动量的定义, 就是粒子
运动的动量. 对于各向同性谐振子, 在任何方向上,
这个球面上的粒子, 就是一个谐振运动, 动量和几
何动量都将出现同样的谐振运动特征 [3].

图 1至图 3同时清楚地显示出, 在一个确定的

定态Ψnr,l,m(r, θ, φ)上, 在空间的某个确定方向, 动
量分布和几何动量分布之间仍有差别. 这个差别正
好可以定义为径向动量在该方向上的分量. 从量子
测量理论的角度, 径向动量是一个可观测量, 而且
径向动量的平均值为零.

4 结 论

最初引入几何动量的目的是为了给约束在超

面上运动粒子的动量一个恰当的定义, 后来发现可
以用来描述粒子在全空间的运动在超面上的投影.
很多曲线坐标系就由超面族和超面上的法向矢量

作为一个坐标轴而构成, 因此几何动量成为这些曲
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线坐标系下的一个力学量. 在三维各向同性谐振子
中, 采用球坐标描述, 存在球面族. 由于超面上的
几何动量必须投影到高一维的平直空间, 而三维各
向同性谐振子本身就在三维平直空间中进行描述,
因此同时具有动量和几何动量分布. 这两个动量
的差, 可以定义为径向动量, 从而使得径向动量可
以测量. 通过各向同性谐振子基态、第一激发态上
的具体计算发现, 动量和几何动量的分布定性上近
似, 定量上相差不大. 定量上的这个差别, 就是径
向动量的贡献. 从而通过几何动量, 可以显示出狄
拉克引进的径向动量的物理意义.
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Abstract
The geometric momentum was originally introduced for defining the momentum of particle constrained on a hy-

persurface, but it is in fact not necessarily defined on a curved surface only. If a coordinate system contains a family
of hypersurfaces and a normal vector on hypersurface used as a unit vector, the geometric momentum can be defined
on the family of hypersurfaces and can be used to determine a complete set of commuting observables. For instance,
the spherical polar coordinate system is such a kind of coordinate, in which for a given value of radial position, the
spherical surface is a hypersurface. It is well-known that any vector in the space can be decomposed into components
along each axis of the spherical polar coordinates, but the geometric momentum has a different decomposition, for
it requires a projection of the momentum on the hypersurface, and then needs to decompose the projection into the
Cartesian coordinates of the original space where the whole spherical coordinates are defined. Explicitly, with a relation
−i~∇ = pΣ + pn where −i~∇ can be usual momentum operator in Cartesian coordinates, and pΣ is the momentum
component on the hypersurface which turns out to be the geometric momentum, and pn is the momentum component
along the radial direction, we have a nontrivial definition of radial momentum as pn ≡ −i~∇−pΣ . Once −i~∇ and pΣ

are measurable, pn is then indirectly measurable. The three-dimensional isotropic harmonic oscillator can be described
in both the Cartesian and the spherical polar coordinates, whose quantum states thus can be examined in terms of both
momentum and geometric momentum distributions. The distributions of the radial momentum are explicitly given for
some states. The radial momentum operator that was introduced by Dirac has clear physical significance, in contrast to
widely spreading belief that it is not measurable due to its non-self-adjoint.

Keywords: angular momentum, harmonic oscillator, geometric momentum

PACS: 03.65.Ta, 43.58.Wc, 02.40.Yy DOI: 10.7498/aps.68.20181634

* Project supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant No. 11675051).
† Corresponding author. E-mail: qhliu@hnu.edu.cn

010301-8

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.68.20181634

	1引    言
	2三维各向同性谐振子的动量和几何动量的分布普遍理论
	2.1 几何动量和包含几何动量的力学量完备集
	2.2 三维各向同性谐振子
	2.3 对态nr, l, m (r, , ) 进行动量和几何动量分析的一般理论
	2.4 在nr, l, m (r, , ) 上对动量和几何动量的测量以及意义

	3三维各向同性谐振子的动量和几何动量分布的结果
	Fig 1
	Fig 2
	Fig 3


	4结    论
	References
	Abstract

