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压电材料双曲壳热弹耦合作用下的混沌运动∗

李林利 薛春霞†

(中北大学理学院, 太原 030051)

( 2018年 9月 15日收到; 2018年 11月 14日收到修改稿 )

运用弹性力学有限变形基本理论推导出了压电材料双曲壳在外激力和温度场作用下的非线性振动方程

和协调方程. 通过Bubnov-Galerkin原理, 得到该结构的非线性动力学方程. 利用Melnikov方法, 得到系统产
生Smale马蹄变换意义下混沌的条件, 用四阶Runge-Kutta法编写程序对系统进行数值求解, 并绘制出相应
的分岔图、Lyapunov指数图、相轨迹图以及Poincaré截面图, 分析了温度场对压电材料双曲壳系统的非线性
特性的影响. 仿真结果表明, 随着温度的升高, 系统的混沌与周期区交替出现, 温度场的改变可影响和控制系
统的振动特性.
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1 引 言

随着现代高新科学技术的迅猛发展, 压电材料
作为智能材料的一种, 具有薄而轻、成本低、响应速
度快、转换效率高、寿命长等优点, 被广泛应用于众
多高科技设备和压电智能器件中. 而双曲壳结构作
为工程中常见的结构之一, 常在机械场和温度场等
多场作用的环境下工作, 其动力特性对系统的结构
安全有重要影响. 因此对压电材料双曲壳在热弹耦
合作用下的动力学分析具有重要的理论意义和实

用价值. 国内外学者针对普通弹性梁板结构在热、
电、磁多物理场耦合作用下混沌非线性动力学行为

的研究, 已取得了一定的成果 [1−5]. 薛春霞等 [6]分

析了磁感应强度和外载荷对金属薄板振动特性的

影响. 陈赵江等 [7]通过实验方法和理论推导对高

功率超声脉冲激励下金属薄板的振动特性进行了

分析研究. 与此同时, 对一些特殊功能材料板振动
问题的研究也取得了显著成就 [8,9]. Hao等 [10]首

次在热环境下分析了简支功能梯度材料 (FGMS)
矩形板在横向和平面激励下的非线性动力学问题.

栗蕾 [11]系统地研究了考虑初始缺陷的网壳结构的

非线性动力学行为和系统整体稳定性等问题. 周运
朱 [12]通过几何非线性和几何材料双重非线性, 分
析和考察了复杂曲面单层网壳结构的稳定性能. 曹
洲等 [13]分析了各物理参数和温度场对功能梯度夹

层双曲壳自由振动固有频率的影响. 此外, 数值模
拟验证非线性系统的混沌动力学特性方面的研究

对理论的分析奠定了必要的基础 [14−16].
综上所述, 对于双曲壳结构在热弹耦合作用下

的混沌运动研究的较少. 本文以压电材料双曲壳结
构为研究对象, 通过MATLAB软件建立数学模型
并进行数值计算, 对在温度场和简谐外激励共同作
用下的非线性振动行为进行分析. 结果表明, 温度
场的改变可影响和控制系统的振动特性.

2 压电材料双曲壳的基本方程

薄壳振动理论的基本假设:
1)变形前垂直中曲面的直线在变形后仍保持

直线, 并垂直中曲面;
2)沿中曲面垂直方向的法向应力忽略不计;
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3)忽略不计转动惯性力矩和面内惯性力.
四边简支压电材料双曲壳模型如图 1所示, 在

双曲壳模型的中面建立正交曲线坐标系 (x1, x2,
x3), 坐标原点为 o点. 图中x1, x2分别是中面曲率

线方向, x3表示沿着厚度的方向, 向上为正方向; a
表示沿x1坐标方向的中面曲线长度, b表示沿x2坐

标方向的中面曲线长度; R1, R2分别表示x1, x2坐

标方向上的曲率半径; h表示双曲壳的厚度.

x1

x2

h

R1

a

x3

R2b

图 1 压电材料双曲壳模型

Fig. 1. Hyperbolic shell model for piezoelectric materials.

对于横观各向同性压电材料的双曲壳, 在考虑
温度效应时的压电方程 [17]如下:

σ1 = c11ε1 + c12ε2 − e31E3 − t31T,

σ2 = c12ε1 + c22ε2 − e31E3 − t31T,

τ12 = c66γ12,

DE = e31ε1 + e31ε2 + ε3E3 +m3T,

S = t31ε1 + t31ε2 +m3E3 + α0T,

(1)

其中 t31 = Eα/(1 − 2υ)为热 -机械耦合常数, E和
υ分别为杨氏模量和泊松比, α为线性膨胀系数; C
为比热, c11, c12, c21, c22, c66 表示压电材料的刚度;
e31为压电系数, ε3为介电系数, m3为热 -压电耦合
常数, E3为电场, T为温度增量; 而σ1, σ2和 τ12 分

别表示x1方向和x2方向的正应力和切应力; DE表

示电位移, S表示熵, α0 = C/T0, T0是初始温度.
应用已知的扁壳大挠度几何方程, 得到双曲壳

的位移应变关系为 [18]:

ε1 =
∂u

∂x1
+

1

2

(
∂w

∂x1

)2

− k1w,

ε2 =
∂v

∂x2
+

1

2

(
∂w

∂x2

)2

− k2w,

γ12 =
∂u

∂x2
+

∂v

∂x1
+

∂w

∂x1

∂w

∂x2
,

(2)

其中, k1 = 1/R1, k2 = 1/R2.
设变温T (x1, x2, x3)=T0(x1, x2)+x3T̄ (x1, x2),

其中, T0(x1, x2)是初始状态时, 沿壳体厚度方向分

布的平均温度, T̄ (x1, x2)是温度梯度. 设 f1(ξ, η)
和 f2(ξ, η) 是壳体的内、外表面的温度, 而且

T (x1, x2, x3) =
f1 + f2

2
+ x3

f1 − f2
h

, (3)

其中,

f1(ξ, η) =

∞∑
mn

Lmn sinαmξ sinβnη,

f2(ξ, η) =
∞∑
mn

Pmn sinαmξ sinβnη.

薄膜内力

N1 =

∫ h
2

−h
2

σ1dx3,

N2 =

∫ h
2

−h
2

σ2dx3,

N12 =

∫ h
2

−h
2

τ12dx3, (4)

弯曲内力

M1 =

∫ h
2

−h
2

σ1x3dx3,

M2 =

∫ h
2

−h
2

σ2x3dx3,

M12 =

∫ h
2

−h
2

τ12x3dx3. (5)

双曲壳的运动方程 [19]

∂M1

∂x1
+

∂M12

∂x2
−Q1 = 0,

∂M12

∂x1
+

∂M2

∂x2
−Q2 = 0,

∂Q1

∂x1
+

∂Q2

∂x2
+N1

(
k1 +

∂2w

∂x2
1

)
+N2

(
k2 +

∂2w

∂x2
2

)
+ 2N12

∂2w

∂x1∂x2

+q − ρh
∂2w

∂t2
− δh∂w

∂t
= 0,

(6)

其中, Q1, Q2分别是垂直于x1轴及垂直于x2轴的

截面上单位宽度的横向剪力. 通过引入Airy应力
函数φ可以简化求解过程:

σ1 =
∂2φ

∂x2
2

+ e31E3 + t31T,

σ2 =
∂2φ

∂x2
1

+ e31E3 + t31T,

τ12 = − ∂2φ

∂x1∂x2
. (7)
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将 (7)式代入 (5)式, 再代入方程 (6), 由于 c11 =

c22, 注意到 c11 = c12+2c66, 可得到压电材料矩形
板的横向热振动方程如下:

D∇4w = hL(φ,w)− e31∇2ME − t31∇2MT

+ k1N1 + k2N2 + q − ρh
∂2w

∂t2

− δh∂w
∂t

, (8)

其中, L(φ,w) =
∂2φ

∂x2
2

∂2w

∂x2
1

− 2
∂2φ

∂x1∂x2

∂2w

∂x1∂x2
+

∂2φ

∂x2
1

∂2w

∂x2
2

, ∇2 =
∂2w

∂x2
1

+
∂2w

∂x2
2

, D =
h3c11
12
为弯

曲刚度, MT =

∫ h
2

−h
2

Tx3dx3为热弯矩, ME =

∫ h
2

−h
2

E3x3dx3为电弯矩, ρ为薄壳单位面积上的质

量, 故薄壳系统在单位面积上惯性力为−ρh
∂2w

∂t2
,

简谐激振力为 q = q0cosωt.
协调方程为:

∂2ε1
∂x2

2

+
∂2ε2
∂x2

1

− ∂2γ12
∂x1∂x2

= −∆Γ, (9)

∆Γ为高斯曲率的改变,

∆Γ = −[(χ12)
2 − χ1χ2 − k2χ1 − k1χ2]. (10)

由于双曲壳是扁壳, 可近似地由挠度w所产生

的中曲面的主曲率和扭率表示

χ1 =
∂2w

∂x2
1

, χ2 =
∂2w

∂x2
2

, χ12 =
∂2w

∂x1∂x2
.

结合 (1), (2)和 (7)式, 并代入方程 (9)中, 协调方程
变型为

c11
c211 − c212

∇4φ

+
1

h(c11 + c12)
(e31∇2NE + t31∇2NT)

=

(
∂2w

∂x1∂x2

)2

− ∂2w

∂x2
1

∂2w

∂x2
2

− k1
∂2w

∂x2
2

− k2
∂2w

∂x2
1

, (11)

其中, NT =

∫ h
2

−h
2

T dx3为热轴力, NE =

∫ h
2

−h
2

E3dx3

为电轴力.
方程 (8)和 (11)是热弹耦合作用下的薄壳大挠

度问题的非线性振动方程组. 不考虑材料压电特性
时, 对比文献 [20, 21], 对于热弹耦合作用下的普通

弹性板壳结构该方程组仍适用, 故本文的方法和结
论具有可靠性.

四边简支的双曲壳的边界条件为:

w(0, x2) = w(a, x2) = 0,

∂2w

∂x2
1

∣∣∣∣
(0,x2)

=
∂2w

∂x2
1

∣∣∣∣
(a,x2)

= 0,

w(x1, 0) = w(x1, b) = 0,

∂2w

∂x2
2

∣∣∣∣
(x1,0)

=
∂2w

∂x2
2

∣∣∣∣
(x1,b)

= 0.

为简化计算, 令R1 = R2 = R, 引入无量纲参
数 ξ = x1/R, η = x2/R, 横向位移w设为

w(x1, x2, t) = w0(t) · sin(α1ξ) sin(β1η), (12)

式中α1 = πR/a, β1 = πR/b.
由方程 (8)得:

∇2MT=
c11αh

2

12
(L11+P11)(α

2
1+β2

1) sinα1ξ sinβ1η.

将方程 (12)代入方程 (11), 解出应力函数φ再

代入方程 (8), 利用Bubnov-Galerkin原理, 由∫ a/R

0

∫ b/R

0

Φ sinα1ξ sinβ1ηdξdη = 0, (13)

其中

Φ = D∇4w − hL(φ,w) + e31∇2ME + t31∇2MT

− k1N1 − k2N2 − q + ρh
∂2w

∂t2

+ δh
∂w

∂t
, (14)

求得∫ a/R

0

∫ b/R

0

Φ sinα1ξ sinβ1ηdξdη

=
D

h
w0(α

2
1 + β2

1)
ab

4R
+

w3
0(c

2
11 − c212)

8c11
(α4

1 + β4
1)

ab

8R2

− (k2α
2
1 + k1β

2
1)w

2
0(c

2
11 − c212)R

2α2
1β

2
1

(α2
1 + β2

1)
2c11

· 8

3α1β1

− (k2α
2
1 + k1β

2
1)w

2
0(c

2
11 − c212)R

2

6α1β1c11

+
(k2α

2
1 + k1β

2
1)

2w0(c
2
11 − c212)R

4

(α2
1 + β2

1)
2c11

· ab

4R2

− R4

h

[
q − t31

c11αh
2

12
(L11 + P11)(α

2
1 + β2

1)

− ρh
∂2w

∂t2
− δh∂w

∂t

]
4

α1β1
= 0. (15)

整理化简为

w3
0l1 − w2

0l2 + w0l3 −K
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=
q0
h

cosωt− ρ
∂2w

∂t2
− δ∂w

∂t
, (16)

其中,

l1 =
(c211 − c212)π

6

256c11

(
1

a4
+

1

b4

)
− c11α(L11 + P11)

2hπ2R2

(
1

a2
+

1

b2

) ,

l2 =

(
k2

1

a2
+ k1

1

b2

)
(c211 − c212)π

2

4abc11

×

 8

3ab

(
1

a2
+

1

b2

)2 +
ab

6

 ,

l3 =

{
D

h
π2

(
1

a2
+

1

b2

)
+

[(
k2

1

a2
+ k1

1

b2

)2

(c211 − c212)

]
×
[
π2R

(
1

a2
+

1

b2

)2

c11

]−1}
π2

16R
,

K =
t31c11αh

12
(L11 − P11)π

2R2

(
1

a2
+

1

b2

)2

.

引入: w0(t) = f(t) + w∗
0 并代入方程 (16), 得到:

f3 l1
ρ
− f2 l2 − w∗

0

ρ
+ f

l3 + 3w∗2
0 − 2w∗

0

ρ

= − f̈ − δ
ρ
ḟ +

q0
ρh

cosωt, (17)

其中, w∗3
0 l1 − w∗2

0 l2 + w∗
0l3 = K.

3 系统非线性分岔与混沌分析

方程 (17)可改写为我们熟悉的非线性动力系
统的形式:

f̈ + λ1f − λ2f
2 + λ3f

3

= ε(g0 cosωt− ε̇ḟ), (18)

(18)式是热弹耦合作用下的非线性动力学方程.
其中,

λ1 =
l3 + 3w∗2

0 − 2w∗
0

ρ
, λ2 =

l2 − w∗
0

ρ
,

λ3 =
l1
ρ
, g0 =

q0
ερh

, ε̇ =
δ′

ερ′
,

λ1, λ2均大于 0, 便是我们要求的热弹耦合作用下
双曲壳的大挠度问题的非线性动力系统.

双曲壳在强迫振动作用下的非线性动力系统

的无扰动力系统为ẋ = y

ẏ = −λ1x+ λ2x
2 − λ3x

3
. (19)

系统 (19)的Hamilton量为

H =
y2

2
+

λ1

2
x2 − λ2

3
x3 +

λ3

4
x4, (20)

H值由运动的初始条件确定. 从物理意义上看,
方程 (19)可看成是描述单位质量的质点在外力
−λ1x+ λ2x

2 − λ3x
3作用下所做的运动, 而Hamil-

ton量中 y2

2
表示质点的动能, λ1

2
x2 − λ2

3
x3 +

λ3

4
x4

表示外力对质点所做功的负值, 即为势能, H代表
系统总的机械能. 不同的H值, (20)式代表相平面
上不同的曲线.

取 ẋ = ẏ = 0, 求得 (19)式的不动点为:

O(0, 0), a

(
λ2 +

√
λ2
2 − 4λ1λ3

2λ3
, 0

)
,

b

(
λ2 −

√
λ2
2 − 4λ1λ3

2λ3
, 0

)
.

无扰动系统的Jocabi矩阵为

J =

 0 1

−λ1 + 2λ2ξ − 3λ3ξ
2 0

 . (21)

特征方程为

λ2 = −λ1 + 2λ2ξ − 3λ3ξ
2. (22)

将不动点 (0, 0)代入上式, 得到λ = ±i
√
λ1, 为共

轭复根, 因此判断O点为中心, 同理可得a点也为

中心, 而 b点为鞍点. 相平面上的轨迹如图 2所示.
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图 2 同宿轨道

Fig. 2. Homoclinic orbit.

可解出同宿轨道的参数方程为
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x(t) = ±2

√
2λ2

3λ3
· exp(±λ2t/3

√
λ3)

exp(±2λ2t/3
√
λ3) + 1

− λ2

3λ3
,

y(t) = ± 2
√
2λ2

2

9λ2
3

√
λ3

· 1− exp(±2λ2t/3
√
λ3)

[exp(±2λ2t/3
√
λ3) + 1]2

.

(23)

对动力系统定义Melnikov函数

M(t) = − ε′
∫ +∞

−∞
y2(t)dt+ g

∫ +∞

−∞
y(t) cosω(t+ τ)dt

= − ε′
∫ +∞

−∞
y(t)dx(t) + g

∫ +∞

−∞
y(t)(cosωt cosωτ − sinωt sinωτ)dt

= − ε′
4λ3

2

81λ2
3

√
λ3

+ g
2
√
2ωπ sinωτ√

λ3

exp(2πω
√
λ3/λ2)

1 + ch3πω
√
λ3

λ2

. (24)

由Melnikov理论可知, 若Melnikov函数存在
零点, 则稳定流形和不稳定流形相交, 存在不变集
合, 系统有可能会出现混沌. (24)式中等式右端第
一项是阻尼力δẋ沿轨道所做的功, 第二项是以 τ所

处位置为出发点外力沿轨道所做的功.
令

M(t) = 0,

sinωτ =

ε′
√
2λ3

2

81λ2
3

gωπ
exp(3πω

√
λ3/λ2)

1 + ch3πω
√
λ3

λ2

, (25)

使 |sinωτ | < 1, 得到

g

ε′
>

∣∣∣∣∣∣∣∣
√
2λ3

2

(
1 + ch3πω

√
λ3

λ2

)
81λ2

3ωπ exp(3πω
√
λ3/λ2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (26)

且仅当 (26)式成立时, 动力系统 (18)具有Smale马
蹄变换意义下的混沌运动的阈值条件. 如图 3所
示, 曲线上方表示可能出现混沌的参数范围.

10 20 30 40
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1.5

Temperature/C

g
⊳
ε
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1
0
-
5

图 3 混沌阈值曲线

Fig. 3. Chaotic threshold curve.

4 数值计算

本文通过MATLAB中 simulink仿真模块对系
统建模, 具体的仿真模型如图 4所示. 取双曲壳结
构的材料为BaTiO3陶瓷,材料参数列于表 1 . 双曲
壳长a = 400 mm, 宽 b = 400 mm, 厚h = 70 mm,
曲率半径R1 = R2 = 500 mm. 将这些参数代入
(26)式计算, 通过改变温度T0的大小, 使方程 (26)
成立时, 系统就可能出现Smale马蹄变换意义下的
混沌.

表 1 钛酸钡材料参数 [22]

Table 1. Barium titanate material parameters [22].

参数 参数值 参数 参数值

ρ 5700 kg/m3 e33 17.5 C/m2

c11 1.5×1011 N/m2 ε11 1115

c12 0.66×1011 N/m2 ε22 1115

c22 1.5×1011 N/m2 ε33 1260

c66 0.42×1011 N/m2 α 1.0×10−5/◦C

e31 −4.35 C/m2 m3 2.0×10−8 C/cm2 · ◦C

e15 11.4 C/m2 µ 0.27

利用四阶Runge-Kutta法编制数值仿真程序,
通过改变温度T0得到系统的分岔图和相对应的

Lyapunov指数图, 如图 5和图 6所示. 可以看出
随着温度的增加, 系统的混沌与周期区交替出现.
由图 6可看出, 温度T0在 32 ◦C和 41 ◦C附近以及
36 ◦C—37 ◦C的范围内, Lyapunov指数小于 0, 对
应图 5中的周期区;而当图 6中的Lyapunov指数大
于0时, 对应图 5中的混沌区.
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图 4 仿真模型

Fig. 4. Simulation model.
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Fig. 5. Bifurcation diagram with temperature T0 change.
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图 6 随温度 T0变化的Lyapunov指数图
Fig. 6. Lyapunov exponent diagram varying with temperature T0.

当ω0 = 17 Hz, q0 = 200 N/m2时, 通过改变
温度T0的大小, 分别做出热弹耦合作用下双曲壳
系统的相图和Poincaré截面图.

由上面的分析可知, 仿真结果和Melnikov方
法的判定一致. 此外, 仿真结果反映出的混沌运动
更加复杂, 随着温度的增加, 系统的混沌与周期区
交替出现, 而Melnikov方法是无法得到这样的结
论的.

由图 7 —图 9可以看出, 图 7相图和时程曲线

很规整, 相图绕了 2圈, Poincaré映射为两个点, 故
代表周期为 2的运动; 同理可知, 图 8代表周期为
三的运动. 由图 7和图 8可看出, k周期运动有明显
的周期重复性, 对应的相图绕k圈, Poincaré截面
图显示k个点. 而图 9的相图轨迹互不重叠, 相互
缠绕, Poincaré截面图也杂乱无章, 结合这组参数
已落在Melnikov函数和系统分岔图给定的混沌区,
且对应的Lyapunov指数大于 0, 因此可判断图 9代
表着混沌运动.
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从计算结果可以看出, 压电材料双曲壳在四边
简支的条件下, 随着温度场的变化, 会改变系统的
运动状态. 就物理意义而言, 温度的变化给系统的

刚度造成了附加效应. 由 (16)式可看出, 温度的变
化使 l1发生变化, 相当于系统的刚度发生变化, 从
而影响和改变了系统的振动特性.
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图 7 T0 = 22 ◦C时的相图和Poincaré截面图
Fig. 7. Phase diagrams and Poincaré section diagrams at T0 = 22 ◦C.
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图 8 T0 = 36 ◦C时的相图和Poincaré截面图
Fig. 8. Phase diagrams and Poincaré section diagrams at T0 = 36 ◦C.
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图 9 T0 = 45 ◦C时的相图和Poincaré截面图
Fig. 9. Phase diagrams and Poincaré section diagrams at T0 = 45 ◦C.

5 结 论

本文研究了热弹耦合效应下简支的压电材料

双曲壳的动力学行为. 利用Melnikov理论, 推导出
系统出现混沌运动的判据, 通过MATLAB软件进

行数值模拟, 在热弹耦合作用下系统的振动方程具

有明显的非线性, 随着温度的增加, 运动行为较复

杂, 系统的混沌与周期区交替出现. 因此, 控制和

调整温度场的变化, 可实现控制系统的运动状态,

为系统安全性和可靠性提供参考.
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Chaotic motion of piezoelectric material hyperbolic shell
under thermoelastic coupling∗
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Abstract
Piezoelectric material, which exhibits excellent electro-mechanical conversion properties, is widely used in smart

sensors and structures for sonar systems, weather detection and remote sensing. Hyperbolic shell structure made of
piezoelectric material is liable to break down when it is used in high temperature environment, which is caused by the
unexpected chaotic dynamic motion under the coupling effect of thermal filed and force field. Therefore, the chaotic
nonlinear dynamic vibration of simply-supported piezoelectric material hyperbolic shell is studied under the combined
action of temperature field and simple harmonic excitation. Based on the theory of finite deformation, the non-linear
vibration equation and coordination equation of the hyperbolic shell are established. The non-linear dynamic equation
of the structure is obtained by the Bubnov-Galerkin principle. The corresponding undisturbed Hamilton system has a
homoclinic orbit. Using Melnikov function, the chaotic motion condition of the dynamic system under the criterion of
Smale-horseshoe transformation is obtained. Furthermore, the mathematical model is established by Simulink software
and the numerical simulations are performed by the fourth-order Runge-Kutta method. The simulation results accord
well with those from the Melnikov method. The bifurcation diagram, the Lyapunov exponent diagram, the phase diagram
and Poincaré section diagram are acquired to analyze the influence of temperature field on the non-linear characteristic
of piezoelectric material hyperbolic shell system. When the temperature is close to 32 ◦C and 41 ◦C, the Lyapunov
index is less than 0 and the corresponding movement of the system is in the periodic zone, which is the same as that
for a temperature range from 36 ◦C to 37 ◦C. When the Lyapunov index is greater than 0, the corresponding movement
of the system is in chaos zone. Therefore, the change of temperature has an additional effect on the stiffness of the
system which affects the vibration of the system. The chaos and periodic zones of the system alternate with the increase
of temperature and the vibration characteristics of the system can be controlled by changing the temperature field.
Therefore, adjusting the temperature field can control the motion state of the system, which helps to improve reliability
of the structure.

Keywords: hyperbolic shell, piezoelectric material, thermoelastic coupling, chaos
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