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二维随机蜂巢网格熔断动力学过程和熔断面
标度性质的数值模拟*

李瑞涛    唐刚†    夏辉    寻之朋    李嘉翔    朱磊

(中国矿业大学物理科学与技术学院, 徐州　221116)

(2018 年 9 月 27日收到; 2018 年 11 月 24日收到修改稿)

α = 0.911± 0.005 αloc = 0.808± 0.003

石墨烯等材料具有典型的二维蜂巢结构, 而随机电阻丝模型则是研究非均匀材料断裂十分有效的统计

物理学模型. 本文尝试对二维蜂巢结构随机电阻丝网络熔断的动力学过程及熔断面性质进行数值模拟分析,

以此来研究二维非均质蜂窝材料熔断的动力学性质和熔断面的动力学标度性质. 模拟研究表明, 二维随机蜂

窝网格的熔断动力学过程和熔断面具有明显的标度性质 , 得到的熔断面整体和局域粗糙度指数分别为

 和   , 这两者之间的明显差异表明熔断面具有奇异标度性 . 通过对熔

断面极值高度的分析发现, 熔断面高度的极值统计分布能很好地满足 Asym2sig型分布, 而不是最常见的三

种极值统计分布. 本文的研究表明, 随机电阻丝模型在模拟非均匀材料的电流熔断过程和熔断表面标度性的

分析中同样适用和有效.
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1   引　言

sp2

二维蜂巢结构是覆盖二维平面的最佳拓扑结

构, 其构成是由一个个正六边形单房、房口全部朝

下或朝向一边、背对背对称排列组合而成. 同时二

维蜂巢结构也是一种十分重要的材料结构形式, 这

其中就包括石墨烯等重要材料的结构. 石墨烯是由

碳原子以  杂化轨道组成六角型呈蜂巢状晶格的

平面薄膜, 是一种可以只有一层原子厚度的二维材

料. 由于其高导电率以及独特的电子特性, 被认为

是下一代电子材料中最有前途的候选材料之一, 并

具有广泛的应用前景[1]. 因而研究其导电性能和电

流熔断机理以及熔断面的标度属性具有重要的理

论和实践意义.

自从 2004年二维石墨烯薄膜材料被发现以

来, 人们对二维石墨烯材料的结构以及导电性能都

进行了广泛和深入的研究, 并取得了很多重要的理

论和实验成果[2]. 比如, Lu等[3] 通过理论模型分析,

发现外部电场对研究石墨烯系统的原子和电子结

构都有重要影响, 指出控制石墨烯电子结构的重要

性, 并且发现石墨烯上的吸附原子可以作为调节电

子性质的有效工具等. 2013年, Mour和 Marder[4]

通过分子动力学模拟的方法对石墨烯的断裂力学

进行了深入的研究, 建立了断裂的几何模型, 得到

了临界裂纹长度和应力的近似表达式, 提出了改善

石墨烯韧性的方法. 他们还发现, 裂纹的路径和产

生的边缘结构依赖于初始裂纹的长度 . 2016年 ,

Ghorbanfekr-Kalashami等[5] 通过反应力场 (react-

ion force field)的方法对石墨烯的结构和力学性能

进行了研究, 结果发现掺杂物的波纹改变了石墨烯

断裂表面的粗糙度, 并且与掺杂物的数量和局部排
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列也有关.

在材料断裂方面, 非均匀材料的断裂机理和断

裂规律、断裂表面的标度性质等近年来一直都是活

跃的实验和理论研究领域[6]. 实验发现, 在不同载

荷下的几种材料, 例如木材、蜂窝玻璃、混凝土和

纸张[7−10] 等, 其断裂表面具有分形结构和标度性

质, 并具有普适性质. 材料内部结构的无序性、非

均匀性和断裂过程的非线性决定了非均匀材料的

断裂机理、断裂面形貌及其标度性质. 在非均匀材

料断裂的微观机理和动力学过程的理论研究中, 通

常是基于晶格模型的解析近似和数值模拟. 在对非

均匀材料断裂动力学过程的数值模拟方面, 随机电

阻丝模型则是最广泛使用和十分有效的方法[6].

随机电阻丝模型是 Arcangelis等[11] 在 1985年

引入的. 在随机电阻丝模型中, 是将材料看成由电

阻丝组成的网格, 在网格两端加上电压, 用电阻丝

中的电流强度来表示材料的应力, 用网格中各个电

阻丝的断裂电流阈值的随机分布来模拟材料的非

均匀性, 用电阻丝的熔断过程来模拟实际材料的断

裂过程. 研究表明, 随机电阻丝模型可以较准确地

模拟实际材料的断裂过程[12], 并能够得到断裂过程

中的基本特征, 而且这样的模型相对简单和容易处

理[13].

在随机电阻丝模型中有两个基本假设. 一是假

设模型中电阻丝具有不可逆的熔断性质. 要求电阻

丝网络模型满足连续 Laplace方程 

∇2V = 0. (1)

xij

ic

P (x)

αt f(αt)

0 ⩽ t ⩽ 1

在节点  处电流和电压取决于连接电阻丝的

电导率并遵守基尔霍夫定律和欧姆定律. 当电阻丝

中的电流达到熔断电流  时, 电阻丝烧断, 其中的

电流变为零, 这样的断裂过程描述的是脆性材料.

为了更加准确地描述实际非均匀材料的实际断裂

过程, 需要引入对断裂行为具有重要影响的无序分

布. 二是假设电阻丝具有满足某种分布函数  

的断裂阈值. 按照强度变量  和  的均匀阈值

分布 (  )给出: 

ft (αt) = 2− αt, 0 ⩽ αt ⩽ 2, (2)

αt =
log t
logL

ft(αt) =
logL2tP (t)

logL
P (t)

Φ0 Φ∞

Φ0 = 1 Φ∞ = ∞ Φ0/∞ =

lim
t→0/∞

(
log (tP (t))

log (t)

)

其 中   ,    . 因 此 , 在

0—1之间的均匀概率分布 , 表示阈值分布  

的两个控制参数   ,    接近于 0和无穷大 , 分

别 赋 予   ,    ,  其 中 定 义  

 . 对于幂律阈值分布, 标度不

变阈值范围为 

ft (αt) = 2− βαt, 0 ⩽ αt ⩽ 2/β, (3)

Φ0 = β Φ∞ = ∞
Φ0 Φ∞

β ⩽ 2

maxij = it,ij/ic,ij

两个控制参数为  ,   . 基于两个控制

变量   和   的值, 均匀阈值分布和幂律阈值分

布 (  )都属于相同的标度值 (被损伤和局域化

表征). 另外, 随机电阻丝模型还需要考虑时间离散

化的极限情况, 即电流的弛豫时间远远小于外电势

或者电流的变化时间, 对于任何形式的局域电流超

过断裂阈值的情况均予以忽略. 由此模型的动力学

过程可以转化为求解   , 这样的情

况常见于极值动力学, 通常最终会发生雪崩效应.

αloc = 0.65± 0.03

近年来, 在对随机电阻丝模型的研究中, 科学

家们做了许多十分有价值的研究工作. Duxbury

等 [14] 发现在淬火随机介质中电击穿的尺寸效应,

即局域断裂理论, 证明了随机淬火介质中的有限缺

陷部分可以定性地降低实际材料的电流击穿性能.

Nukala等[15] 通过数值模拟的方法分析了强无序随

机电阻丝模型的损伤成核化和局域化, 说明了断裂

的过程和特点, 找到了损伤标度律并指出损伤在大

尺寸上的不相关性. 两年后他们又分析了三维随机

电阻丝模型断裂粗糙度和断裂面的标度特征, 指出

损伤累积是以发散的方式进行的, 直至峰值载荷

处, 然后发生局域化. 同时他们还发现. 整体表面

粗糙度指数与峰值载荷后损伤轮廓的局域化长度

是一致的. 对不同系统尺寸的数据进行分析, 发现

断裂宽度分布可以很好地塌缩在一起. Toussaint

和 Hansen[16] 还从平均场理论对柱形电阻丝网络的

断裂机制进行了研究, 通过分离和分析系统的相

图, 找到了系统尺寸和损伤发生的特征尺寸之间的

标度律. Jan Øystein和 Hansen[17] 在研究断裂面

粗糙度的映射工作中指出, 在电阻丝模型中粗糙度

指数是普遍的. 当晶格影响断裂生长时, 电阻丝模

型的粗糙度指数会随着阈值分布而改变; 当影响消

失时, 局部粗糙度指数趋于  . 这些

研究工作充分地证明了随机电阻丝模型在模拟非

均匀材料断裂的微观机理和动力学过程中的适用

性和有效性[6].

在此前的模拟研究中, 因为结构简单、计算方

便而且计算量比较小, 所以采用的网络结构大多是

三角网格和菱形网络[13], 尚未见对二维蜂巢结构直

接进行模拟分析计算的工作. 二维蜂巢结构是最常

见和最重要的网格结构之一, 也是石墨烯等重要材
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料所具有的晶格结构. 除了石墨烯以外, 如果用电

阻丝断裂的阈值代表化学键的强度, 则随机电阻丝

模型还可以用来研究其他的晶态材料, 对很多金属

材料的强度的模拟分析研究是十分有帮助的. 因

此, 对二维蜂巢结构的随机电阻丝网络的微观熔断

机理和动力学过程进行模拟研究具有一定的理论

和实践意义. 此外, 使用随机电阻丝模型对断裂微

观机理和动力学过程分析模拟的比较多. 本文则尝

试使用随机电阻丝模型来分析断裂面形貌及其标

度性质.

α = 0.911±
0.005 αloc = 0.808± 0.003

本文对二维蜂巢结构随机电阻丝网络的熔断

过程进行数值模拟分析, 目的是研究二维蜂巢结构

随机电阻丝网络断裂的微观机理和动力学过程以

及熔断面的形貌和标度性质. 通过对熔断面表面宽

度和局域表面宽度的计算, 发现二维蜂巢结构随机

电阻丝网络的熔断面呈现出标度性质并具有奇异

标度性质 , 得到的标度指数分别为  

 和  . 通过对二维蜂巢结构

随机电阻丝网络熔断面极值高度的分析, 发现其极

值高度的极大 (小)值呈现一定的分布规律, 分布

函数则能很好地满足 Asym2sig型分布, 且同一系

统尺寸下熔断面的相对极大和极小高度分布具有

较好的对称性. 在模拟计算过程中, 使用节点分析

法构建了系数矩阵, 并对系数矩阵进行 Cholesky

分解 [18], 并采用 Sherman-Morrison-Woodbury算

法快速对系数矩阵求逆. 通过这些加速算法和对其

结构的优化大大地提高了计算效率, 使得本文的数

值计算和分析工作能够顺利进行.

2   二维蜂巢随机电阻丝网格及其熔断
过程的数值模拟计算方法

石墨烯中各个原子的化学性质是相同的, 但是

几何环境并不完全相同, 所以在一个基元中有两种

不同环境的原子, 构成石墨烯的复式晶格结构. 对

于随机电阻丝模型, 很多文献选择的是三角形、菱

形[13] 等. 本文则尝试使用随机电阻丝模型来研究

二维蜂巢网格结构的熔断动力学过程和熔断面的

动力学标度性质.

L

Nel = (2× L− 1)× L

t

如图 1所示, 本文考虑基底尺寸为   的网络,

初始时刻所有电阻丝是完好无损的, 完整系统的总

键数目为   , 且具有相同的电

导率, 但每根电阻丝的阈值  不同, 符合 [0, 1]之间

t

V

∆V = 1

j

ij tj

ij/tj

ij/tj

L

Nconfig = 107 106 3× 105

2× 104 104 5× 103 2.5× 103 1.5× 103

2× 2

的均匀阈值概率分布, 以此来模拟晶格的非均匀

性. 电阻丝的熔断是不可逆的, 一旦流经电阻丝网

络的电流值超过阈值  时, 电阻丝网络就会被烧断.

在电阻丝网络上下端施加恒定电压  , 为方便计算

设置电压差为  ; 在水平方向上则采用周期

性边界条件. 在模拟计算中, 基于基尔霍夫定律来

确定每根电阻丝上的电流值. 系统中每根电阻丝  ,

流经的电流值  以及熔断阈值  可以被确定, 具有

最大比值   的电阻丝会被首先烧断, 之后电阻

丝网络的电流值再进行重新分配, 构建新的系数矩

阵来确定下一根电阻丝的熔断. 重复这个过程直至

电阻丝网络完全断开. 其中   定义为电阻丝断

裂的相对强度, 自变量则为基底尺寸  . 本文所研

究的系统尺寸范围为 L = 16,  32,  64,  128,  256,

384, 512, 768, 为使得模拟结果准确有效, 对各个

尺寸的统计次数分别为  ,   ,   ,

 ,    ,    ,    ,    .

对于随机电阻丝模型的模拟计算过程 , 这里以

 的正方格子为例进行一些简单的说明.

I1 I6

A1 A2

如图 2所示, 共有 6个不同的电流值   —   ,

还有两个节点   和   . 对于电流方向, 定义从下

到上, 从左到右为正. 分别对节点和每一个封闭的

正方形框列基尔霍夫电流和电压方程:

A1 I1 + I4 = I3 + I5  :   ,

A2 I2 + I3 = I4 + I6  :   ;

I1 − I2 + I3=0框 1:   ,

I5 − I6 − I3=0框 2:   .

然后根据周期性边界条件得到一个基尔霍夫电压

方程: 

 

I1
I2

I3 I4

I5 I6

A A2

图 1    石墨烯蜂巢结构随机电阻丝网络通电熔断示意图

Fig. 1. Schematic  diagram  of  random  fuse  model  electric

fuse in graphene honeycomb structure. 
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I3+I4=0.

最后通过初始电压再得到一个基尔霍夫电压方程: 

I1+I5= 1.

联立以上 6个方程得到一个方程组:  

I1 + I4 = I3 + I5,

I2 + I3 = I4 + I6,

I1 − I2 + I3 = 0,

I5 − I6 − I3 = 0,

I3 + I4 = 0,

I1 + I5 = 1.

I1 I6

I1

I1 = 0 I1

求解得到  —  的值, 然后通过和阈值比较决定需

要断裂的电阻丝. 比如  断裂了, 方程组需要进行

修改 , 修改的方法是在基尔霍夫电流方程中 ,

 ; 在基尔霍夫电压方程中, 消去  , 得到  
I4 = I3 + I5,
I2 + I3 = I4 + I6,
I5 − I6 − I3 = 0,
I3 + I4 = 0,
I2 − I3 + I5 = 1.

然后继续解方程, 断裂, 直到所有电阻丝上的电流

都为 0. 这样, 就可以得到电阻丝网的断裂顺序了.

而对于解随机电阻丝模型的节点分析法则是, 对于

同样的网络和电流方向, 先给出节点和电流的关联

矩阵: 

C =

(
1 0 −1 1 −1 0
0 1 1 −1 0 −1

)
.

CI = 0 U = CTUn

I U Un

YnUn = CIs −AY Us Yn = CY CT

Is Us Y

Is = 0 Us = [1 1 0 0 0 0]

Y = diag[1 1 1 1 1 1] Un

根据节点分析法有  ;   , 其中

 是支路电流,   是支路电压,   是节点电压. 经

过代换得到:   ,   ,

 是电流源向量,   是电压源向量,   是支路导纳

矩阵. 图 1中, 因为下边界电压为 1, 上边界电压

为 0, 没有电流源, 所以  ,   ,

   . 解方程可以得到  , 进而

得到各条电阻丝上的电流.

当电阻丝网断裂的时候, 只要改变关联矩阵中

的数据就可以计算. 例如 I1 断裂，则关联矩阵变为 

C =

(
0 0 −1 1 −1 0
0 1 1 −1 0 −1

)
.

Ax = B

A−1Ax = A−1B

在列完方程后, 即   . 在解这个线性方

程组的时候, 最常见的方法是  , 这

个方法是最简单的方法, 但是常规求逆这个过程计

算过程比较慢.

Sherman-Morrison-Woodbury算法是一种快

速求逆的方法. 对于这种方法的做法是设 

A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ,

B = A−1 =

 b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

 ,

vT = [1 0 − 1],

如果

C =

 a11 − kij a12 a13 + kij
a21 a22 a23

a31 + kij a32 a33 − kij

 = A− kijvv
T

  ,

C−1 =

[
A−1 + kij

uuT

(1− kijvTu)

]
那么  ,

u = A−1v x = C−1D其中  , 那么  , 

x =

[
A−1 + kij

uuT

(1− kijvTuu)

]
∗D.

uuTD

u uT uuTD = uTDu

在这个算法中有个技巧, 因为  这个三个

矩阵相乘, 通常情况下是不能交换位置的, 但是由

于   和   是互为转置, 所以   , 这种

计算方法计算速度快, 所以 

x =

[
A−1D + kij

uTD

(1− kijvTu)
u

]
.

vT = [0 0 1]当  的时候, 同样可以计算,
 

C =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33 − kij

 = A− kijvv
T,

C−1 =

[
A−1 + kij

uuT

(1− kijvTu)

]
,

u = A−1v x = C−1D其中  , 那么  , 

x =

[
A−1 + kij

uuT

(1− kijvTu)

]
∗D,

x =

[
A−1D + kij

uTD

(1− kijvTu)
u

]
.

A A如果  是对称阵时, 可以对  使用 Cholesky分解,

 

U

图 2    2 × 2的正方格子电流流向示意图

Fig. 2. 2 × 2 square lattice current flow diagram. 
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LLT = A L即把  .   是一个下三角阵, 对于三角阵的

求逆比对原矩阵的求逆要快很多.

A

A = LLT

模拟过程中, 使用节点分析法构建系数矩阵,

该系数矩阵为稀疏矩阵. 然后再对稀疏矩阵进行

Cholesky分解. Cholesky分解是一种求解大型线

性方程组的一种常见方法, 通过将对称矩阵  分解

成一个上三角矩阵和下三角矩阵从而加速线性方

程组求解速度的方法, 即  . 对于上下两个

三角矩阵采用 Sherman-Morrison-Woodbury算法

快速求逆, 通过一些加速算法和对其结构的优化可

以大幅度加快分解速度和运算速度, 从而提高计算

机的模拟效率. 在本文的模拟分析计算中, 通过使

用以上方法大大地提高了计算的效率, 使得本文的

模拟计算工作得以顺利地进行.

3   二维蜂巢随机电阻丝网络熔断面
粗糙度及极值高度的计算分析

3.1    二维蜂巢随机电阻丝网络熔断面粗糙
度的计算分析

W (L, t)

材料断裂现象是一种十分复杂的随机过程, 但

其断裂面通常都能够形成自仿射的分形结构. 其粗

糙度通常用表面宽度  进行描述, 其定义为 

W (L, t) =

√
1

L

⟨∑
x

[
h (x, t)− h̄ (x, t)

]2⟩
, (4)

L h (x, t) t

x h̄ (x, t)

W (L, t)

其中   表示基底的系统尺寸,    表示   时刻在

基底格点  处的断裂高度,   表示断裂高度的

平均值. 通常情况下, 在有限尺寸系统中, 表面宽

度   满足 Family-Vicsek[19] 提出的动力学标

度律 

W (L, t) = Lαf (t/Lz) , (5)

f (v) v << 1

f (v) ∝ vβ v ≫ 1 f (v) α

z

L W (L) ∝

Lα

W L

W (L) ∝ Lα α = 0.911± 0.005

其中标度函数   具有渐近行为 : 当   时 ,

 ; 当   时,    趋于常数. (5)式中  

和  分别为粗糙度指数和动力学指数, 用来确定粗

糙断裂表面所属的普适类[20]. 当空间关联长度趋向

 时, 网络完全断开, 粗糙度指数表现出  

 的标度关系. 图 3给出了石墨烯蜂巢结构的随

机电阻丝模型熔断面整体粗糙度  随系统尺寸 

变化的双对数关系, 得到的粗糙度指数满足幂律关

系  , 其粗糙度指数为  .

l (l ≪ L) w (l, t)

本文对每个系统尺寸熔断表面随机取限度为

 的局域窗口, 计算其局域粗糙度  , 

w (l, t) =
1√
l

⟨∑
x

[
h (x, t)− h̄l (t)

]2⟩1/2

, (6)

h̄l = (1/l)
∑

x h (x, t) t

l

αloc = 0.808± 0.003

方法同 (4)式 ,    表示在   时刻

尺寸为  的局域窗口范围内的平均高度, 如图 4. 结

果发现   , 与整体粗糙度相比存

在一定的差异. 从计算所得到的整体粗糙度和局域

粗糙度指数的不同可以看出, 石墨烯蜂巢结构电阻

丝网络熔断面存在奇异标度行为, 这与二维菱形结

构及三角形结构[13] 的结果是不同的. 表 1比较了

三种结构电阻丝网络熔断面的整体及局域的标度

行为.

α = 0.752± 0.008 αloc = 0.758± 0.012

α = 0.772± 0.013 αloc = 0.776±

从表 1可以看出, 二维菱形结构随机电阻丝模

型断裂面的整体与局域粗糙度指数分别为

 和   , 二维三角

形结构随机电阻丝模型断裂面的整体与局域粗糙

度指数分别为   和  
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2
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W L图 3    整体表面宽度   随系统尺寸   的对数-对数曲线

Fig. 3. The log-logarithmic curve of the global surface width

W with the system size L. 
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Fig. 4. The  Log-logarithmic  curve  of  local  surface  width w

with local size l. 
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0.003. 这两种模型结构是各向同性的, 整体与局域

粗糙度的结果说明断裂面不存在奇异标度行为. 本

文所研究的模型是各向异性的, 说明模型熔断表面

存在着奇异标度行为.

3.2    二维蜂巢随机电阻丝网络熔断面极值
高度的分析

L

hmax

除熔断面粗糙度之外, 本文还分析了熔断面相

对高度的极值分布行为. 在自然界中, 极值事件对

非平衡系统有着非常重要的作用[21]. 很多复杂的物

理系统大多受到极值的影响[22]. 理论研究揭示出极

值事件在描述非平衡系统方面具有重要意义. 对于

非平衡系统, 极值统计早期用来分析生长表面的极

值高度分布情况, 并且取得了很好的研究成果. 材

料断裂过程是一种非平衡动力学过程, 研究其极值

分布具有重要的意义[23,24]. 截止目前, 文献中很少

有通过极值统计对其进行研究. 在表面界面生长领

域, 研究发现, 对于基底尺寸为   的有限系统, 相

对高度的最大值  在饱和区域的分布满足[25,26]
 

P (hmax, L) ∝ L−αf (hmax/L
α) , (7)

f (x) α

⟨h⟩ hmax, hmin

Rhmax = hmax − ⟨h⟩ Rhmin = |hmin − ⟨h⟩|

hm

其中  为标度函数,   为整体粗糙度指数; 高度

的平均值为   ;    为生长高度的最大

(小 )值 ,    ,   

为相对极大 (小)高度. 通常, 不同系统尺寸下的相

对高度极大 (小)值  的概率分布满足以下关系: 

P (hm) ∝ f

(
hm − ⟨hm⟩

δ

)
, (8)

δ hm

P (hm) dhm [hm, hm + dhm]

其中   表示相对高度极大 (小 )值   的标准差 ,

 表示区间  内分布的概率.

20世纪 30年代, Fisher和 Tippett[27] 在对独

立同分布的极大 (小)值渐进分布进行理论研究时

提出了三种极值分布: Ⅰ型的 Gumbel分布, Ⅱ型

的 Frechet分 布 和Ⅲ 型 的 Weibull分 布 . 广 义

Gumbel分布函数作为描述不同分布下样本容量中

极大 (小)的分布, 有着非常重要的作用, 如文献

[28—30]指出, 关联物理系统中可用 Gumbel分布

函 数 来 描 述 全 局 涨 落 . 但 有 研 究 结 果 表 明

Gumbel分布函数不能很好地描述非平衡饱和表面

的极值统计分布行为. Oliveira等[31] 在研究Kardar-

Parisi-Zhang  (KPZ)和 Villain-Lai-Das  Sarma

(VLDS) 普适类的表面界面生长模型时发现, 具有

不对称局域高度分布的表面界面生长模型的极大

和极小值分布不同 .  Wen等 [32] 在研究 1+1维

Wolf-Villain模型饱和表面的生长高度极值统计分

布时发现相对极小值分布不满足广义 Gumbel分

布. 而研究发现, 在很多的极值统计中, 也常常满

足的是 Asym2sig型函数分布 . 如 Cui等 [33] 研究

HSSF-CW关于示踪物的停滞时间密度分布和

Brar[34] 研究光致发光谱的强度的极值分布, 在我

们前面工作中[35,36], 也发现是满足 Asym2sig型分

布. 本文研究发现二维蜂巢随机电阻丝网络熔断面

极值高度具有较好的统计行为, 极值高度的分布较

好地符合 Asym2sig型函数分布, 其表达式为 

y = y0 +A
[
1 + e−(x−xc+ω1/2)/ω2

]−1

×
{
1−

[
1 + e−(x−xc+ω1/2)/ω3

]−1
}
, (9)

y0 A xc

ω1, ω2, ω3 ω2, ω3

其中  为偏移量;   为振幅;   为水平方向的中心

点;    为宽度参量, 并且   决定峰值

位置. 其如图 5和图 6所示, 并且符合 (7)式和 (8)式

所表示的标度关系.

 

表 1    二维菱形、三角形及石墨烯蜂巢结构电阻丝

网络熔断面整体与局域的粗糙度指数
Table 1.    Roughness  index  of  the  global  and  local

of  the  burnout  surface  of  two-dimensional  diamond,

triangle and graphene honeycomb structures.

模型 α αloc 

菱形 0.752 ± 0.008 0.758 ± 0.012

三角形 0.772 ± 0.013 0.776 ± 0.003

石墨烯蜂巢结构 0.911 ± 0.005 0.808 ± 0.003

 

x=(hm-<hm>)/





m
a
x



-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0

0
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0.4
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图  5    不同系统尺寸下石墨烯蜂巢结构随机电阻丝网络

熔断面相对极大高度分布

Fig. 5. Relative  maximum  height  distribution  of  the

fracture  surface  of  random  fuse  model  with  graphene

honeycomb structure under different system sizes. 
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X = (hm − ⟨hm⟩)/δ ⟨hm⟩

δ =
(⟨

hm
2
⟩
− ⟨hm⟩2

)1/2

ω2, ω3

图 5为不同系统尺寸下石墨烯蜂巢结构的随

机电阻丝网络熔断面相对极大高度的概率分布图.

横坐标定义为   ,    表示相对

极大高度的统计平均值 ,   

表示相对极大高度的标准差; 纵坐标定义为相对极

大高度与峰值处极值高度的对应统计次数的比值,

范围在 [0, 1]之间. 其中, 离散的点为数值模拟结

果, 实线为 Asym2sig函数拟合曲线, 相关参数的

拟合值如表 2所列, 影响峰值宽度参数的  在

三种基底尺寸下拟合所得数值在误差范围内可认

为是相等的, 说明不同的基底尺寸不影响熔断面极

值高度的分布. 图 6为不同系统尺寸下石墨烯蜂巢

结构的随机电阻丝网络熔断面相对极小高度的概

率分布图.

为了进一步说明熔断面相对极值满足的标度

规律, 本文对纵坐标做半对数处理后发现: 在不同

系统尺寸下石墨烯蜂巢结构的随机电阻丝网络熔

断面的相对极大 (小)高度分布依然呈现出较好的

标度规律, 如图 7和图 8所示.

很显然, 图 7和图 8表明在不同系统尺寸下石

墨烯蜂巢结构的随机电阻丝网络熔断面的相对极

大 (小)高度分布满足一定的标度规律, 很好地服

从 Asym2sig峰值分布函数.

 

表  2      系 统 尺 寸 为 L  =  384,  512,  768时

Asym2sig函数拟合的参数
Table 2.    Parameters  of  Asym2sig  function  fitting

when the system size is L = 384, 512, 768.

384 max&min 512 max&min 768 max&min

y0
–0.001 ± 0.012 –0.002 ± 0.011 –0.001 ± 0.010

–0.004 ± 0.008 –0.004 ± 0.007 –0.008 ± 0.007

xc

–0.57 ± 0.02 –0.58 ± 0.02 –0.59 ± 0.02

–0.70 ± 0.02 –0.68 ± 0.02 –0.72 ± 0.02

A
1.18 ± 0.12 1.15 ± 0.08 1.28 ± 0.11

1.38 ± 0.13 1.38 ± 0.11 1.49 ± 0.15

ω1 

0.85 ± 0.08 0.90 ± 0.06 0.80 ± 0.07

0.65 ± 0.07 0.69 ± 0.06 0.58 ± 0.08

ω2 

0.13 ± 0.02 0.11 ± 0.01 0.11 ± 0.01

0.11 ± 0.01 0.10 ± 0.01 0.12 ± 0.01

ω3 
0.25 ± 0.03 0.27 ± 0.03 0.32 ± 0.03

0.28 ± 0.02 0.33 ± 0.02 0.30 ± 0.02
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图  6    不同系统尺寸下石墨烯蜂巢结构随机电阻丝网络

熔断面相对极小高度分布

Fig. 6. Relative minimum height distribution of the fracture

surface  of  random  fuse  model  with  graphene  honeycomb

structure under different system sizes. 
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图  7    不同系统尺寸下石墨烯蜂巢结构随机电阻丝网络

熔断面的相对极大高度的半对数分布

Fig. 7. Semi-logarithmic  distribution  of  the  relative

maximum  height  of  the  fracture  surface  of  random  fuse

model  with  graphene  honeycomb  structure  under  different

system sizes. 
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图  8    不同系统尺寸下石墨烯蜂巢结构随机电阻丝网络

熔断面的相对极小高度的半对数分布

Fig. 8. Semi-logarithmic  distribution  of  the  relative

minimum  height  of  the  fracture  surface  of  random  fuse

model  with  graphene  honeycomb  structure  under  different

system sizes. 
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本文还对同一尺寸下熔断面极值高度的极大

值和极小值进行了比较, 如图 9和图 10所示. 结

果显示, 同一系统尺寸下熔断面的相对极大 (小)

高度分布能够很好地重合在一起, 表明熔断表面极

大 (小)高度分布具有对称性.

4   结　论

本文构建了六边形蜂巢结构的随机电阻丝网

络模型, 通过对电阻丝网络施加电压使其断裂, 发

现该模型断裂的机理以及断裂面的一些标度性质,

从理论上丰富了随机电阻丝模型的应用领域, 同时

具有一定的实践意义, 因为蜂窝结构广泛应用于材

料力学、电学等性能的研究. 如王晓芳等[37] 在摩擦

材料的制备和性能研究中引入蜂巢结构, 采用结构

仿生学原理, 结果发现, 蜂巢结构的引入大大改善

了摩擦试样的物理性能、力学性能和摩擦磨损性

能. 吴海华等[38] 提出了一种制备填充型导电复合

材料的方法, 采用蜂窝多孔石墨骨架, 获得新型导

电复合材料, 结果表明, 蜂窝数量为 18个时, 导电

复合材料的电导率和抗弯强度都有明显的提升, 应

用蜂窝结构后材料的力学和电学性能得到了提高.

McGregor等[39] 基于增材制造 (additive manufac-

turing, AM), 利用连续液体界面生产的方法研究

六边形晶格结构的力学性能, 提出选择六边形网络

为研究对象是因为其广泛的应用性和完善的理论

基础[40]. 考虑六边形网格的机械零部件性能接近于

预期, 他们研究发现复制材料结构的断裂模式依赖

于基底材料的几何形状或者是材料的各向异性, 结

果表明聚合物 AM对具有晶格结构的力学零件具

有很大的应用空间. 本文工作中发现具有各向异性

结构的材料通过通电使其断裂也能够找到其断裂

方式, 同时断裂面的性质能为蜂窝结构材料的力学

性能等研究提供借鉴.

二维蜂巢结构是十分重要的晶格结构, 石墨烯

等材料就具有这种二维蜂巢结构. 近年来, 随机电

阻丝模型在非均匀材料断裂的数值模拟研究中被

广泛应用并取得了许多十分有价值的研究成果[6].

通过查阅文献发现, 单层石墨烯的实验研究大多是

关于掺杂对石墨烯表面粗糙度的影响以及外部电

场对石墨烯结构的影响, 少有通过实验研究手段直

接给出粗糙度研究的, 因此我们的工作目前还无法

与相关实验进行直接的对比分析. 本文工作的意义

在于: 电阻丝模型能够很好地应用于二维蜂窝结构

熔断面标度性质的研究分析, 并得出熔断面具有标

度性质和奇异标度性的结论.

在本文的模拟计算过程中, 通过使用节点分析

法构建了系数矩阵, 并对系数矩阵进行 Cholesky

分解, 然后采用 Sherman-Morrison-Woodbury算

法快速对系数矩阵求逆等技术, 大大优化了计算流

程和计算效率, 使得本文的数值模拟计算和分析工

作得以顺利进行. 通过对粗糙度的计算, 发现熔断

面呈现动力学标度性质并具有奇异标度性[41]; 通过

对熔断面极值高度的分析, 发现其极值高度能很好

地符合 Asym2sig峰值分布函数, 至于这种分布与

我们模拟过程的微观机理有什么内在联系和其特

殊意义, 在我们的工作范围内, 目前还很难给出进

一步明确的解释. 本文工作表明, 随机电阻丝模型
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图  9    系统尺寸 L = 384的熔断面的相对极大 (小)高度

分布         

Fig. 9. Relatively  maximum (minimum) height  distribution

of fracture surface with system size L = 384. 
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图 10    系统尺寸 L = 512的熔断面的相对极大 (小)高度

分布

Fig. 10. Relatively maximum (minimum) height distribution

of fracture surface with system size L = 512. 
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不仅适用于非均匀材料断裂动力学过程的模拟, 而

且也同样适用于断裂面动力学标度性质的分析.
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Abstract

α = 0.911± 0.005

αloc = 0.808± 0.003

Graphene and other materials have a typical two-dimensional (2D) honeycomb structure. The random fuse
model  is  a  statistical  physics  model  that  is  very  effective  in  studying  the  fracture  dynamics  of  heterogeneous
materials.  In  order  to  study  the  current  fusing  process  and  the  properties  of  the  fractured  surface  of  2D
honeycomb structure materials such as graphene, in this paper we attempt to numerically simulate and analyze
the  fusing  process  and  melting  profile  properties  of  the  2D  honeycomb  structure  random  fuse  network.  The
results indicate that the surface width exhibits a good scaling behavior and has a linear relationship with the
system size, and that the out-of-plane roughness exponent displays a global value of     and a
local  value  of    ,  approximate  to  those  of  the  materials  studied.  The  global  and  local
roughness and their difference indicate that the fusing process and the fracture profile exhibit significant scale
properties and have a strange scale. On the other hand, by analyzing the extreme values of the fused surface
with different system sizes, the extreme heights can be collapsed very well, after a lot of trials and analysis, it is
found that the extreme statistical distribution of the height of the fused surface can well satisfy the Asym2sig
type distribution. The extreme height distributions of fracture surfaces can be fitted by Asym2Sig distribution,
rather  than  the  three  kinds  of  usual  extreme  statistical  distributions,  i.e.  Weibull,  Gumbel,  and  Frechet
distributions. The relative maximal and minimum height distribution of the fused surface at the same substrate
size have a good symmetry.
　　In the simulation calculation process of this paper, the coefficient matrix is constructed by using the node
analysis method, and the Cholesky decomposition is performed on the coefficient matrix, and then the Sherman-
Morrison-Woodbury  algorithm  is  used  to  quickly  invert  the  coefficient  matrix,  which  greatly  optimizes  the
calculation  process  and  calculation.  The  efficiency  makes  the  numerical  simulation  calculation  and  analysis
performed smoothly.
　　The research in this paper indicates that the random fuse model is a very effective theoretical model in the
numerical analysis of the scaling properties of rough fracture surfaces, and it is also applicable to the current
fusing  process  of  the  inhomogeneous  material  and  the  scaling  surface  analysis  of  the  fusing  surface.  In  this
paper,  it  is  found that materials  with anisotropic structure can also find their  fracture mode by energization,
and the properties of fracture surface can provide reference for the study of mechanical properties of honeycomb
structural  materials.  It  is  a  very  effective  statistical  physical  model,  and  this  will  expand  the  field  of
applications of random fuse models.
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