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专题：冷原子-分子物理

用光晶格模拟狄拉克、外尔和麦克斯韦方程*

朱燕清 1)　张丹伟 2)†　朱诗亮 1)2)‡

1) (南京大学物理学院, 固体微结构国家实验室, 南京　210093)

2) (华南师范大学物理与电信工程学院, 广东省量子调控工程与材料重点实验室, 广州　510006)

(2018 年 10 月 30日收到; 2019 年 1 月 19日收到修改稿)

相对论性量子力学波动方程, 如狄拉克、外尔和麦克斯韦方程, 是描述微观粒子运动的基石. 最近的实

验和理论研究表明, 冷原子系统中几乎所有参数都可精确调控, 因此冷原子系统被认为是实现量子模拟的理

想平台, 可以用来研究高能和凝聚态物理中的一些基本问题. 本文介绍了设计原子光晶格哈密顿量的思路和

方法, 主要涉及激光辅助跳跃的理论. 基于这些方法, 物理学界提出了利用光晶格体系模拟相对论性量子力

学波动方程, 包括狄拉克、外尔和麦克斯韦方程等, 并且预言了一些在基本粒子物理中很难观察到, 但在冷原

子体系可能观察到的物理现象. 本文综述了国际上此领域的研究进展.

关键词：量子模拟, 光晶格, 激光辅助跳跃, 相对论性量子力学方程
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1   引　言

自上个世纪 80年代以来, 伴随着超冷原子系

统中实验技术的日臻成熟, 例如超冷原子气体制

备 [1−5]、原子间相互作用的调控 [6]、光晶格 [7] 和人

工规范场的产生 [8−10] 等, 科学家对于冷原子系统

的操控已取得令人瞩目的成就. 最近的理论和实验

研究都证明, 超冷原子体系可用于模拟和研究凝聚

态和高能物理中的一些重要模型 [11], 特别是可以

模拟一些很难实验实现的模型或理论上很难处理

的体系或物理现象, 例如量子相变、高温超导、量

子磁阻挫、极端条件下的相对论性粒子等. 冷原子

量子模拟的突出优点是, 绝大部分相关的物理参数

在实验上都能够精确调控, 从而可以人为设计和实

现所需要的哈密顿量.

另一方面, 相对论性量子力学波动方程, 如狄

A p2/2m+ p ·A
p2/2m

拉克、外尔和麦克斯韦方程, 是描述微观相对论性

粒子运动的基石. 并且有些很早就预言的现象, 如

薛定鄂预言的狄拉克粒子的 Zitterbewegung振荡

等, 一直没有在基本粒子中观察到. 如何在冷原子

体系中模拟这些相对论性波动方程, 并且观察到之

前不能观察的极端条件的物理现象, 正成为冷原子

量子模拟的一个重要研究方向. 相对论性波动方程

中, 哈密顿量是动量的一次方, 而描写冷原子的原

始哈密顿量一般是动量的二次方. 如何消除动量的

二次方, 突出一次方的效应, 是此类量子模拟的关

键. 在现有的理论中, 有两种方式可以做到此点:

1)基于诱导规范势的方法, 利用激光对有内部能

级结构的原子产生几何相位, 可以实现自旋相关的

等效规范势   , 从而可实现类似   的

哈密顿量, 其中  为原子的动能项. 在超冷原

子中, 原子动量可以很小, 上述哈密顿量中, 在某

些情况下第一项远小于第二项, 从而得到相对论性
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k

方程需要的线性色散关系 [12]. 2)由于晶格中的某

些对称性, 在动量空间中, 一些点附近是线性色散

关系, 从而描写具有这些准动量的粒子需要相对论

性方程. 类比凝聚态系统中电子在固体周期势场和

外加电磁场中的运动 [13], 将冷原子放置在由激光

形成的光晶格中, 辅以适当的激光调制以实现人工

规范场, 如激光辅助跳跃 [14,15]、周期调制光晶格 [16]

等技术, 可以实现有线性色散关系的格点哈密顿

量. 这两个方式都可以用于模拟相对论性粒子及其

物理效应. 本文着重介绍利用光晶格体系实现相对

论性量子力学波动方程的研究. 该量子模拟的关键

在于设计合适的光晶格和激光调制, 使得超冷原子

在能带中某些特定   点附近的低能激发满足相应

的相对论波动方程. 本文首先概述激光辅助跳跃和

光晶格紧束缚哈密顿量的基本理论, 然后分别介绍

在光晶格系统中实现狄拉克、外尔和麦克斯韦方程

的几个具体方案, 最后是总结和展望.

2   原子哈密顿量的设计

N

简单起见, 本文主要讨论光晶格中无作用的具

有  个内态的原子系统, 其哈密顿量可表示为 

H =H0 + Vcou(r), (1)

H0 =

[
p2

2m
+ V (r)

]
IN V (r)

IN N ×N

Vcou(r) N ×N

V (r)

其中   , 标势   为原子在

光场下感受到的周期势,   为  单位矩阵; 空

间依赖的  是作用在原子内态上的  矩

阵, 表示原子内态间的耦合. 原子的动能主要由原

子的温度决定, 可通过激光冷却技术降低. 标势

 可通过一系列对冲激光形成驻波场实现周期

Vcou(r)的光晶格势 [17], 而   则可以通过几束拉曼光

实现对原子不同内态间的耦合. 由于模拟相对论性

粒子波动方程涉及到光晶格中相邻或原位格点不

同原子内态间的翻转, 本节首先介绍激光辅助跳跃

的理论.

2.1    激光辅助跳跃

x

y

|g⟩ |e⟩ xy

激光辅助跳跃的基本思路是: 首先抑制原子在

近邻格点的自然跳跃 (如光晶格势阱较深或近邻格

点的能量差较大), 然后通过外加拉曼激光耦合近

邻格点中的原子来恢复和调控原子跳跃, 进而产生

等效规范势和自旋轨道耦合 [8,9]. 这里主要介绍文

献 [15]中利用激光辅助跳跃产生规范势的方案. 如

图 1所示, 为实现自旋依赖的光晶格, 可考虑在  

方向施加波长处于“反魔数”(“anti-magic”)波段的

驻波场, 同时在  方向施加处于“魔数”波段的驻波,

处在两个不同内态  和  的原子在  平面内感受

到的光晶格势为 

V (x, y) = Vam(x) + Vm(y)

= ±V1 cos2(πx/2dx) + V0 cos2(πy/dy). (2)

λam ≈ 760 |g⟩ |e⟩ α(ω)

x Vam = ±
V1 cos2(πx/2dx) V1 > 0

dx = λam/4 x

y

λm ≈ 1.12μ
Vm = V0 cos2(πy/dy) V0 > 0

dy = λm/2 y

由于在“反魔数”波段的激光作用下 (如对 Yb原

子   nm),    和   原子的极化率   符

号相反, 因此在   方向上对应产生的势场  

 也相反 (图 1(a)), 其中   为势

阱深度,   为  方向复合晶格的晶格常数.

在   方向上, 因原子在“魔数”波长的激光作用下

(对 Yb原子   m)原子极化率相同, 故感

受到的势场均为     (  ),

 为沿   方向的晶格常数. 处于势阱中的

 

3P=

R

g g

V

(a) (c)

(b)

  
Vg

x
   



m



x

y

p

y

1P=

|g⟩ (|e⟩) |g⟩ |e⟩
Vg Ve Vg = −Ve x y

x ΩR

图 1    基于激光辅助跳跃实现人工磁场, 黑 (灰)色圆分别表示内态为     的 Yb原子 (a)内态被标记为   和   的原子被囚

禁在自旋依赖的光晶格势   和   中, 其中   ; (b)   方向上的激光辅助跃迁; (c)自旋依赖光晶格示意图.   方向存在自

然跳跃,   方向由一束拉曼光   诱导跳跃

|g⟩ |e⟩ |g⟩ |e⟩
Vg Ve Vg = −Ve x

y x ΩR

Fig. 1. Realization  of  artificial  magnetic  field  based  on  laser-assisted  tunneling.  Gray  and  black  dots  represent  the  Yb  atoms

correspond to internal states    and   , respectively: (a) The atoms    and    are trapped in the state-dependent optical lattice

potentials      and    ,  where    ;  (b)  laser-assisted  tunneling  along      direction;  (c)  sketch  of  state-dependent  optical

lattice. Nature tunneling occurs along the    direction, and the tunneling along    direction is induced by a Raman beam   . 
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wg(r − rg)
we(r − re) V0 y

V1 x

|g(e)⟩rg(e)
↔ |g(e)⟩rg(e)±2dx

原子状态可以用瓦尼尔函数分别表示为 

和   , 调节   至合适值, 确保原子可在  

方向正常跳跃, 同时让  足够深以抑制  方向的自

然跳跃, 也就是抑制  的自

然跳跃.

|g⟩ ↔ |e⟩ (|e⟩ ↔ |g⟩)
ΩR = Ωeiq·r

rg = (2n,m) re = rg + b = (2n+ 1,m)

g e

激光辅助跳跃正是通过引入额外的拉曼光耦

合被囚禁在不同子晶格的原子, 从而诱导水平方向

的近邻跳跃. 如图 1(b)所示, 最简单的情况是引入

一束拉曼光用于诱导       的共振

跃迁, 其拉比频率为   . 此时近邻格点

 和   之间产生

的  -  跃迁矩阵元为 

Jge =
ℏΩ
2

∫
w∗

e(r − re)wg(r − rg)eiq·rd2r

=
ℏΩ
2
eiq·rg

∫
w∗

e(r − b)wg(r)eiq·rd2r. (3)

yz q · rg = 2παm

z |α| 0

λm/2λ0 λ0 ≈ 578 ≃ 0.66

2πα

x

假设让拉曼光沿   平面传播, 则有   .

当调节耦合激光与   轴的夹角时 ,    可取   –

  (对于Yb原子,   nm, 该比值  )

间的任意值. 至此, 如图 1(c)所示，构建了一个自

旋依赖的光晶格, 当原子沿一个闭合网格“走一圈”

时, 会积累一个   的相位, 对应一个等效的磁通

(磁场). 可以证明, 在这个光晶格中产生的等效磁

通沿  方向交错排列, 通过调制晶格位能和引入一

对拉曼光能够进一步产生均匀磁场 [15].

2.2    紧束缚哈密顿量

当晶格势阱足够深, 描述光晶格中粒子的有效

模型是紧束缚近似下的格点哈密顿量. 此时囚禁在

势阱中的原子可由局域的瓦尼尔函数描述. 假设光

晶格中原子一直处于布洛赫能带的最低带上, 则原

子哈密顿量 (1)式的二次量子化形式为 

Hsec =

∫
drψ†(r)Hψ(r), (4)

这里的场算符可用瓦尼尔态作为基矢展开, 

ψ(r) = (ψ1(r), · · · , ψq(r), · · · , ψN (r))
T
,

ψq(r) =
∑
i

ci,qwq(r − ri), {ci,q, c†j,q′}± = δijδqq′ ,

(5)

ψq(r) |q⟩ ci,q
(
c†i,q

)
i |q⟩

+ −

其中   标记内态为   的场算符,      表示

在第  个格点湮灭 (产生)一个内态为  的原子, 且

满足费米子 (  )或玻色子 (  )的对易关系. 联立 (4)

式和 (5)式, 可得原子在光晶格中的格点哈密顿量 

Htb =
∑
⟨i,j⟩

∑
q,q′

c†i,q
[
Jij

]
qq′
cj,q′ +

∑
i

∑
q,q′

c†i,q[Jii]qq′ci,q′ ,

(6)

⟨i, j⟩
[
Jij

]
qq′

i j |q⟩ |q′⟩

其中   表示对最近邻格点求和,    表示最

近邻格点  和  间原子自旋  和  的跃迁矩阵元  [
Jij

]
qq′

=

∫
drw∗

q (r − ri)Hwq′(r − rj), (7)

q = q′

[Jij ]qq

H0 q ̸= q′

[Jij ]qq′ Vcou(r)

[
Jii

]
qq′

ri = rj

可以看出,该项实质上有两部分构成, 即   时,

得到自旋无关的最近邻跳跃能    (即自然跳

跃), 该部分由  项贡献; 当  时, 得到自旋翻

转的跳跃  , 即通过激光与原子耦合场 

实现. 同理, (6)式中的第二项表示的是原位格点

自旋翻转的情况, 即  为 (7)中  的跃迁

矩阵元. 下面论述在合适条件下, (6)式的低能有

效近似即是相对论性哈密顿量.

3   六角光晶格和交错磁通光晶格中
狄拉克方程的实现

1/2

1928年, 英国物理学家狄拉克提出了著名的

狄拉克方程, 即描述自旋  粒子的相对论波动方

程, 其形式为 

iℏ
∂

∂t
ψ(r, t) =

[
cα · p+ βmc2

]
ψ(r, t), (8)

α,β c m

α,β

其中  为狄拉克矩阵,   为光速, 而  为粒子静

止质量. 自从人们发现石墨烯中的准粒子即是狄拉

克费米子以来, 研究狄拉克费米子成为凝聚态物理

中的一大热点. 在光晶格系统中模拟和研究相对论

性粒子自然也成为了量子模拟的一个热门课题. 对

于二维系统的狄拉克方程,   为泡利矩阵, 哈密

顿量可表示为 

HD = vxσxpx + vyσypy +∆gσz, (9)

vx,y ∆g其中   和   分别表示等效光速和等效静止

能量.

40K 6Li

这里首先回顾一下由 Zhu等 [18] 最早在二维蜂

巢光晶格中模拟狄拉克方程的理论方案. 考虑将单

分量费米原子 (如  ，  等)囚禁在蜂巢光晶格

中, 该晶格可由三束驻波激光照射原子团形成, 其

势场为 

VHOL(x, y) =
∑

j=1,2,3

V 0
j sin2

[
kL(x cos θj + y sin θj)

]
,

(10)

θ1 = π/3 θ2 = 2π/3 θ3 = 0 kL其中   ,    ,    ,    为激光的波
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V 0
j V 0

1 = V 0
2 = V 0

3

V 0
1 ̸= V 0

2 ̸= V 0
3

A B

矢. 通过调节不同方向的激光强度可以很容易地调

节势垒  的值, 当  时形成标准的六

角晶格, 当   时则形成各向异性的六

角晶格. 六角晶格中一个元胞含有   和   两个子

格, 该系统的紧束缚哈密顿量写为 

H =
∑
⟨i,j⟩

tij
(
a†i bj + h.c.

)
, (11)

⟨i, j⟩ ai bj

tij

t1 t2 t3

t1 = t2 = t t3 = ηt η > 0

K K ′ K = 2π/a
(
1/
√
3, 1

)
K ′ = −K

a = 2π/(
√
3kL)

a†i =1/
√
N
∑

k exp(ik ·Ai)a
†
k b†j=1/

√
N
∑

k exp(ik ·Bj)b
†
k

Ai

(
Bj

) ( )
N

这里的   同样表示最近邻子格,    和   分别表

示子格子 A和 B的费米算符.   表示最近邻子格

间的跳跃, 三个不同方向的跳跃分别记为  ,   ,   .

简单起见, 令  ,   , 这里的  作为

可调的各向异性参数. 在倒空间或动量空间中, 该

系统仍是蜂巢型结构, 第一布里渊区包含两个不等

价的点  和  . 可取  ,   ,

对应晶格常数   . 对 (11)式的哈密顿

量做傅里叶变换到倒空间, 采取的变换形式为 

 ,   ,

其中   表示格点中子格 A  B  的位置,    表

示格点的个数. 对角化倒空间哈密顿量得到本征

能谱 

Ek =

±t
√
2+η2+2 cos(kya)+4η cos(

√
3kxa/2) cos(kya/2),

(12)

± 0 < η < 2

η > 2

∆g = |t|(η − 2) 1/2

k K = (k0x, k
0
y)

k = (k0x + qx, k
0
y + qy)

其中   表示能谱的两支 . 当   时 , 能隙

闭合 , 系统呈金属态 ; 当   时 , 能隙打开且

 , 系统呈绝缘态. 当系统处于   填

充时 ,    在原能隙闭合点     展开为

 . 此时的能谱对应展开到二

阶, 可得 

Eq = ±
√
∆2

g + v2xq
2
x + v2yq

2
y, (13)

0 < η < 2 ∆g = 0 vx =
√
3ηta/2 vy = ta×√

1− η2/4 η > 2 ∆g = |t|(η − 2) vx = ta×√
3η/2 vy = ta

√
η/2− 1 qx,y ≲ 1/2a

Eq

当   时 ,    ,    ,   

 ;    时 , 则   ,   

 ,    . 当   时, 得到

的  是一个好的近似, 也称为长波近似. 该能谱对

应的有效哈密顿量为 

HD = τzvxσxqx + vyσyqy +∆gσz, (14)

τz = ±1

iℏ∂tψ = HDψ

其中  标记两个不等价的狄拉克点. 这时狄

拉克点附近的准粒子激发即满足二维狄拉克方程

 .

Zhang等 [19] 提出另一个实现狄拉克方程的理

论方案: 在自旋依赖的正方光晶格中, 通过两束拉

π

|A⟩ |B⟩
40K |A⟩ = |42S1/2,

7

2
,−1

2
⟩ |B⟩ =

|42S1/2,
7

2
,
3

2
⟩ 6Li |A⟩ = |22S1/2,

3

2
,−1

2
⟩

|B⟩ = |22S1/2,
3

2
,
3

2
⟩

ΩAeikA·r ΩBeikB·r

|e⟩ |A⟩
|B⟩ 40K

|42P1/2,
1

2
,
1

2
⟩ |22P1/2,

1

2
,
1

2
⟩

σ+ σ−

曼光耦合两分量的费米原子, 以形成一个交错  磁

通的晶格, 此时系统的有效哈密顿量也是二维狄拉

克哈密顿量. 考虑处于自旋依赖呈棋盘状的正方晶

格中的二分量费米气, 如图 2(a)所示. 该晶格在实

验上可通过叠加存在偏振夹角的两束线偏振激光

产生, 其中两个子格 (A和 B)间的距离以及势阱

的深度都可通过调节激光的强度和夹角大小很好

地控制 [20,21]. 标记所需原子的两个内态为  和  ,

实验上若选择   , 则     ,   

 ; 若选择   , 则   ,

 . 该晶格中, 要实现最近邻的跳

跃改变内态需要用到激光辅助跳跃. 如图 2(b)所

示, 考虑使用两束拉比频率为   和  

的拉曼光以及利用一个瞬间的激发态  来耦合 

和   (图 2(b)). 对  和 6Li原子而言, 该激发态

可选择   和   , 而两束拉曼

跃迁的激光偏振为  和  
[21].

π

调节拉曼光参数至合适值, 便可形成图 2(a)

中的   磁通的晶格. 该系统对应的紧束缚哈密顿

量为 

H0 =
∑
⟨i,j⟩

tij
(
a†i bj + h.c.)+∆

∑
i

(
a†iai− b

†
i bi

)
, (15)

a†i
(
b†i
)

|A⟩
(
|B⟩

)
tij =

∫
w∗

A(r − ri)ΩeffwB(r − rj)
d2r Ωeff = Ω∗

AΩB r = (x, y) wA,B

2∆

tij = t0eiAij t0 > 0 ΩA,B

Aij

其中  是对应子格 A(B)的产生  算符.

最近邻跳跃系数  

 , 而   , 空间坐标   ,    为

最低布洛赫能带的瓦尼尔函数,   为两个子格子

间占据能的差值. 对于合适的激光, 激光辅助跳跃

可产生   ,    为跳跃的大小, 由  

及最近邻子格子间的瓦尼尔交叠积分决定,   相位在

 

2

A, kA B, kB
+









tx

tx/ t

/ it*yt *yt฀

A B A B

B A B A

A B A B

B A B A

x

y

(a) (b)

(c)
A B

B A

-p

-p -p

-pp

p

p

p

pa

a

π
图 2    (a)交错磁通光晶格 ; (b)双光子拉曼过程 ; (c)等效

 磁通

π
Fig. 2. (a)  Staggered  flux  optical  lattice;  (b)  two-photon

Raman process; (c) effective    flux. 
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kA kB

π
∑

⟲Aij = ±π

tx = t0 ty = −it0

激光辅助跳跃过程中由  和  诱导. 对于图 2(a)

中形成的  通量, 即每个方块的通量  .

有一种实际的方案 [15−22] 可产生 B到 A的跳跃系

数   ,    , 如图 2(c)所示. 当然实验上

对玻色子系统也有其他类似的方案 [23,24,25].

H0 =
∑

k c
†
kH(k)ck c†k =

(
a†k, b

†
k

)
H(k) =

−2t0 ×
[
cos(kxa)σx + cos(kya)σy

]
+∆σz a

fk=−2t0
[
cos(kxa)−i cos(kya)

]
Ek =±

√
|fk|2 +∆2 K± = ± π

2a
(1, 1)

同样, (15)式中的哈密顿量在动量空间可写作

 ,  其 中   ,   

 ,    为晶格

常数. 令   , 此时的能

谱为     , 能隙在  

关闭. 同理, 在这两个狄拉克点附近展开的有效哈

密顿量为 

H(q) = τzvF(σxqx + σyqy) + ∆σz, (16)

q = k −K± τz = ±1

K± vF = 2t0a

其中   ,    表示标记不等价的谷

 , 费米速度  .

40K

AB ∆

∆ ∆ = 0

|∆|

∆ = 0

±π

2012年, 苏黎世联邦理工学院的 Tarruell等 [26]

报道了在蜂巢光晶格中使用超冷原子实现具有可

调节性质的狄拉克点的实验, 他们利用三束回归反

射的激光作用在  原子团上, 通过调节激光间的

相对强度实现了与蜂巢晶格拓扑等价的砖墙晶格.

狄拉克费米子的探测则通过测量狄拉克点附近的

能带色散来实现, 能带结构可以通过布洛赫-朗道-

齐纳震荡的技术 [26−28] 进行探测. 实验中通过改变

激光之间的失谐量, 可在  子格间产生能量差 

并导致在狄拉克点打开能隙, 而从最低能带隧穿到

上一能带的概率随着  的变化而改变. 当  时,

即能隙在狄拉克点闭合, 隧穿的概率最大, 对应上

能带的原子布局数最大. 随着  从 0开始变大, 对

应的隧穿率变小, 标志着系统从存在无质量狄拉克

粒子到有质量狄拉克粒子的过程. 此外, 当  

时, 布里渊区中狄拉克点的位置以及相关线性色散

的斜率可通过调节激光强度来改变. 如文献 [18]所

述, 调节激光间的相对强度, 可使得布里渊区中两

个拓扑不等价的狄拉克点位置发生移动, 当这两个

狄拉克点在布里渊区的角落相遇时会相互融合然

后湮灭, 能隙打开. 依据这一原理, 就可将发生拓

扑相变的临界线描绘出来. 而对于狄拉克点对应非

零的贝里相   , 则可以通过原子干涉仪进行探

测 [29].

4× 4

三维的狄拉克方程所需的狄拉克矩阵为四个,

故不再是泡利矩阵, 而是  的矩阵, 此时的狄拉

克哈密顿量在外尔表象下写作 

HD =

(
cσ · p mc2

mc2 −cσ · p

)
. (17)

m = 0当  时, 该哈密顿量可用于描述三维拓扑绝缘

体和普通绝缘体发生拓扑相变时的状态, 可用于描

述狄拉克半金属. 狄拉克半金属拥有四重简并的狄

拉克点, 类似三维推广的石墨烯 [30]. 在固体材料发

现狄拉克半金属之前, 已经有人提出了几种在三维

光晶格中模拟无质量和有质量狄拉克费米子的方

案 [31−35]. 通过选取适当的参数值, 线心立方光晶格

中的冷费米子可表现出具有可调质量的类三维狄

拉克粒子的行为 [33]. 此外, 通过在立方光晶格中施

加人工阻挫的磁场可以实现无质量的狄拉克费米

子 [34], 其质量项可通过布拉格脉冲耦合冷原子而

产生. 也有人提出, 无质量和有质量的三维相对论

费米子也可以用拉曼辅助跳跃在三维光晶格中的

超冷费米子原子进行模拟 [31,32,35].

4   三维光晶格中外尔方程的实现

无质量的狄拉克方程 (8)式在外尔表象下可写成 

iℏ
∂ψ±

∂t
= H±ψ±, H± = ±cσ · p, (18)

ψ±

ĥ = σ · p/|p|
h = +1(

h = −1
)

其中   是二分量波矢, 描述具有不同螺旋度 (手

性)的外尔费米子. 根据螺旋度的定义 

可知, 当粒子自旋与动量平行 (反平行)时  

 , 故无质量狄拉克方程实质上可分解为两

个螺旋度相反的外尔方程的叠加. 外尔费米子作为

预言中的无质量的基本粒子, 在高能物理领域至今

仍未被实验发现. 而在凝聚态体系的某些三维晶格

的动量空间中, 低能有效哈密顿量由外尔方程描

述, 这些系统被称为外尔半金属. 外尔半金属中外

尔准费米子激发的发现进一步掀起了在凝聚态系

统研究和寻找相对论量子力学描写的准粒子的研

究热潮.

冷原子光晶格系统中实现外尔半金属的理论

方案已有许多, 如在二维光晶格中引入自旋轨道耦

合, 再加一个人工维度可以实现外尔半金属 [36]; 通

过在两个人工维度中堆垛一维双势阱晶格的拓扑

相, 或者是直接将二维的具有交错磁通棋盘结构或

蜂巢光晶格堆垛成三维的晶格 [37−40], 都可以实现

外尔半金属 [37]. 在这些方案中, 自旋自由度可选择

用两个原子内态或者两个子格子, 对应所需要实现

的跳跃项需用到人工自旋轨道耦合和人工磁场. 文
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x z

∆

(tx, tz)
(
tx,z ≪ ∆≪ Egap

)
x+ z

δω = ω1 − ω2 = ∆/ℏ
δk = k1 − k2

献 [41]给出了通过堆垛 Hofstadter-Harper系统成

为一个立方晶格以实现拓扑外尔半金属相的方案.

图 3中展示的是沿  和  方向存在激光辅助跳跃的

三维晶格示意图. 为实现这样的跳跃, 应先通过在

每个格点引入足够大线性倾斜   以抑制这两个方

向的自然跳跃     , 该线性倾

斜可以通过在  方向引入线性的势场 (如重力

场、磁场等)产生. 正如在 2.1节中介绍的方法, 引入两

束远失谐频率和动量分别相差 

和  的拉曼光可重新诱导这两个方向发生

共振跳跃 [15,16]. 该三维晶格对应的有效哈密顿量为 

H3D =−
∑
m,n,l

(Kxe−iΦm,n,la†m+1,n,lam,n,l

+ tya
†
m,n+1,lam,n,l

+Kze−iΦm,n,la†m,n,l+1am,n,l + h.c.), (19)

a†m,n,l

(
am,n,l

)
(m,n, l)

Φm,n,l = δk ·Rm,n,l = mΦx + nΦy + lΦz

(Φx, Φy, Φz) =

π(1, 1, 2) Φm,n,l = (m+ n)π

xz

y y

其中     表示在格点   的产生 (湮

灭)算符,    .

随后选取合适的激光方向使得  

 , 即  , 如图 3(b)所示. 一

方面可以将该三维晶格看作是由图 3(c)和图 3(d)

所示的两种不同类型的二维晶格 (平行于   平

面)沿  方向的交替叠加, 此时两平面间沿  方向的

跳跃是常规的. 从另一个角度来看, 该三维系统可

α = 1/2

z z

0 π m+ n

视为图 3(a)中磁通为  的 Hofstader-Harper

二维晶格在  方向的堆叠. 此时沿  方向的跳跃会

携带相位   或   , 分别对应   为偶数或奇数的

情况. 该系统是空间反演对称破缺的, 对应布洛赫

哈密顿量为 

H(k) = −2(ty cos kyσx +Kx sin kxσy −Kz cos kzσz),
(20)

对应两个带的能谱

Ek = ±2
√
K2

x cos2 kx + t2y cos2 ky +K2
z cos2 kz. 

(kx, ky, kz) = (0,±π/2,±π/2)
kW

HW(q) =
∑

i,j qiνijσj(
q = k − kW

) [
νij

]
3× 3

νxy = −2Kxa νyx = ±2tya νzz = ±2Kza

κ = sign
(
det[νij ]

)
HW eiσz

π
4HW(q)e−iσz

π
4 = vxqxσx+

vyqyσy+vzqzσz vx=νxy vy=−νyx vz=νzz

两个能带在第一布里渊区内的四个外尔点

 接触在一起 , 能隙闭

合. 同理, 在外尔点  附近的色散是线性的, 可由

各向异性的外尔哈密顿量   描

述   . 这里的   是   的矩阵, 对应

矩阵元   ,    ,    ,

其他为零. 系统所具有的的拓扑特性由外尔点的手

性决定, 即  . 为与 (18)式一致, 可

对   做幺正变换 :   

 , 此时   ,    ,    .

qjσ0

除了使用与测量二维狄拉克点类似的方法可

以探测三维的外尔点之外, 另一种观测外尔点的方

法是布拉格光谱法: 采用额外的一对拉曼光耦合外

尔哈密顿量, 将下能带的原子激发至上能带用以探

测能带结构. 该方案将揭示具有非常高分辨率的外

尔点的存在, 因为它不会改变内部原子态, 因此对

塞曼位移并不敏感. 获得外尔半金属相后, 可进一

步研究其独特的拓扑表面态, 即连接两个手性相反

的外尔点的费米弧. 外加与一对手性相反的外尔点

平行的人工电磁场, 系统因手征反常将会出现负磁

阻效应, 其对应的输运性质也是一个热门的研究课

题 [39]. 此外, 在标准的线性色散的外尔哈密顿量上

增加某一方向的线性项  , 可获得第二类的外尔

点, 在费米能级附近的激发同时包含电子和空穴型

的激发 [42−44]. 文献 [42]中提出的方案可实现一类

和二类的外尔半金属以及两者间的 Lifshitz型拓扑

相变.

5   光晶格中麦克斯韦方程的实现

介质中无源无流的麦克斯韦方程可写为 

∇×E = −∂B
∂t

,∇ ·E = 0,

∇×H =
∂D

∂t
,∇ ·B = 0, (21)

 

y z

y/ na



x x

xx

y

k2

k1

1)

2)

z

z

p p

p

p0

(a) (c)

(b) (d)

x z

π

图 3    实现外尔半金属的三维立方晶格示意图. 合理设计

 和   方向跳跃, 在动量空间会出现外尔点. 虚线和实线分

别表示获得相位   和 0[41]

x

z

π

Fig. 3. Schematic  diagram  of  a  three-dimensional  cubic

lattice  of  a  Weyl  semimetal.  The  Weyl  points  will  be

created  in  the  momentum  space  if  the  tunneling  along   

and     directions  are  well-designed .  The  dashed and solid

lines indicate the phase    and 0, respectively. 
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D E D =

ε0εrE B H B = µ0µrH

ε0
(
µ0

)
εr µr

εr µr

Φ = Ẽ + iH̃

Ẽα =
√
ε0εαEα H̃α =

√
µ0µαHα c =

√
ε0µ0

εα(µα) εr(µr)

这里电位移矢量   与电场强度   满足关系  

 , 磁场  与磁场强度  满足关系  .

其中    为真空介电常数 (磁导率),   和  分别

为相对介电常数和相对磁导率. 在各向异性的介质

中  和  不再是数而是矩阵. 简单起见, 假设它们

都是对角的, (21)式是相对论性方程, 但并非量子

力学方程. 定义光子波函数为   , 其中

 ,   , 光速  ,

 为   的对角元. 代入 (21)式, 可得到麦

克斯韦方程的薛定谔形式 [45], 即 

iℏ
∂

∂t
Φ = HMΦ, (22)

HM其中  为单光子的哈密顿量, 表示为 

HM = vxŜxp̂x + vyŜyp̂y + vzŜz p̂z, (23)

vα = c/
√
εβµγ p̂α = −iℏ∂α Ŝ(
Ŝβ

)
αγ

= iξαβγ
(
α, β, γ = x, y, z

)
ξαβγ

εr = µr = 1 HM = cŜ · p̂

其中  ,   ,   为自旋1矩阵[45],

对应矩阵元       ,   

为列维-齐维塔张量. 当  时,  

回到真空各向同性的情况.

HM

HM

HM

|s⟩ = | ↑⟩, |0⟩, | ↓⟩

麦克斯韦型哈密顿量  本是用于描述无质量

光子的行为, 但一些晶格系统中的准粒子激发也可

由  描述. 与高能物理中粒子由庞加莱群描述不

同, 晶体中的准粒子受到的仅是某些庞加莱子群

(空间群)的约束, 因此在晶格系统中寻找赝自旋

为 1的费米子激发是可能的. 换句话说, 光晶格中

也可实现   , 从而模拟麦克斯韦方程. 由该哈密

顿量描述的费米子激发, Zhu等 [45] 称其为麦克斯

韦费米子. 在光晶格中实现麦克斯韦费米子有两种

方案 :  1)选择无相互作用费米子的三个内态

 作为赝自旋 1的自旋态, 此时晶格

的形状可以是最简单的正方形或立方体结构 ;

2)选用晶格中三个子格子作为赝自旋态, 此时所

需的激光束较少.

下面简要介绍文献 [45]中的第一种方案. 首先

考虑实现的二维晶格哈密顿量为 

Ĥ2D = t
∑
r

[
Ĥrx+Ĥry+

(
Γ0â

†
r,0âr,↑+h.c.

)]
,

Ĥrx = −â†r−x,0(âr,↓ + iâr,↑)

+ â†r+x,0(âr,↓ − iâr,↑) + h.c.,

Ĥry = â†r−y,↑(âr,↓ + iâr,0)

− â†r+y,↑(âr,↓ − iâr,0) + h.c.,
(24)

Ĥrx Ĥry x y  和   分别表示沿   和   方向的自旋翻转, 对

t âi,s r |s⟩
Γ0 = 2iM M

Γ0â
†
r,0âr,↑

|0⟩ | ↑⟩
x y Ĥrx Ĥry

应跳跃系数为   .    为格点   的   态的湮灭算符,

 项为原位的自旋翻转 ,    为可调参数 .

考虑处于二维倾斜正方光晶格中的无相互作用原

子, 选择三个原子内态来标记自旋. 原格点位置的

自旋翻转项  可以很容易地通过引入射频

场或拉曼光束耦合  和  产生. 主要困难在于实

现沿   和   方向的自旋翻转   和   . 为此, 定义

叠加态 

|1x⟩ = (| ↓⟩ − i| ↑⟩) /
√
2, |2x⟩ = (| ↓⟩+ i| ↑⟩) /

√
2,

|1y⟩ = (| ↓⟩ − i|0⟩) /
√
2, |2y⟩ = (| ↓⟩+ i|0⟩) /

√
2,
(25)

两个跳跃项可表示为 

Tx = T+x + T−x =
×↶ |1x⟩

√
2↷ |0⟩

+ |0⟩ −
√
2↶ |2x⟩

×↷ +h.c.,

Ty = T+y + T−y =
×↶ |1y⟩

−
√
2↷ | ↑⟩

+ | ↑⟩
√
2↶ |2y⟩

×↷ +h.c., (26)
×↷ T+x

T+y

∆x,y ∆x = 1.5∆y

其中  意味着该方向的跳跃被禁止. 跳跃项  和

 可选择合适的激光频率和偏振通过激光辅助跳

跃实现. 首先, 通过在两个方向引入均匀能量梯度

对晶格进行倾斜, 从而打破宇称 (左右)对称, 这可

以通过重力场或者交流或直流的斯塔克位移的梯

度来产生. 在不同方向上, 每个位置需要不同的能

量梯度  , 如  . 由于存在大的势能倾

斜, 自然跳跃将会被抑制, 要恢复跳跃项需应用到

双光子拉曼耦合, 这就要求设计合适的激光束及其

结构 [45]. 该系统对应动量空间的哈密顿量为 

H(k) = 2t sin kxŜx + 2t sin kyŜy

+ 2t(M − cos kx − cos ky)Ŝz, (27)

a = ℏ ≡ 1 E = 0 ±2t√
sin2 kx + sin2 ky + (M − cos kx − cos ky)2

|M | > 0

0 < |M | < 2

|C| = 2 |M | = 2

|γ| = 2π M = 0

M = 2

KM = (0, 0)

这 里 已 令   . 对 应 能 谱 为   ,   

 . 该系统

存在丰富的相图:   时, 系统为平庸的绝缘体;

 时, 系统为非平庸的陈绝缘体, 对应陈

数  ; 当  时, 系统处于拓扑金属态, 对

应 Berry相位  ;   时为平庸的金属相.

同理 ,    时能隙关闭 , 存在一个简并点

 , Zhu等称其为麦克斯韦点. 将哈密顿

量在该点附近展开, 可得到二维麦克斯韦哈密顿量 

H(q) = vxqxŜx + vyqyŜy, (28)

vx = vy = 2t q = k −KM

M = −2 M = 0

其中   ,    . 类似可以得到

 或  时的麦克斯韦哈密顿量. 值得注
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Hedge = vykyŜy

(h = ⟨sign(ky)Ŝy⟩) +1

0 < M < 2 −1 (−2 < M < 0)

意的是, 系统处于非平庸的陈绝缘体相时 (Zhu等

称其为麦克斯韦绝缘体), 存在两个边界态, 其有效

哈密顿量由一维麦克斯韦哈密顿量 

描述, 对应粒子螺旋度  守恒为 

(  )或     , 分别与右旋和

左旋圆偏振光子态对应.

该模型同样可以推广到三维, 此时哈密顿量为 

Ĥ3D = Ĥ2D + t
∑
r

Ĥrz,

Ĥrz = −i(â†r+z,0âr,↑ + â†r,0âr+z,↑) + h.c., (29)

Ĥrz

−2t cos kzŜz

1 < M < 3

C = ±2 M = 2 KM± =

(0, 0,±π/2)

类似的方法可以实现  , 该项在动量空间贡献为

 . 此时的系统类似于推广的外尔半金

属相,    具有两个麦克斯韦点, 两个点携

带拓扑荷相反 , 为   . 如   时 ,   

 , 两点附近的低能有效哈密顿量为三维

麦克斯韦哈密顿量 

HM±(q) = vxqxŜx + vyqyŜy ± vzqzŜz, (30)

vx = vy = vz = 2t

±2

ĤM

其中等效光速  . 类比外尔半金属,

此三维的麦克斯韦金属相同样存在费米弧, 因麦克

斯韦点的陈数为  , 故在每个表面上存在两条费

米弧, 但因存在零能体态, 因而只能在零能附近看

见费米弧. 在冷原子系统中实现麦克斯韦准粒子需

要克服很多困难, 但最近在超导比特的参数空间

中, 三维麦克斯韦哈密顿量  已经被实验模拟 [46].

6   总结与展望

本文介绍了利用光晶格实现相对论性量子力

学波动方程的几个具体方案, 并讨论了相应的独特

性质和所用到的相关测量方法. 这套方法和思路可

以用于实现和研究更高自旋的相对论性波动方

程 [47,48], 以及最近引起广泛研究兴趣的可用于拓扑

量子计算的阿贝尔或非阿贝尔任意子, 如马约纳

拉 (Majorana)费米子、斐波纳吉 (Fibonacci)任意

子、仲费米子 (parafermions)等 [49−53]. 此外, 赝自

旋 1的拓扑麦克斯韦费米子有非常丰富的物理性

质, 值得更进一步研究. 类似于狄拉克和外尔费米

子 , 可以讨论麦克斯韦粒子的克莱因隧穿效

应 [54,55] 和 Zitterbewegung振荡 [56] 动力学, 以及非

常规的输运特性 [57] 等. 例如, 在狄拉克和外尔费米

子的 Zitterbewegung效应中存在一个振荡频率 ,

但在麦克斯韦费米子的 Zitterbewegung振荡中有

两种不同的振荡频率 [58]. 此外可将二维模型推广

到时间反演的体系, 用于模拟光的量子自旋霍尔效

应 [59]. 光晶格中的超冷原子因具有高度可控性 [60],

目前已经成为了模拟凝聚态系统的一个强有力的

工具和平台, 并且已经取得了一些值得庆贺的成

绩, 如 Su-Schrieffer-Heeger[61], Bose-Hubbard[62,63],

Haldane[64],  Hofstadter-Harper[24,25,65] 模型等 , 这

些模型在凝聚态系统中难以实现, 但已经在冷原子

光晶格系统中被实验实现 [11]. 未来, 冷原子光晶格

系统将继续用于模拟和研究量子多体系统、拓扑量

子物质、高能、天体、甚至是量子信息等领域的问

题 [66,67]. 由于具有独特而有趣的物理性质, 超冷原

子物理必将在各个领域的研究和实现上大放异彩.
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Abstract

Relativistic wave equations, such as Dirac, Weyl or Maxwell  equations, are fundamental equations which

we  use  to  describe  the  dynamics  of  the  microscopic  particles.  On  the  other  hand,  recent  experimental  and

theoretical studies have shown that almost all parameters in cold atomic systems are precisely tunable, so the

cold atom systems are considered as an ideal platform to perform quantum simulations. It can be used to study

some topics in high energy and condensed matter physics. In this article, we will first introduce the ideas and

methods  for  engineering  the  Hamiltonian  of  atoms,  mainly  related  to  the  theories  of  laser-assisted  tunneling.

Based  on  these  methods,  one  can  simulate  the  equations  of  motion  of  relativistic  particles  and  observe  some

interesting behaviors which are hard to be observed in other systems. The article reviews these recent advances.
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