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uα = δαt ut, δαr ur

把洛仑兹破缺的标量场方程推广到弯曲时空中, 并通过 Aether-like项对标量场方程进行修正, 该项所产

生的效应也会影响到黑洞时空视界附近处的物理效应 . 接着 , 进一步在半经典近似下得到了修正的

Hamilton-Jacobi方程, 然后用这一修正的 Hamilton-Jacobi方程研究了史瓦西黑洞的隧穿辐射特征, 并讨论了

洛仑兹破缺对黑洞霍金辐射和黑洞熵的影响. 结果表明,   形式的 Aether-like项的效应可能

使黑洞温度增加 , 而黑洞熵降低 . 该工作可以帮助我们更深刻地理解弯曲时空中的洛仑兹破缺效应的物理

性质.

关键词：修正标量场方程, 霍金辐射, Hamilton-Jacobi方程, 修正熵
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1   引　言

经典的黑洞是全黑的, 因为没有任何经典粒子

可以从经典黑洞内穿越出来达到无穷远的观测者

处. 但是, 当霍金考虑了黑洞视界附近的量子效应

后, 他发现黑洞可以发出量子辐射, 这种辐射被称

为霍金辐射 [1,2]. 霍金辐射的存在使得黑洞热力学

定律有了牢固的物理基础, 因此把引力理论、量子

理论和热力学及统计理论有效地联系起来 [3−5]. 一

个解释霍金辐射的简明理论是隧穿理论: 把黑洞视

界视为一个势垒, 经典粒子无法直接通过此势垒,

但是由于量子隧穿效应的存在, 黑洞视界内部的虚

粒子有一定概率穿越黑洞视界这个势垒, 并进一步

实化为实粒子, 这就是量子霍金辐射. 利用量子隧

穿的观点, 文献 [6—14]提出隧穿辐射方法来计算

黑洞温度和熵, 随后文献 [15, 16]提出半经典的方

法从弯曲时空的标量场方程推导出弯曲时空的

Hamilton-Jacobi方程, 并用这个方程计算霍金辐

射, 这个方法大大简化了黑洞辐射的研究. 2008年,

Kerner和 Mann[17,18] 开始思考用半经典的方法研

究 Dirac场粒子的隧穿辐射, 在这个方法中, 他们

把 Dirac粒子分为自旋向上和自旋向下两种情况,

并进一步推导得到Dirac粒子的隧穿辐射方程 [19−24].

本课题组 [25−27] 则提出新的方法来研究费米子隧穿

辐射问题, 在我们的方法中, Dirac方程先通过半

经典近似化为一个简明的矩阵方程, 这个方程可以

通过 gamma矩阵写成一个很简单的形式, 接着根

据 gamma矩阵的反对易特性, 发现半经典的矩阵

方程成立的条件正是标准的 Hamilton-Jacobi方

程, 接着按照标准的半经典 Hamilton-Jacobi方法

可以推导出黑洞的费米子隧穿辐射特征. 该结果暗

示了 Hamilton-Jacobi方法的内在一致性, 其本质

是体现了理论的洛仑兹对称性.
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 11573022, 11805166)资助的课题.

†  通信作者. E-mail: szyangphys@126.com

© 2019 中国物理学会  Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 68, No. 6 (2019)    060401

060401-1

http://doi.org/10.7498/aps.68.20182050
mailto:szyangphys@126.com
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


然而, 在高能领域的研究中, 量子引力的研究

暗示洛仑兹不变性可能需要在普朗克尺度上被修

正. 近来, 一种洛仑兹破缺的标量场理论被提出,

其作用量可以写为 [28]
 

L =
1

2

[
∂µφ∂

µφ+ λ(uα∂αφ)
2
+m2φ2

]
, (1)

λ

uα

其中 m 是标量场的质量;    是洛仑兹破缺项的比

例常数, 通常是一个小量;   在平直时空中是一个

类以太场的常矢量, 本文将始终使用 (–, +, +, +)

的号差. 因此在平直时空中修正的标量场方程变为 

∂µ∂
µφ+ λuαuβ∂α∂βφ−m2φ = 0. (2)

近来的工作对这种修正的标量场方程进行了深入

探讨 [28−32], 发现在高能领域修正的标量场方程有

许多独特的性质.

本文把洛仑兹破缺的标量场方程的工作进一

步推广到弯曲时空, 并进一步研究黑洞的霍金辐

射. 在第 2节中, 将首先给出弯曲时空中的洛仑兹

破缺标量场方程, 并进一步通过半经典近似把该方

程化为变形 Hamilton-Jacobi方程; 接着在第 3节

中, 将具体计算在史瓦西时空背景下的修正的霍金

辐射特征, 得到修正的标量场隧穿辐射和修正的霍

金温度; 第 4节给出讨论和结论.

2   洛仑兹破缺的标量场方程以及修
正的 Hamilton-Jacobi方程

uα在正则坐标系的平直时空中类以太矢量  是

一个常量, 因此自然满足关系 

uαuα = Const. (3)

uα

但是在弯曲时空中, 为了满足 (2)式的关系, 不能

简单把  设为常量. 因此在弯曲时空中, 考虑作用量 

S =

∫
dx4√−g

1

2

[
∂µφ∂

µφ+ λ(uα∂αφ)
2
+m2φ2

]
,

(4)

可以得到弯曲时空中的洛仑兹破缺标量场方程为 

− 1√
−g

∂µ
(
gµυ

√
−g∂υφ

)
− λ√

−g
∂µ

(
uµuυ√−g∂υφ

)
+m2φ = 0, (5)

或者 

− 1√
−g

∂µ
[√

−g (gµυ + λuµuυ) ∂υφ
]
+m2φ = 0.

(6)

gµυ → gµυ + λuµuυ

这意味着弯曲时空中的标量场方程通过度规场地

变换  就可以得到弯曲时空中的

标量场方程.

为了得到弯曲时空中的修正 Hamilton-Jacobi

方程, 可以重写标量场波函数为
 

φ = φCe
i
hS , (7)

ℏ所以把 (7)式代入任意自旋的玻色子方程, 把  视

为小量, 并且只保留方程的零阶项, 可以得到
 

(gµυ + λuµuυ) ∂µS∂υS +m2 = 0. (8)

这正是修正的标量场粒子的 Hamilton-Jacobi方

程 . 第 3节将应用这个半经典的修正 Hamilton-

Jacobi方程研究黑洞的霍金辐射特征.

3   史瓦西黑洞的隧穿辐射及其修正

史瓦西黑洞的逆变度规可以写为
 

gµυ = diag
(
− 1

f (r)
, f (r) ,

1

r2
,

1

r2sin2θ

)
, (9)

其中
 

f (r) = 1− 2M

r
, (10)

rh = 2M

uα = δαt ut, δαr ur, δαθ uθ, δαϕuϕ

其中 M 是黑洞的质量, 黑洞视界  . 这里分

别讨论   四种情况下的

黑洞辐射. 由于作用量 S 可以写为
 

S = −ωt+R (r) + Y (θ, ϕ) , (11)

于是 (8)式可以写为
  (

− 1

f (r)
+ λutut

)
ω2 + (f (r) + λurur)R′(r)

2

+ r−2
(
1 + λr2uθuθ

)
Y,θ

2

+ r−2
(
sin−2θ + λr2uϕuϕ

)
Y,ϕ

2 +m2 = 0.
(12)

uα为了求解上述方程, 先考虑不同的  情况:

uα = (ut, 0, 0, 0)1)   情况

ut = c0/
√
f (r) c0根据 (3)式可以求得   , 这里  

是一个常数 . 因此 , 通过 (12)式可以把径向的

Hamilton-Jacobi方程写为
 

−1− λc20
f (r)

ω2 + f (r)R′(r)
2
+ r−2C +m2 = 0, (13)

这里的 C 是分离变量常数, 因此有
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R± = ±
∫

dr
√
(1− λc20)ω

2 − f (r) (r−2C +m2)

f (r)

= ±iπ
(
1− λc20/2

)
ω

f ′ (rh)
, (14)

λ

这里正负号分别代表出射模和入射模, 在计算中,

已经用到   是小量的条件. 所以黑洞的隧穿辐射

率是 

Γ = exp
(
−2

ℏ
(ImR+ − ImR−)

)
= exp

(
− ω

TH

)
,

(15)

其中, 霍金温度是 

TH = ℏ
(
1 +

1

2
λc20

)
f ′ (r)

4π

∣∣∣∣
r=rh

=

(
1 +

1

2
λc20

)
ℏ

8πM

≡
(
1 +

1

2
λc20

)
Th, (16)

Th

TH λc20/2

这里的  是未修正的史瓦西黑洞事件视界处的霍

金温度, 而修正后的霍金温度  则与  相关.

uα = (0, ur, 0, 0)2)   情况

ur = c1
√
f (r) c1根据 (3)式, 有   , 这里   是一个

常数. 因此, 通过 (12)式, 径向的 Hamilton-Jacobi

方程可以写为 

− 1

f (r)
ω2 + f (r)

(
1 + λc21

)
R′(r)

2
+ r−2C +m2 = 0,

(17)

这里的 C 也是分离变量常数, 因此有 

R± = ±
∫

dr
√

ω2 − f (r) (r−2C +m2)

f (r)
√
1 + λc21

= ±iπ
(
1− λc21/2

)
ω

f ′ (rh)
. (18)

黑洞的隧穿辐射率依然是 (15)式的形式, 但是其

中霍金温度是 

TH =

(
1 +

1

2
λc21

)
ℏ

8πM

=

(
1 +

1

2
λc21

)
Th, (19)

TH λc21/2在这里修正后的霍金温度  也与  相关.

uα =
(
0, 0, uθ, 0

)
uθ ∝ r−1

uα =
(
0, 0, 0, uϕ

)
uϕ ∝ r−1sin−1θ

uθ uϕ

最后在  情况中  , 而在

 的情况中   , 这意味

着  和  的修正只影响角向部分, 而黑洞的霍金

辐射则是黑洞径向的性质. 所以, 这两种情况将不

对黑洞霍金辐射产生修正.

4   结　论

uα = δαt ut uα = δαr ur

uα = (0, 0, uθ, 0)

uα =
(
0, 0, 0, uϕ

)
λ uα = δαt ut

uα = δαr ur

本文研究了洛仑兹破缺标量场的霍金辐射特

征, 发现在  情况和  情况中, 黑

洞的霍金辐射特征会被修正, 但在 

和   的情况中, 黑洞霍金辐射没有

修正. 进一步地, 如果  是一个正数,   和

 的效应将导致黑洞的霍金温度升高.

另一方面, 黑洞热力学中另一个重要的物理量

是黑洞的熵, 修正的霍金温度也会带来黑洞熵的修

正. 根据黑洞热力学有 

dM = TdS + V dJ + UdQ, (20)

rh

其中 V 和 U 分别是黑洞的旋转势和电磁势. 因此,

在事件视界  处未修正之前的黑洞熵满足 

dS0 =
dM−V dJ + UdQ

T0
. (21)

uα = δαt ut rh例如, 在   的情况中, 事件视界   处的黑

洞熵被修正为 

SH =

∫
dSH =

∫
dM − V dJ + UdQ

TH

=

∫ (
1− 1

2
λc20

)
dS0 = S0 −

1

2

∫
λc20dS0, (22)

uα = δαr u
r而在  的情况中, 黑洞熵为 

SH =

∫
dSH =

∫ (
1− 1

2
λc21

)
dS0

= S0 −
1

2

∫
λc21dS0. (23)

λ uα = δαt ut uα = δαr ur所以如果  是一个正数,   和  的

情况将导致黑洞的熵减小.

本文研究的是最简单的修正标量场情况, 近来

越来越多的高能物理研究倾向于认为洛仑兹对称

性在高能尺度下会产生破缺, 人们已经陆续提出各

种洛仑兹破缺的量子场方程. 这些研究可能为将来

量子引力的研究提供有力的支持. 在弯曲时空中,

黑洞表面简单而极端的性质可能成为将来验证洛

仑兹破缺理论的有力工具. 我们将继续研究关于弯

曲时空中洛仑兹破缺的量子场论.
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Abstract

uα = δαt ut, δαr ur

In  this  paper,  the  Lorentz-violating  scalar  field  equation  is  generalized  in  curved  spacetime,  and  we  find

that the aether-like terms modify the scalar field equation, so that the effect can correct the properties near the

event horizon of black hole spacetime. We then obtain the modified Hamilton-Jacobi equation by semi-classical

approximation, and investigate the Hawking radiation and black hole thermodynamics in Schwarzschild black

hole spacetime. The results show that the effects of aether-like terms increase the temperature of black hole, but

reduce  the  entropy  of  black  hole  as    .  This  work  can  help  to  understand  the  properties  of

Lorentz-violating in curved spacetime.
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