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Kiselev 黑洞的热力学性质和物质吸积特性*

魏益焕†

(渤海大学数理学院物理系, 锦州　121000)

(2018 年 11 月 19日收到; 2019 年 1 月 2日收到修改稿)

本文考虑带有黑洞视界和宇宙视界的 Kiselev时空. 研究以黑洞视界和宇宙视界为边界的系统的热力学

性质. 统一地给出了两个系统的热力学第一定律; 在黑洞视界半径远小于宇宙视界半径的情况下, 近似地计

算了通过宇宙视界和黑洞视界的热能. 然后, 探讨 Kiselev时空的物质吸积特性. 在吸积能量密度正比于背景

能量密度的条件下给出黑洞的吸积率, 讨论了黑洞吸积率与暗能量态方程参数的关系.
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1   引　言

−1 < wq < −2/3

wq = 1/3

天文观测表明现在的宇宙正加速膨胀 [1−3]. 在

爱因斯坦引力中, 宇宙的加速膨胀被解释为宇宙中

暗能量的推动. 暗能量可能是 Quintessence能量

(Q暗能量), 也可能是其他形式的能量, 如真空能

等. 所谓的 Q暗能量指宇宙中的正则标量场, 它的

态方程参数满足   . 对于史瓦西

(Schwarzschild)黑洞被 Q暗能量包围的情况, 时

空中既有黑洞视界也存在宇宙视界, 此类黑洞属

于 Kiselev黑洞 [4]. 文献 [5]研究了  情况下

的 Kiselev黑洞的热力学问题. 文献 [6]探讨了一

般情况下的 Kiselev黑洞的热力学问题, 包括 Kise-

lev黑洞的斯马尔 (Smarr)关系等.

wq = −2/3

粒子被引力场加速, 最终会被天体捕获, 此即

所谓的天体吸积现象 [7,8]. 对于史瓦西黑洞, 其吸积

性质类似于牛顿理论中孤立球对称天体的吸积性

质 [9]. 黑洞的稳态吸积问题已经得到了广泛的研

究 [10−23]. 在  的情况下, 文献 [24]研究了

Kiselev黑洞吸积多方流体的问题. 结果显示, 多方

流体的吸积速率和吸积临界点都与 Q暗能量的能

量标度有关. 在文献 [24]中, Kiselev黑洞被考虑为

带有两个黑洞视界的黑洞. 对于黑洞周围存在暗能

量的情况, Kiselev时空存在宇宙视界. 本文研究

Kiselev时空中以黑洞视界和宇宙视界为边界的时

空区域的热力学性质, 探讨 Kiselev黑洞对无压流

体物质的吸积特性.

2   Kiselev时空的热力学性质

对于时空中存在 Q暗能量的情况, Kiselev时

空度规取下面的形式 [4]:
 

ds2 = −fdt2 + f−1dr2 + r2(dθ2 + sin2θdφ2), (1)
 

f = 1− 2M

r
−
( r
λ

)−(3wq+1)

, (2)

λ M ≪ λ

rB

rC

其中  是具有宇宙尺度的参数,   是黑洞的质

量. 该时空有一个黑洞视界 (半径   )和宇宙视界

(半径  ), 其视界半径近似地为
 

rB ≈ 2M

[
1 +

(
2M

λ

)−(3wq+1)
]
, (3)
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rC ≈ λ+
2M

3wq + 1
. (4)

M ≪ λ在上面的计算中, 已经使用了条件  . 恒星级

质量的黑洞显然满足这个条件, 即便是超大质量的

星系级黑洞, 这一条件也成立.

TB,C =

∣∣∣∣ 12πκB,C

∣∣∣∣ κB,C =
1

2

df
dr
∣∣
rB,C由   , 其中   是黑

洞视界和宇宙视界的表面引力, 得到黑洞视界和宇

宙视界的温度 

TB,C =
1

4π

∣∣∣∣∣ Mr2B,C +
3wq + 1

2λ

(rB,C
λ

)−(3wq+2)
∣∣∣∣∣ . (5)

TC = −
3wq + 1

8πλ

(rC
λ

)−(3wq+2)

f = 0

M =
1

2

[
1−

(rB,C
λ

)−(3wq+1))
]

对于宇宙视界, (5)式右边的第一项是小量, 宇宙

视界温度近似为   . 由

度规函数   , 得到 Kiselev时空 (黑洞)的质量

 , 即
 

M =
1

2

√
SB,C/π

1−(√SB,C/π
λ

)−(3wq+1)
 , (6)

SB,C = πr2B,C其中   是黑洞视界和宇宙视界的熵 .

Kiselev黑洞质量可表示为斯马尔关系的形式 (类

似的讨论见文献 [6]) 

M = ±2TB,CSB,C +ΘB,Cλ, (7)

其中 

ΘB,C = −
3wq + 1

2

(√
SB,C/π
λ

)−3wq

. (8)

(7)式中符号“+”和“–”分别对应到黑洞视界和宇

宙视界的情况. 对 (6)式两边微分得到微分形式的

斯马尔关系 

dM = ±TB,CdSB,C +ΘB,Cdλ. (9)

λ

在 Kiselev黑洞斯马尔关系的表示中, 既可采用定

义在黑洞视界上的热力学量, 也可采用定义在宇宙

视界上的热力学量. (9)式给出了 Kiselev时空的质

量增加量与视界熵增加量和参量  增加量的关系.

r球对称时空 (1)中半径为  的球面内的爱因斯

坦准局域能为 [25]
 

E =
1

2
r(1− f). (10)

r

将度规函数 (2)式代入 (10)式给出 Kiselev时空中

半径为  的球面内的能量
 

E = M +
1

2
λ
( r
λ

)−3wq
. (11)

ρ =
1

4πr2
dE
dr

由   , 得到 Kiselev时空 (背景时空)的

能量密度
 

ρ = −
3wq

8πr2
( r
λ

)−(3wq+1)

. (12)

pr = −ρ pτ =
3wq + 1

2
ρ wq = −2/3

pτ = −1

2
ρ wq

pτ/pr

Kiselev时 空 的 径 向 压 强 和 切 向 压 强 分 别 为

 和   . 对于   , 切向

压强   . 态方程   越小, 切向压强与径向

压强的比值  就越大. 黑洞视界和宇宙视界附

近的背景时空能量密度为
 

ρB,C = −
3wq

8πr2B,C

(rB,C
λ

)−(3wq+1)

. (13)

wq

宇宙视界附近的能量密度大致正比于 Q能态方程

参数的大小, 因此具有相同的量级, 但黑洞视界附

近的能量密度却随  增大而迅速增加 (表 1).

r = rB,C

EB,C =
1

2
rB,C

将   代入 (10)式得到黑洞视界和宇宙

视界内的能量   . 容易验证, 由黑洞视

界和宇宙视界包围的系统满足热力学第一定律
 

dEB,C = dQB,C + dwB,C

=± TB,CdSB,C − pB,CdVB,C, (14)

dQB dQC

dwB dwC

pB,C = pr(rB,C) VB,C =
4

3
πr3B,C

pB,C = −ρB,C

其中   和   分别是流入黑洞和宇宙视界内的

热量,   和  分别是时空中的流体对黑洞视界

和宇宙视界的功,    和   .

考虑到  , Kiselev时空中流体对黑洞视

界和宇宙视界的功可写为
 

dwB,C = ρB,CdVB,C. (15)

∆wB,C =

ρB,C∆VB,C

在视界发生微小改变的过程中, 时空中流体对视界

的功等于视界所掠过时空区域的能量  

  (图 1).

表 1    黑洞视界附近背景时空的能量密度
Table 1.    Energy density of spacetime near the horizon of black hole.

wq 

−2/3 −0.8 −0.9 −0.99 −0.999 −0.9999 

ρB

(
3

8πλ2

)
 

4.59333× 1011 1.01396× 107 3204.12 2.24275 1.08413 1.00811
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3   Kiselev时空的物质吸积特性

uµ=
dxµ

ds
=(u0, u1, 0, 0) xµ=(t, r, θ, φ)

uµu
µ = −1

在静态球对称时空中, 沿径向运动的流体四维

速度是  , 其中  .

利用归一化条件  , 得到流体四维速度的

第 0分量 

u0 =
1

f

√
f + u2, (16)

u = u1 Jµ = nuµ

n Jµ
;µ = 0

其中  . 物质的四维流矢量定义为  ,

其中  是流体的粒子数密度. 四维流守恒律 

给出 [24]
 

r2nu = CJ , (17)

CJ ̸= 0

CJ < 0

其中  是常数. 对于流向引力中心的流体, 有

 .

理想流体的四维能量-动量张量取如下形式: 

Tµν = pmgµν + (ρm + pm)uµuν , (18)

ρm pm其中  和  分别代表流体的能量密度和压强. 流

体四维能量-动量张量守恒方程的零分量方程为 

1

r2
d
dr

[
r2(ρm + pm)u(f + u2)1/2

]
= 0, (19)

即 

r2(ρm + pm)u(f + u2)1/2 = C1, (20)

C1 pm > −ρm

C1 < 0 uνTµ
ν;µ = 0

其中   是常数. 对于   的情况, 积分常数

 . 方程  给出 [12]
 

1

u

du
dr

+
1

ρm + pm

dρm
dr

+
2

r
= 0. (21)

对 (21)式积分得到 

r2ue
∫
(ρm+pm)

−1dρm = C2, (22)

C2 < 0这里  是积分常数.

若吸积流体是无压的物质, 则 (22)和 (17)式

是同一方程. 由 (20)和 (22)式得到 

u2 + f = (C1/C2)
2. (23)

2uu′ = −f ′ f ′ = df/dr

u ̸= 0 u′ = 0 f ′ = 0 f ′ = 0

r0

对 (23)式求导给出   , 其中     .

对于  ,   指  . 方程  给出Kiselev

时空度规函数取极大值的位置   (图 2), 

r0 = λ

[
− 2M

(3wq + 1)λ

]−1/3wq

, (24)

wq = −2

3
wq = −1 r0 ≈ 1.6×

104 r0 ≈ 1.2× 106 r0

它是 Kiselev黑洞对无压流体的吸积半径 . 对于

 和   , 吸积半径分别为  

  l.y.和    l.y., 在   点 (吸积临界

点)上, 存在下面的关系式: 

(C1/C2)
2 = u2

0 + f0, (25)

u0 = u(r0)

f0 f

其中   为流体的最大速度. (25)式右边的

 是  在黑洞视界和宇宙视界间的最大取值 

f0 = f(r0) = 1− 2M

r0
−
(r0
λ

)−(3w+1)

. (26)

r = r0

r = r0 (|u0| ≪ 1)

u2
0 + f0 ≈ f0 ≈ 1 C2 ≈ C1 = C

f ≈ 0

uB −1

在  附近, Kiselev时空几乎是平直时空 (图 3).

在  处, 粒子应该有极小速率  . 在这

一 假 设 下 , 有   和   .

在接近黑洞视界处 (  ), 流体四维速度的径向

分量  近似地为  .

Kiselev黑洞对无压理想流体的吸积率为 

χB = −4πr2ρmu = −4πC, (27)

C = ρmBuBr
2
B ρmB = ρm(rB)其中常数  , 能量密度  . 黑

 

DrB

DwB/ BDVB

DrB

BHH

(a) (b)

BHH

CH

DrC DrC

DwC/ CDVC

∆rB,C

图 1    (a)黑洞视界做功示意图; (b)宇宙视界做功示意图;

其中 BHH和 CH分别表示黑洞视界和宇宙视界 ,   表

示黑洞视界和宇宙视界半径的微小变化, 虚线表示变化后

的黑洞视界和宇宙视界

∆rB,C

Fig. 1. (a) Doing work of black hole horizon; (b) doing work

of  cosmic  horizon.  BHH  and  CH  stand  for  the  black  hole

horizon  and  the  cosmic  horizon,  respectively.      de-

notes a small change of the radii of black hole horizon and

cosmic  horizon.  The  dotted  lines  represent  the  changed

black hole horizon and the changed cosmic horizon. 

 

-0.95 -0.90 -0.85 -0.80 -0.75 -0.70
wq

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

r
0
/
1
0

6
 l
.y

.

M = 10−2 λ = 1.378×
r0-wq

图  2      在     l.y.和   1010  l.y.条件下的

 曲线

r0-wq M = 10−2 λ = 1.378 ×
1010
Fig. 2. The     curve (   l.y. and   

  l.y.). 
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uµ

−1 C

ρmB = ηBρB

洞视界附近的流体四维速度  的径向分量近似为

 , 常数   仅依赖黑洞视界半径和吸积流体的能

量密度. 假定黑洞视界附近被吸积流体的能量密度

与背景能量密度成正比  , 则黑洞的吸积

率为 

χB = −
3ηBwq

2

(
2M

λ

)−(3wq+1)

. (28)

ηB ≪ 1 wq = −2/3

wq = −1 χmax ≈ 1.2× 10−6ηB

χmin ≈ 1.2× 10−8ηB

ηB wq

ηB wq

wq

被吸积流体的能量密度对时空背景的影响是微小

的, 因此要求比例系数   . 对应于    

和  , 分别有最大吸积率   

和最小吸积率    (图 4). 上面的

讨论是在假定参数   不依赖   的情况下进行的.

假定  随  足够缓慢地改变, 则黑洞的吸积率会

随  的增大而增大.

4   结论与讨论

M ≪ λ

−
3wq

2
∆rC

1 + 3wq

2
∆rC −1 < wq < −1/3

∆QC < 0

rB ≪ λ ∆wB ≪ ∆rB

在  的情况下, Kiselev时空中的流体对

宇宙视界所做的功和流入宇宙视界的热量近似地

为   和   . 在   的

范围内, 热量总是从宇宙视界流出 (  ). 既

然  , 则有  . 这说明 Kiselev黑洞

能量的增加量主要是来自于流入黑洞的热量贡献.

1/3 2/3

weff < −1/3

wq < −2/3

wq wq = −2/3 wq = −1

现在宇宙中约  和  的部分为物质和暗能

量 . 宇宙加速膨胀要求宇宙有效态方程参数

 . 对于由无压的物质和 Q能构成的宇

宙, 它指暗能量态方程参数的取值被限制在范围

 之内. Kiselev时空的能量分布明显地依

赖它的态方程参数   . 对于   和  

Q r0

rB ⩽ r < r0

κ > 0 r0 < r ⩽ rC

κ < 0

r0 wq

wq = −2/3

wq = −1 r0

−1 ⩽
wq < −2/3

这两种情况, 黑洞视界附近的 Q能密度相差 11个

量级. 另一方面, 随   能的态方程参数减小,    的

取值增大. 在  的区域内的球面上, 表面

引力   ; 而在   的区域内, 表面引力

 . 对于无压的被吸积理想流体, Kiselev时空

的吸积临界点即时空中表面引力为零的球面 .

Kiselev时空中   的取值随态方程参数   的减小

而增大, 即黑洞吸积范围增大. 对于   和

 ,    的取值相差 2个量级. 假定被吸积流

体的能量密度正比于背景能量密度 , 则在  

 的范围内 Kiselev黑洞吸积率相差 2个

量级.
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Abstract

rB ≈ 2M
[
1 + (2M/λ)

−(3wq+1)
]

rC ≈ λ+
2M

3wq + 1
M ≪ λ wq

wq wq

−1 < wq < −1/3 wq

M ≪ λ

−1 < wq < −1/3

∆wB ≪ ∆rB

wq

wq = −2

3
wq = −1

r0 ≈ 1.6× 104 r0 ≈ 1.2× 106

ρmB = ηBρB ηB

χB = −
3ηBwq

2

(
2M

λ

)−(3wq+1)

wq = −2/3

χmax ≈ 1.2× 10−6ηB wq = −1

χmin ≈ 1.2× 10−8ηB ηB wq

wq

Kiselev black hole possesses the two horizons, i.e. the inner horizon and outer horizon. In some cases, the

so-called outer horizon of black hole is actually a cosmic horizon. In this paper, Kiselev space-time with black

hole horizon and cosmic horizon is considered. The radius of black hole horizon and the radius of cosmic horizon

are approximately obtained to be    and    with    and  

a parameter. The energy density of the Kiselev spacetime near the cosmic horizon is approximately proportional

to    ,  so  the  energy  densities  with  some  different      have  the  same  order  of  magnitude  in  the  range

 . Near the black hole horizon, it increases rapidly with the increase of   .

　　The thermodynamic properties of the systems with black hole horizon and cosmic horizon as boundary are

studied.  The  first  law  of  thermodynamics  for  the  two  systems  is  given  in  a  unified  way.  Similarly,  Smarr

relation  for  the  mass  of  Kiselev  black  hole  is  also  obtained.  For    ,  the  work  done  by the  fluid  on  the

cosmic horizon and the thermal energy flux flowing into the cosmic horizon of Kiselev spacetime are calculated

approximately.  In the range of    ,  the thermal energy always flows out of  the cosmic horizon.

The work done by the fluid on the black hole horizon is much smaller than the change in the energy of black

hole,   . This indicates that the energy increase of black hole comes mainly from the thermal energy

flowing  into  the  black  hole  through  its  outer  horizon.  The  problem  of  accreting  the  pressureless  fluid  into

Kiselev  black hole  is  discussed.  One can find that  there  are  the  zero  gravity  surfaces  between the  black hole

horizon  and  cosmic  horizon  of  Kiselev  spacetime,  the  radii  of  which  increase  with  the  decrease  of    .  For

   and    ,  the  accretion  radii  of  Kiselev  black  hole  are  respectively  determined  to  be

  (l.y.) and    (l.y.). On condition that the accretion energy density is proportional to

the background energy density,     with     being a proportionality coefficient,  the accretion rate of

Kiselev black hole is given as    .  For    ,  the accretion rate of the black

hole  takes  its  maximum    ;  for    ,  the  accretion  rate  takes  its  minimum

 . On the assumption that     changes slowly enough with    , the accretion rate of Kiselev

black hole increases with the increase of   .
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