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一维准周期晶格中玻色子对的迁移率边*

徐志浩†    皇甫宏丽    张云波

(山西大学理论物理研究所, 太原 030006)

(2018 年 12 月 17日收到; 2019 年 2 月 20日收到修改稿)

研究了一维非公度的准周期晶格中的玻色子对的迁移率边. 通过微扰方法, 解析推导出强相互作用极限

下准周期晶格中玻色子对迁移率边的解析表达式, 通过数值证明在系统参数 b 较小时, 迁移率边的解析结果

符合得较好, 而当 b→1时, 解析结果将发生偏离.
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1   引　言

60多年前, 安德森在一篇标志性的文章中预

测了无序系统中的单粒子波函数具有局域的特性,

这一现象被称为安德森局域化 [1], 在凝聚态物理的

各个重要分支被广泛关注. 安德森模型中最为重要

的概念之一是存在扩展态与局域态的迁移率边 [2−7],

即费米面从位于扩展态区域穿过迁移率边进入局

域态区域时系统从金属相转变为绝缘体相 [4, 8], 反

之亦然. 不同于三维无序系统, 对于一维和二维的

安德森模型 [9−11], 标度理论指出自由粒子总是局域

化的, 不存在金属绝缘体转变 [12]. 而三维系统中当

无序大于某一阈值时将导致局域化, 对于弱无序 [9],

系统则呈现金属的特性, 具有有限的电导. 最近实

验已经能够在光子晶体和冷原子体系中直接观测

安德森局域化现象以及迁移率边 [13−15].

另一方面, 一维具有非公度准周期调制势的

Aubry-André (AA)模型 [16], 展现了完全不同的局

域化性质. 由于 AA模型的自对偶特性 [17], 通过调

节系统的参数, 系统中所有的本征态要么全为局域

态要么全为扩展态, 并不存在迁移率边 [16]. 然而基

于 AA模型得到迁移率边的方法一般有两种, 其中

一种是破坏系统的自对偶性质, 如增加次近邻跃迁

项等 [5]; 另一种是寻找具有能量依赖的自对偶模型 [7],

这类模型的迁移率边往往具有非常简洁的解析形

式, 受到了广泛的关注和研究.

自从无序模型被提出, 相互作用在无序系统中如

何影响安德森局域化这一问题一直困扰着人们 [18−22].

2006年, Basko等提出在无序体系中 [23], 相互作用

的多体系统将会经历所谓的多体局域化转变 [24−26],

在强无序下, 相互作用不足以热化系统, 所以系统

的电导为零. 而对于弱无序情况, 系统可以被热化,

具有有限的导电率. 多体局域化相和多体局域化转

变由于其独特的性质对量子统计物理的基本问题

发起了挑战. 在多体局域化相, 系统的局域可观测

量不能够被热化 [27], 这违背了本征态热化假说. 最

近在这一领域有很多的进展, 如一维随机无序系

统 [24], AA模型和一维具有 Fibonacci序列势 [8,28,29]

的系统中的多体局域化转变. 一个重要的问题是:

在多体局域化系统中是否存在迁移率边? 虽然一

些数值结果声称在多体系统中存在多体迁移率边,

但是由于系统尺寸的限制, 这一问题仍然是一个开

放性问题, 值得人们继续探索.
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本文主要研究具有一维准周期势的晶格中玻

色子对的迁移率边的性质, 利用微扰方法得到系统

迁移率边的解析表达式, 证明在两粒子系统中存在

迁移率边, 进一步与精确对角化结果比较, 该研究

对理解多体系统迁移率边 [30−32] 有重要意义. 

2   理论模型

Ĥ = Ĥ0 + Û

考虑两个具有相互作用的玻色子在一维非公

度的准周期晶格中的运动, 系统的哈密顿量可以表

示为  , 其中 

Ĥ0 = −J
∑
j

(
ĉ†j ĉj+1 + h.c.

)
+
∑
j

λ(j)n̂j , (1)

并且 

Û =
U

2

∑
j

n̂j (n̂j − 1), (2)

J J = 1

ĉ†j (ĉj) j

n̂j = ĉ†j ĉj j

λ(j) = 2λ
cos (2παj)

1− b cos (2παj)
λ α

α

α=
(√

5− 1
)
/2 b

b ∈ (−1, 1) b = ±1

b = 0

Ĥ0 λ < J

λ > J

λ = J

b ̸= 0 Ĥ0

这里  为跃迁强度, 它被设为单位能量  , 这里

仅考虑最近邻格点之间的跃迁;    为第   个格

点的产生 (湮灭)算符,   为第  个格点的粒

子数算符. 化学势项   , 其

中   为化学势调制强度,    用来控制系统的调制

周期 . 当   为无理数时 , 为准周期调制 , 这里取

 . 化学势为参数  的连续函数, 其中

 . 可以看出当   时, 在格点数目趋

于无穷的情况下存在发散点; 而当  时, 哈密顿

量   回到标准的 AA模型, 此时如果   ,所有

的单粒子本征态为扩展态, 而当   时, 所有本

征态都为局域态, 系统不存在迁移率边.    是

扩展态与局域态转变点, 此处发生安德森局域化转

变, 所有的本征态都处于临界态并且体现出多分形

的行为 [3,16]. 对于  的情况, 单粒子系统  存在

能量依赖的自对偶特性, 它的迁移率边可以写成一

个简洁的表达式 [7]: 

bε = 2(J − λ), (3)

ε

U

U

其中  为单粒子能量. 相互作用项 (2)式为玻色哈

伯德相互作用形式, 其中  为相互作用强度. 本文

关注强相互作用极限下粒子对的情形, 而  的符号

并不影响本文的结果. 

3   结果分析与讨论

系统的定态薛定谔方程可以写为 

(
Ĥ0 + Û

)
|ψ⟩ = E |ψ⟩ , (4)

ĜE =
(
E − Ĥ0

)−1

|ψ⟩=ĜEÛ |ψ⟩

|j, k⟩ Û = U
∑
k

|k, k⟩

⟨k, k| |j, j⟩

应用格林函数算符  , 方程 (4)可

以表示为   . 对于两玻色子情况, 相互

作用项可以在格点基矢  下写出, 即 

 . 考虑玻色子对空间, 我们用态  投影到方

程 (4)两边, 得到 

ψ (j, j) = U
∑
k

⟨j, j| ĜE |k, k⟩ψ (k, k) , (5)

ψ (j, j)= ⟨j, j|ψ⟩

|ϕr,ϕs⟩ ĜE =
∑
r,s

(E − εr − εs)
−1

|ϕr, ϕs⟩ ⟨ϕr, ϕs|
∣∣ϕr(s)⟩ Ĥ0

εr(s)

其中  . 而格林函数算符可以在能量

基 矢   中 表 示 为  

 , 其中  为  的本征态, 相应的

本征能量为  . 因此方程 (5)中, 

⟨j, j| ĜE |k, k⟩=
∑
r,s

ϕr (j)ϕs (j)ϕ
∗
r (k)ϕ

∗
s (k)

E − εr − εs
, (6)

ϕr (j) r j

f (j) = ψ (j, j) KE (j, k) = ⟨j, j| ĜE |k, k⟩
其中   表示第   个本征态中第   个格点上的概

率幅. 令   ,    ,

结合方程 (5)和 (6), 处理如下的本征值问题: 

1

U
f (j) =

∑
k

KE (j, k) f (k), (7)

j, k = 1, 2, · · · , L ς=1/U

E < 2ε1

ς

E > 2εL ς

f (j) E

−E
|U | ≫ λ, t

KE (j, k) E−1

这里  , 本征值  . 对于能量值

小于无相互作用的两粒子基态能量 (  )的

情况, 本征值  都为负值, 对应于吸引的束缚态. 而

当能量值大于无相互作用的两粒子最高激发态能

量 (  ), 所有的本征值  都为正值, 对应于排

斥的束缚态. 而若波函数  能够对应于能量为 

的吸引的束缚态, 那么也能描述能量为  的排斥

的束缚态. 在强相互作用  下, 两玻色子紧

密地结合为玻色子对, 具有相当大的有效质量. 通

过将  对  展开到三阶, 得到 

KE (j, k)

= δj,k

(
1

E
+

2λ (j)

E2
+

4λ(j)
2
+ 4

E3

)
+

2

E3
δj,k±1,

(8)

代入到方程 (7), 整理得到 

2

E
f (j+1)+

2

E
f (j − 1)+

(
2λ (j)+

4λ(j)
2

E

)
f (j)

=

(
E2

U
− E − 4

E

)
f (j) .

(9)

E ∼ U(9)式表明, 在一阶近似下   , 即玻色子对能
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U

λ≪ 1 b→ ±1

4λ(j)
2
/E ≈ 4λ(j)

2
/U

b

4λ(j)
2
/E

量分布在  附近. 由于讨论紧束缚的粒子对, 尽管

金属绝缘体转变点  , 然而当  时, 方程

(9)中,    将会无法忽略. 因此

首先讨论  取值比较小的情况, 我们可以放心地忽

略方程 (9)式中的  项. 对比于单粒子定态

薛定谔方程 

−Jϕ (j+1)− Jϕ (j − 1) + λ (j)ϕ (j) = εϕ (j) , (10)

Jeff = −2/E

λeff = 2λ

方程 (9)具有与无相互作用下推广的 AA模型类

似的形式, 即有效跃迁概率  , 有效化学

势强度  . 因此玻色子对的迁移率边可以由

如下方程所描述: 

b

(
E2

U
− E − 4

E

)
= −4

(
1

E
+ λ

)
, (11)

这是本文的中心结论. 接下来围绕方程 (11)讨论

玻色子对在一维准周期势中的迁移率边.

b = 0首先讨论  的情况. 在无相互作用时, 系统

为标准的 AA模型, 不存在迁移率边. 然而根据方

程 (11), 在 AA模型中的玻色子对存在迁移率边为

λ=− 1/E

η (E)

 . 为了验证本文的结果, 引入标准参与率

(normalized  participation  ratio,  NPR)  来表

征多体态是否局域化 [26], 表示为 

η (E) =
1∑

{n1,n2,··· ,nL}
|ψE({n1, n2, · · · , nL})|

4
VH

,

(12)

VH ψE({n1, n2, · · ·,
nL}) Ĥ

E η (E)

η (E)

b = 0

η (E) U

λ U = −15

−20 −40 −100 L = 150

其中  表示希尔伯特空间的维度,  

 表示为哈密顿量  在福克基下的本征能量为

 的多体本征波函数. 在热力学极限下,   趋于

零时, 多体波函数为局域态, 而当   为有限值

时, 波函数为扩展态. 图 1展示了  时, 标准参

与率  在不同的相互作用强度  下随无序强度

 变化的情况. 图 1(a)—(d)分别对应于   ,

 ,   和  , 这里  , 图中蓝色实线为

解析结果 (11)式.

λ

U = −15

由图 1可以看到在不同的相互作用下, 随着 

的增加系统确实存在从扩展态到局域态的转变. 当

 时, 已经可以明显看到迁移率边的存在,

 

0 0.02 0.04 0.06 0.08

-15.6

-15.4

-15.2

-15.0

-14.8

E

(a)

0 0.02 0.04 0.06 0.08
-20.6

-20.4

-20.2

-20.0

-19.8
(b)

2

4

6

8

10

12

0 0.01 0.02 0.03 0.04
-40.3

-40.2

-40.1

-40.0

-39.9

E

E
E

(c)

0 0.01 0.02 0.03
-100.2

-100.1

-100.0

-99.9
(d)

T10-3





b = 0 NPR U λ U = −15 U = −20

U = −40 U = −100 L = 150

图  1        时 ,    在不同的相互作用强度   下随无序强度   和能量本征值 E 的变化　 (a)    ;  (b)    ;

(c)   ; (d)   ; 蓝色的实线对应迁移率边的表达式; 这里取  

λ b = 0 L = 150Fig. 1. NPR varying with the disorder strengths    and the energy eigenvalues E for   ,    and different U: (a) U = –15;

(b) U = –20; (c) U = –40; (d) U = –100. The blue solid line represents the analytical expression of the mobility edges. 
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λ ∈ [0.0637, 0.0675] λ

|U | U =

−100 λ ≈ 0.01

|U |

b = 0, U = −100

λ ≈ 0.01 ρj = ⟨n̂j⟩
λ = 0.008, E = −100.044

λ = 0.012, E = −100.044

b = 0,

U = −100 λ = 0.008

E ≈ −100, −100.04, −100.0732 λ =

E ≈ −100,−100.04,−100.08

通过解析求解 , 具有迁移率边的区间大约为

 , 即图中蓝色实线并不垂直于 

轴 . 随着   的增大 , 这个区间逐渐变小 , 在  

 时, 图中的迁移率边几乎变为  的一条

直线. 由此可以推测, 在  趋于无穷大时, 系统的

迁移率边和扩展区将逐渐消失 . 图 2(a)展示了

 时 , 扩展态与局域态的转变点

 两侧的格点密度分布   的情况. 红

色五角星实线表示  的密度

分布, 它展现了扩展的特性, 而蓝色方块实线为

 的密度分布情况, 这时密

度分布为局域的. 为了进一步证明本文的结果, 我

们对转变点两侧的 NPR做标度分析 . 以  

 为例 , 分别计算了扩展区间   ,

 和 局 域 区 间  

0.012,    所对应的本征

态的 NPR随尺寸变化的情况, 如图 2(b)所示. 图

中实线为拟合的结果, 其表达式可以写为 

η(E) = p

(
1

L

)2

+ q

(
1

L

)
+ l, (13)

p, q l

1/L2 l = 0

其中对于不同本征态的 NPR随尺寸变化的拟合参

数分别为   和   . 在局域区间, 波函数的 NPR随

着   衰减到零, 即参数   . 而在扩展区系统
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1/L b = 0, U = −100 λ E

Fig. 2. (a) Density distributions for   ,    and   , respectively ; (b) NPR varying with

  for    and different    and   .
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图 3    (a) NPR在   时随无序强度   和能量本征值

E 的变化 , 蓝色的实线对应迁移率边的表达式 ; (b)   

0.048,   时 , 能量   和   所对应的密度

分布 ; (c) 不同能量的 NPR在   时随   的变化 .

这里我们选取   ,  

λ

E L = 150
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b = 0.2 U = −20

Fig. 3. (a)  NPR varying with the  disorder  strength     and

the  eigenvalues     with    , the  blue  solid  line   rep-

resents  the  analytical  expression  of  the  mobility  edges;

(b) density distributions for    and differ-

ent      and    ;  (c)  scaling  of  the  NPR  with

system size for     and different energies.  Here, we

choose    and   . 
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1/L

10−5 p = 0 q ̸= 0 l ∼ 10−5

的 NPR是随着   线性衰减到一个有限的值, 约

为  量级, 即  ,   和  .

b在小   情况下, 玻色子对的迁移率边由方程

(11)所描述, 通过求解方程 (11)能够得到迁移率

边的结果, 如图 3(a)蓝色实线所示.

b = 0.2, U = −20, L = 150

λ

λ ∈ (0.0373,

λ = 0.048

−20.17 E ≈ −20

−20.37

b = 0.2, U = −20,

λ = 0.048

图 3(a)给 出 了   时 ,

随着化学势强度  的增加, 不同能量的 NPR. 由图

可以看出, 解析结果和数值结果符合得很好, 蓝色

实线以上所有的态都为局域态, 而实线以下的部分

都为扩展态, 存在迁移率边的区间为  

0.0638). 以  为例, 相应的迁移率边所对应

的能量约为   , 我们分别计算了   和

 所对应的本征态的密度分布, 如图 3(b)所

示. 当能量处于迁移率边以下时, 相应的密度展现

扩展的特性, 而能量处于迁移率边以上时, 相应的

密度分布为局域的. 图 3(c)展示了 

 时, 不同能量所对应的 NPR随尺寸变化

的情况. 其拟合曲线仍然符合方程 (13), 在迁移率

1/L

L→ ∞ l ∼ 10−5

L

η(E) ∼ (1/L)2

边以下的扩展态 , 其 NPR线性依赖于   , 在

 时, NPR为有限大的值  , 而对于能

量处于迁移率边以上的局域态 , 随着   的增加 ,

 衰减到零.

b→ 1

4λ(j)
2
/E 2λ (j)

b = 0.5 0.96

|2λ (j)|
∣∣∣4λ(j)2/U ∣∣∣

b = 0.5 |2λ (j)| ≫
∣∣∣4λ(j)2/U ∣∣∣

b = 0.96
∣∣∣4λ(j)2/U ∣∣∣ |2λ (j)|

4λ(j)
2
/E

b = 0.96,U = −20

λ

由于调制势在   时趋近于发散 , 方程

(9)中的   项对比于   将不再是小量 .

图 4(a)和图 4(b)分别展示了   和   时 ,

 和   在 格 点 上 的 分 布 情 况 . 在

 时,    , 因此方程 (11)仍

然适用. 通过对 NPR的计算, 我们发现此时数值

和解析结果符合得很好   [图 4(c)]. 然而对于

 ,    和   相比 [图 4(b)], 方程

(9)中  不能被忽略, 系统不存在自对偶特

性, 从而无法推导出迁移率边的解析形式. 图 4(d)

展示了   时, 系统的 NPR随着调

制强度  变化的情况, 其中蓝色实线为方程 (11)给

出的结果. 可以看出数值结果和解析结果发生了较
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强度   和能量本征值   的变化, 其参数与 (a), (b)相同; 蓝色的实线对应迁移率边的表达式
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λ E L = 150

Fig. 4. (a), (b)    and    changing with different sites    for    and   , respectively; (c), (d) NPR

varying with     and     for     and with the same parameters as (a) and (b), respectively. The blue solid line represents the

analytical expression of the mobility edges. 
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b→ 1大偏离. 然而通过数值计算, 我们发现即使在 

情况下, 玻色子对系统仍然存在迁移率边. 

4   结　论

b

b→ 1

b→ 1

多体迁移率边是研究多体局域化系统的过程

中被提出的, 已经引起了广泛的关注, 但是由于数

值能力等限制, 它的存在性仍然是一个开放问题.

本文证明了捕陷于一维准周期晶格的紧束缚的玻

色子对系统存在迁移率边. 在强相互作用极限下利

用微扰方法扩展到三阶, 得到了一个有效的玻色子

对的哈密顿量, 它具有和单粒子薛定谔方程相类似

的形式, 通过对比, 给出   较小时迁移率边的解析

形式. 数值结果和解析结果符合得很好. 然而在

 时, 由于化学势趋于发散导致解析结果发生

偏离. 数值结果表明, 即使在  极限, 系统仍然

存在迁移率边. 我们希望本文的结果对研究多体迁

移率边有一定的帮助. 进一步的研究是在实验上如

何去探测玻色子对系统中的迁移率边.
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Abstract

Mobility edge as one of the most important concepts in a disordered system in which there exists an energy

dependent  conductor-to-insulator  transition  has  aroused  great  interest.  Unlike  an  arbitrarily  small  disorder

inducing  the  Anderson  localization  in  one-dimensional  random potential,  the  well-known  Aubry-André  model

presents  a  metal-to-insulator  transition  without  mobility  edges.  Some  generalized  Aubry-André  models  are

proposed whose the mobility edges in compactly analytic forms are found. However, the existence of the many-

body mobility edges in thermodynamic limit for an interacting disordered system is still an open question due to

the dimension of the Hilbert space beyond the numerical capacity. In this paper, we demonstrate the existence

of the mobility edges of bosonic pairs trapped in one dimensional quasi-periodical lattices subjected to strongly

interactions. We believe that our theory will provide a new insight into the studying of the many-body mobility

edges.
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bε = 2(J − λ)

b

(
E2

U
− E − 4

E

)
= −4

(
1

E
+ λ

)

η(E)

λ = −1/E

η(E) ∝ 1/L L→ ∞
η(E) ∝ (1/L)2 L→ ∞ b→ 1

b→ 1

Two  strongly  interacting  bosons  are  trapped  in  an  incommensurate  model,  which  is  described  as

   where  there  exists  no  interaction,

the system displays mobility edges at    ,  which separates  the extended regime from the localized

one and b = 0 is the standard Aubry-André model. By applying the perturbation method to the third order in a

strong  interaction  case,  we  can  induce  an  effective  Hamiltonian  for  bosonic  pairs.  In  the  small  b  case,  the

bosonic pairs present the mobility edges in a simple closed expression form    ,

which  is  the  central  result  of  the  paper.  In  order  to  identify  our  results  numerically,  we  define  a  normalized

participation ratio (NPR)    to discriminate between the extended properties of the many-body eigenvectors

and the localized ones. In the thermodynamic limit, the NPR tends to 0 for a localized state, while it is finite

for an extended state. The numerical calculations finely coincide with the analytic results for b = 0 and small b

cases. Especially, for the b = 0 case, the mobility edges of the bosonic pairs are described as    . The

extended regime and the one with the mobility edges will vanish with the interaction U increasing to infinity.

We  also  study  the  scaling  of  the  NPR  with  system  size  in  both  extended  and  localized  regimes.  For  the

extended state the NPR     tends to a finite value with the increase of L and    , while for the

localized  case,      tends  to  zero  when    .  The      limit  is  also  considered.  As  the

modulated  potential  approaches  to  a  singularity  when    ,  the  analytic  expression  does  not  fit  very  well.

However,  the  numerical  results  indicate  that  the  mobility  edges  of  bosonic  pairs  still  exist.  We  will  try  to

consider the detection of the mobility edges of the bosonic pairs in the future.
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