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κ

ε O(poly log d) O(d)

O(d4) O(dpoly log d)

在经典信息可有效制备为量子态和量子算法可物理实现的条件下, 深入研究了量子算法如何有效改善

基于线性回归估计的量子态层析算法的时间复杂度问题. 在已有的量子算法基础上, 形成了量子态层析的新

方案. 与现有的经典算法相比, 本文所提方案需要引入量子态制备和额外的测量环节, 但能显著降低量子态

层析的时间复杂度. 对于维数为 d 的待重构密度矩阵, 当所用的量子算法涉及的矩阵的条件数   和估计精度

 的倒数的复杂度均为   , 且所需同时制备的量子态数目规模是   时, 本方案可将量子态层析

整体算法的时间复杂度从   降为   .
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PACS：03.67.Ac, 03.65.Wj 　DOI: 10.7498/aps.68.20190157

 

1   引　言

d = 2n

量子态层析 (quantum state tomography), 也

称为量子态估计 (quantum state estimation)[1], 是

通过测量数据来推断被测量子态的方法. 对于 n 量

子比特构成的量子系统, 其维数  , 因而量子

态层析任务的时间复杂度随着问题规模的增加成

指数增长. 量子态层析分为 2个阶段, 即测量阶段

和使用测量数据重构量子态阶段. 当面对的量子系

统维数较高时, 这 2个环节的时间复杂度会很大.

例如文献 [2]的研究者面对 8离子的量子系统, 耗

费 10多个小时在测量和数据采集的环节, 而又花

费了将近一周时间使用数据进行量子态重构. 因

此, 选择合适的测量集及重构方法是解决量子态层

析问题的关键. 量子态重构有多种方法, 如线性估

计 [3]、线性回归估计 [4,5]、极大似然估计 [6,7]、贝叶斯

均值估计 [8,9]等, 这些方法各有优势和不足.

量子算法是应用在量子计算机上的算法. 对于

经典算法的难解问题, 有些可以找到量子算法使其

在有效时间内解决 [10,11]; 有些在一定条件下可以加

速问题的求解, 从而显现出量子算法的优势 [12,13].

从机器学习的角度, 可以将量子算法整体看作是一

个黑盒, 把测量数据及态生成源的数据作为训练集

合, 训练得到量子态重构的模型. 这属于使用量子

算法解决量子问题的范畴 [14]. 一个自然的问题是:

对于量子态层析的重构过程, 使用量子算法能否使

其得到加速,从而使时间复杂度下降? 目前使用量

子算法实现量子态重构的相关研究还不多, 并且还

未发现从时间复杂度角度来分析量子态重构的量

子算法与经典算法相比是否有优势的研究内容.

量子态重构过程的经典算法有多种, 不同算法

又分为多个环节, 不同环节中的步骤涉及不同的操

作, 这些操作对应的量子算法也有不同的实现方
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法, 因而并没有一个统一的量子算法来实现重构过

程. 本文关注的问题是: 对于使用线性回归模型估

计未知状态参数的量子态重构过程, 使用量子算法

进行处理是否值得, 在什么条件下使用量子算法会

加速任务的完成. 选择使用线性回归算法的估计过

程, 原因在于它是几种重构算法中重构速度快于极

大似然估计和贝叶斯估计的一种, 并且通过求解受

约束的优化问题 [15], 避免了线性估计算法的重构

矩阵可能存在负本征值的问题. 通过在重构算法的

不同步骤中选择相应的量子算法, 可以形成一个实

现量子状态重构的整体量子算法, 然后从时间复杂

度的角度将其与经典算法进行对比分析.

O(d4)

O(dpoly log(d))

当要求的精度和重构过程涉及到的矩阵条件

数等指标, 满足使用量子算法进行加速的条件, 且

所需制备的量子态数目与系统维数成正比时, 整个

量子算法实现过程可以将目前使用线性回归估计

实现量子态重构过程的总体时间复杂度, 由 

降低为  .

本文后续内容安排如下: 第 2部分叙述基于线

性回归估计的经典重构算法, 第 3部分展示使用量

子算法处理量子态重构的基本流程, 第 4部分对比

分析研究了分别使用经典算法和量子算法的时间

复杂度, 第 5部分是算例, 第 6部分是结论. 

2   基于线性回归估计的经典重构算法

ρ ρ̂

在测量存在高斯噪声时, 可以使用基于线性回

归估计的重构算法, 来高效地重构量子状态 [4]. 要

通过测量数据得到系统密度矩阵   的重构矩阵   ,

可以使用如图 1所示的 2个环节来进行.

µ̂

环节 1)　使用测量得到的数据重构伪线性估

计矩阵  : 

µ̂ =
I

d
+

d2−1∑
i=1

Θ̂
(i)
LS Ωi, (1)

µ̂ tr µ̂ = 1 µ̂ ρ

µ̂

ρ̂

其中  是厄米矩阵, 且满足  .   被称为  的

伪线性回归估计, 因为它可能存在负本征值, 但不

具有物理意义. 需要使用环节 2)通过   重构出目

标矩阵  .

µ̂

ρ̂ µ̂

ρ̂

环节 2)　找到与重构矩阵   最接近的密度矩

阵   : 给定一个迹为 1的厄米矩阵   , 在 2-范数下

找到与其最接近的密度矩阵  , 可以表达为 

∥ µ̂− ρ̂ ∥22 = tr
[
(µ̂− ρ̂)

2
]
=
∑
ij

| µ̂ij − ρ̂ij |2 ,

(2)

ρ̂矩阵  即是要重构出的目标矩阵.

下面分别叙述如何得到方程 (1)和方程 (2),

以及它们的求解过程. 

µ̂2.1    使用测量数据重构伪线性估计矩阵  

(环节 1) )

µ̂

可以使用线性回归估计 [4], 通过 5个步骤得到

量子状态中的未知参数, 并使用估计出的参数重构

出  . 下面对这 5个步骤进行简要叙述.

{Ωi}d
2−1

i=0

1) 设量子系统的维数是 d. 选取刘维尔空间

(Liouville  space)中的一组完备正交基 , 记为

 .

2) 分别将待重构的量子状态和测量基在刘维

尔空间中展开, 得到相应的由展开系数构成的向量.

3) 计算测量算子作用于量子态所得到的测量

结果的概率, 可以使用 2)中的量子态和测量基在

刘维尔空间中的展开系数表示测量结果概率.

Θ

4) 结合测量结果概率和实际测量的频率, 得

到描述量子状态的未知参数  的线性估计模型: 

Y = XΘ + e. (3)

Θ̂5) 使用最小二乘法得到方程 (3)的解  : 

Θ̂ =
(
XTX

)−1
XTY , (4)

W = I

X=(Ψ (1), · · · ,Ψ (M))T XTX =
M∑
n=1

Ψ (n) Ψ (n)T{
|Ψ⟩⟨Ψ |(n)

}M
n=1 Ψ (i)

|Ψ⟩⟨Ψ |(i)

XTX

Y =

(
p̂1 −

1

d
, ..., p̂M − 1

d

)T

p̂j

这里已取对角权重矩阵   . 方程 (4)中 ,

 ,    .

 是选取的一组测量基,    是测量

基  在刘维尔基下的展开系数. 当选择的这

组测量基信息完备或过完备时, 矩阵  是可逆

的.    ,    是得到的测量

结果 j 的频率, d 是系统密度矩阵的维数.

Θ̂ µ̂

至此, 通过量子状态在刘维尔空间一组基下的

展开系数  , 可以得到中间重构矩阵  : 

 

经典算
法过程1

经典算
法过程2

输入源

X

Y

Wi

中间重构
矩阵

输出测量

环节1) 环节2)

调用经典
算法

调用经典
算法

r m̂ r̂

图 1    基于线性回归估计的经典重构算法

Fig. 1. Classical  algorithm  of  quantum  state  tomography

via linear regression. 
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µ̂ =
I

d
+

d2−1∑
i=1

Θ̂i Ωi.

 

µ̂ ρ̂2.2    求与矩阵   最接近的目标矩阵    (环
节 2))

µ̂

ρ̂

这个问题可以表述为 [15]: 给定一个迹为 1的

厄米矩阵  , 在 2-范数下可以找到与其最接近的密

度矩阵    (迹为 1且只含有非负本征值的厄米矩

阵) 

∥ µ̂− ρ̂ ∥22 = tr
[
(µ̂− ρ̂)

2
]
=
∑
ij

| µ̂ij − ρ̂ij |2 .

要求解这个最小二乘的估计问题, 计算量比较大 [15].

但文献 [15]根据表达式的物理意义, 给出了如下的

优化解决方法.

µ̂ µ̂ ρ̂ ρ̂

ρ̂

µ̂ ρ̂

µ̂ ρ̂

2-范数与所使用的基底是相互独立的, 可以选

择  的本征基作为基底, 将  和  展开, 则最优的 

在这组基矢下是对角阵. 这是因为在方程 (2)中,

如果  除对角线外存在非零的矩阵元, 这些矩阵元

会贡献正的数值量使该式变大, 从而导致  与  的

距离变大, 不符合目标的要求. 因而问题归结为求

 的本征值和本征态, 找出  相应的 d 个非负本征

值使方程 (2)最小化 . 该过程具体算法如下 [15].

µ̂ µ̂i,

|µ̂i⟩, 1 ⩽ i ⩽ d

1) 计算   的本征值和本征态 , 分别记为  

 . 将得到的本征值从大到小按序排列.

i = d a = 02) 令  , 累加器  .

µ̂i + a/i < 0 λi = 0 µ̂i

µ̂i + a/i > 0

3) 如 果   , 令   , 将   加 到

a 上 , 然 后 使 i 减 少 1, 重 复 步 骤 3). 如 果

 , 就进行第 4)步.

j ⩽ i λj = µ̂j + a/i4) 对于所有的  , 令  .

ρ̂ ρ̂ =
∑

i λi | µ̂i⟩⟨µ̂i |5) 构造出满足条件的  ,   .

ρ ρ̂至此, 得到系统密度矩阵  的目标重构矩阵  ,

重构过程结束.
 

3   量子态重构的量子算法处理过程

整个使用量子算法处理量子态重构的过程如

图 2所示, 可以分为以下几个环节:

X, XT, |Y ⟩, {Ωi}

准备环节　根据测量数据及选定刘维尔空间

中的基, 制备相应的量子态  ;

µ̂

环节 1)　使用测量得到的数据重构伪线性估

计矩阵  ;

µ̂ ρ̂环节 2)　找到与矩阵  最接近的密度矩阵  .
 
 

量子态
制备

输入

量子算
法过程1

中间重构
矩阵

量子态
制备

量子
算法
过程2

源 输出

量子态
制备

量子态
制备

X

Y

制备多份测量 测量调用量子
算法

调用量子
算法

准备环节 环节1) 环节2)

估计本征
值本征态

估计本征
值本征态

调用量子
算法

量子算
法过程1

r

m̂

m̂

r̂

Wi

图 2    整体量子算法简明过程

Fig. 2. Concise process of the whole quantum algorithm.
 

X, XT, |Y ⟩, {Ωi}

Ωi

|Y ⟩

对于量子态层析, 对量子态产生源进行测量,

得到的数据是经典数据, 因而需要在环节 1)之前

引入准备环节, 来制备量子数据  .

这里对于矩阵的量子数据的符号仍使用原符号, 例

如矩阵 X和  即表示它们各自的量子数据; 对于

向量的量子数据, 使用右矢形式, 例如   表示向

量 Y的量子数据. 暂不考虑量子态制备的量子算

法实现过程, 而假设能够有效制备量子态. 图 2中

环节 1)和环节 2)并行处理多个量子态, 其中每个

单独过程与量子态重构的经典算法基本一致, 但注

意到在经过本征值和本征态的估计算法之后, 需要

引入测量以及量子态制备环节, 以与后面调用量子

算法过程相衔接.

µ̂

图 2涉及的量子算法 , 可归纳为以下几种 :

1) 矩阵乘法的量子算法 [16]; 2) 矩阵求逆使用到的

求解线性方程的量子算法 [17]; 3) 求解矩阵本征值

和本征态的相位估计算法 [17]; 4) 对   本征值进行

排序的排序算法 [18,19]. 使用量子算法的具体过程如

图 3和图 4所示, 下面简要叙述相应的量子算法.
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3.1    矩阵乘法的量子算法 [16]

d× d A =∑
i σi|ui⟩⟨vi|

设 A是   矩阵 , 其奇异值分解为  

 . 则存在量子算法, 可以实现以下输入

态到输出态之间的转换: ∑
i

αi|vi⟩|0⟩ →
∑
i

αi|ui⟩
(
σ̄it|0⟩+

√
1− t2σ̄2

i |1⟩
)
,

t = 1/(maxiσ̄i) |0⟩其中  . 通过测量后选择  得到态  ∑
i

αiσ̄it|ui⟩,

σi σ̄i |σ̄i − σi| ⩽ ε∥A∥F
|b⟩ =

∑
i αi|vi⟩|0⟩ A|b⟩

O(κ3
√
d/ε) κ

ε A×B

{bi}
A|bi⟩

其中  的估计值  满足  . 设输入

态   , 则输出态即为   . 包含测

量后选择操作在内的整个矩阵乘法的量子算法的

时间复杂度是   ,    是矩阵 A的条件数,

 是精度. 在计算矩阵间的乘法   时, 可以将

B按列展开为   , 然后使用量子算法并行处理

 . 

3.2    矩阵求逆的量子算法 [17]

d× d

A =
∑

i σi|ui⟩⟨vi|
A|x⟩ = |b⟩

令 A是   矩 阵 ,  其 奇 异 值 分 解 为

 . 则存在量子算法可求解线性方

程   , 实现以下输入态到输出态之间的

转换:  ∑
i

αi|vi⟩ →
∑
i

(−1)fiαi|vi⟩

×

 γ

|λ̄i|
|0⟩+

√
1−

(
γ

|λ̄i|

)2

|1⟩

 ,

∑
i αi|vi⟩ = |b⟩ (−1)fi

fi = 1 γ = O(1/κ) κ

|λ̄i|

|0⟩

其中,    ,    是符号位, 当本征值

为负时   , 否则为 0;    ,    为矩阵

A的条件数,   为 A的本征值的绝对值. 对辅助

量子比特进行测量, 当测量结果为  时, 可以得到
  ∑

i

(−1)fi
γαi

|λ̄i|
|vi⟩,

|x⟩ = A−1|b⟩

O(κ2polylog(n)∥A∥F /ε)

它与方程的解  成正比. 包括测量后选

择操作在内的整个矩阵求逆量子算法的时间复杂

度为  .
 

µ̂3.3    求解矩阵   本征值和本征态的相位估
计算法 [17]

d× d A =∑
i σi|ui⟩⟨vi|

令 A是   矩阵 , 其奇异值分解为  

 . 则存在量子算法, 可以实现以下输

入态到输出态之间的转换:  ∑
i

αi|vi⟩ →
∑
i

(−1)fiαi|µ⃗i⟩||λ̄i|⟩, (5)

λ̄i |µ⃗i⟩其中的  和  分别是矩阵A的本征值和本征态.

O(κpolylog(d)∥A∥F /ε)

此算法是基于矩阵求逆量子算法的部分过程

实现的, 相比于矩阵求逆量子算法, 由于没有引入

辅助量子比特并进行测量, 所以该量子算法的时间

复杂度为  .
 

3.4    量子排序算法

以量子比较逻辑门 (comparison gate)为基本

 

QMM

矩阵乘法的
量子算法

矩阵求逆的
量子算法

QMM

QMRQMM

环节1)

量子算法过程1

QMR
m̂

X XTX

XTY >

QLS >

Y >

Wi

图 3    量子算法过程 1: 基于线性回归模型重构算法的量

子算法

Fig. 3. Quantum  algorithm  process  1:  quantum  algorithm

based on quantum state tomography via linear regression. 

 

QEE

环节2)

QSP

QEE
QS

QSP

一般操作
QMM

量子算法过程2

QEE 估计本征值本征态量子算法 测量环节

QSP 量子态制备 QS 量子排序算法

m̂ |mi>|mi>− ^
−

|m>^

m

−

|md>^

md

|m>−

|md>
−

m̂

r̂

S
i

|mi>|mi>− ^S
i

i

mi^

图 4    量子算法过程 2

Fig. 4. Quantum algorithm process 2. 
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µ̂

µ̂

ρ̂

单元, 可以构造排序算法的黑盒 [18]. 将量子态形式

的矩阵   的所有本征值的估计值作为黑盒的输入

得到的输出结果是按本征值大小排列的量子态. 文

献 [19]则指出, 通过使用受控的比较逻辑门可以实

现归并排序过程, 同样可以实现  量子态本征值的

排序. 在排序之后, 使用与第 2.2节中的第 1)到

5)相对应的量子操作, 即可得到目标密度矩阵  . 

4   经典和量子求解思路的时间复杂
度对比

量子算法与经典算法过程的不同环节的时间

复杂度如表 1所示.

下面分别具体分析量子态层析任务各个过程

的经典算法和量子算法的时间复杂度. 

4.1    经典算法各环节的时间复杂度

d2 × (d2 − 1) d2 × 1 XTX

XTY O(d4) (XTX)−1

O(d6)

(XTX)−1

O(d4)

µ̂

O(d4) {Ωi} d2

Ωi d× d Θ̂ d2 − 1

{Ωi}( i ̸= 0)

d× d

O(d3)

µ̂ ρ̂

µ̂

O(d3) µ̂

O(d)

ρ̂ {λi}
O(d) {λi} µ̂

ρ̂ O(d3)

在第 2节描述的使用经典算法进行量子态

重构的 2个环节 , 第 1)个环节使用最小二乘法

求解模型 , 在信息完备的测量集合下 , X是

 矩阵, Y是  列向量, 因此  

以及   的计算复杂度均是   ;    的

时间复杂度一般是  , 但在选择的测量集合满

足一定条件下,    的时间复杂度可以降为

 . 第 1)环节最后 1步中, 通过估计出的参数,

使用方程 (1)重构伪线性估计矩阵  的时间复杂度

是  , 原因是集合  有  个元素, 而每个元

素   是   矩 阵 ,    中 的 (  )个 数 与

 相乘 . 但正如文献 [15]指出的 , 若使

用 Pauli算子的张量积作为量子系统刘维尔空间

中的一组基 , 由于每一个   的基矩阵都只有

d 个非 0元, 则使用方程 (1)的重构过程的时间复

杂度可以降低为  . 第 2)个环节计算方程 (2),

使用文献 [15]的算法, 在寻找与矩阵  最接近的 

过程中, 需要求解矩阵  的本征值和本征态, 该步

骤的时间复杂度通常是  . 对得到的  的本征

值进行排序, 常用的经典排序算法时间复杂度是

 . 在排序之后, 使用基本的加法和除法操作,

得到矩阵   的本征值   , 该过程时间复杂度是

 . 最后, 通过  和  的本征态重构出目标矩

阵  , 此过程的时间复杂度是  .

(XTX)−1

总结整个过程, 经典算法的最大时间复杂度出

现在对矩阵   求逆的步骤当中 , 一般为

O(d6)

O(d4)

 . 选择合适的测量集时, 可以使该步骤复杂

度降低为  .

下面分析量子算法实现过程的时间复杂度. 

4.2    量子算法各个环节时间复杂度分析
 

4.2.1    量子态制备的时间复杂度

O((log κ̃)5/2(log log κ̃)2

× logc[(log κ̃)2(log log κ̃)2)/ε] · (log d)/ε) κ̃

x ε

O(log(d)/ε2)

O(d log(d) log(1/ε)); 4) O(κ̃3/2(log d)/ε)

κ̃

1/ε

κ̃, d, 1/ε

1/ε = O(poly log d)

O(poly log d)

κ̃

O(log(d)/ε2)

在使用量子算法处理量子态重构过程的 3个

环节中，有 2个环节涉及使用测量得到的经典数据

制备量子态: i) 准备阶段; ii) 在环节 2)中, 测量得

到本征值后, 为在后续使用量子算法进行排序, 须

制备量子态以存储本征值. 不同制备量子态的量子

算法时间复杂度不同. 文献 [16]给出了几种不同量

子算法的时间复杂度 :  1)   

 , 其 中   是

向量  的最大值与最小值的比率, d 是向量维数,  

是要求的精度 , c 是某个常数 ;  2)    ;

3)   . 可以观

察到, 1)是   对数的多项式时间复杂度; 1), 2)和

4)是 d 的对数的时间复杂度; 3) 是精度  的对数

时间复杂度. 但还没有发现使  同时实现对

数时间复杂度的量子算法 . 当  

时, 1), 2), 4)均可以实现   的时间复杂

度. 但由于 1)与 4)均与  有关, 因此在表 1中, 选

取了  作为量子态制备的时间复杂度的

代表.

O(N log(d)/ε2)

O(d) O(d log(d)/ε2)

O(d)

O(d) 1/ε

log(d)

O(d poly log d)

在图 2所示的准备环节, 可以使用测量得到的

经典数据制备 N 个量子态, 后续可以使用量子算

法过程 1以及估计本征值和本征态的量子算法, 对

这些量子态并行处理. 但是制备多份量子态会导致

在准备环节以及环节 2)中的量子态制备过程的时

间复杂度增大. 制备 N 个量子态相应的时间复杂

度是  . 若制备的量子态个数 N 的规

模是   , 则相应的时间复杂度为   .

这里假定 N 的规模是   , 是考虑到对 d 维量子

系统来说, 其本征值个数不超过 d, 在不同本征值

之间大小相差不是特别悬殊时 [11], 测量得到这些

本征值所需制备的量子态个数是   . 当   是

 的多项式规模时, 量子态制备过程的最大时

间复杂度是  . 

4.2.2    矩阵乘法量子算法的时间复杂度

X = (Xij)d2×(d2−1),对于信息完备的测量集合, 有 
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Y = (Yk)d2×1 {Ωi} d2 − 1

d× d

X, XT, |Y ⟩, {Ωi}
XTX, |XTY ⟩

µ̂
∑

i |Θi⟩Ωi

O(κ3
√
n/ε)

κ

ε

XTX |XTY ⟩
∑

i |Θi⟩Ωi

O(κ3d/ε) ρ̂ ρ̂ =∑
i |λi⟩|µ⃗i⟩⟨µ⃗i| (κ3

√
d/ε) κ

1/ε log d

O(d poly log d)

 . 集合   中的   个元素均是

 矩 阵 . 第 1)环 节 中 , 在 能 够 有 效 制 备

 的前提下, 均可以使用矩阵乘

法的量子算法得到   , 及重构中间矩

阵   过程中的   . 基于奇异值估计矩阵乘

法的量子算法, 其时间复杂度是   
[16], 其

中  是矩阵条件数, n 是 2个矩阵相乘时前一矩阵

的列数及后一矩阵的行数,   是要求的精度. 因而,

得到   ,    以及   的时间复杂度

均是  , 而通过  的本征值和本征态得到 

 的时间复杂度是 O  . 当  

和  都是  的多项式规模时, 使用矩阵乘法量

子算法的最大时间复杂度是  . 

4.2.3    矩阵求逆量子算法的时间复杂度

O(κ2poly log(d)

∥A∥F /ε)
∥A∥F = O(

√
d)

∥A∥F = O(
√
d)

使用基于奇异值估计量子算法的矩阵求逆算

法, 文献 [17]分析了其时间复杂度, 为 

 . 对于求解量子线性系统的算法 [12], 可以

假设   . 在量子态层析任务中, 如果

选择正四面体测量基和正六面体测量基, 可以得到

矩阵 A是对角矩阵 [4], 同样有  成立.

因此在量子态重构过程中, 使用基于奇异值估计量

子 算 法 解 矩 阵 求 逆 过 程 的 时 间 复 杂 度 是

O(κ2
√
dpoly log(d)/ε) κ 1/ε log(d)

O(
√
dpoly log d)

 . 当  和  都是  的多项

式规模时, 使用矩阵求逆量子算法的最大时间复杂

度是  .
 

µ̂4.2.4    求解矩阵   本征值、本征态量子算

法的时间复杂度

µ̂

O(κpoly log(d)∥A∥F /ε)

O(κpoly log(d)

∥A∥F /ε) O(κ
√
rpoly

log(d)/ε)

使用表 2中的量子算法求解中间重构矩阵  

的本征值和本征态. 由于此算法的基本过程是基于

矩阵求逆量子算法, 文献 [17]分析了矩阵求逆量子

算法不含有测量后选择操作过程时, 求解过程的时

间复杂度是  . 表 2的量子算

法最后一步使用酉变换, 且不包含受控旋转门及测

量后选择过程, 因而其时间复杂度是 

 . 使用矩阵的秩 r 来表示, 则为 

 .

µ̂

|Ψ⟩ = α|µ̄a⟩|µ̂a⟩+ β|µ̄b⟩|µ̂b⟩ |µ̄a⟩ |µ̄b⟩

下面解释为何要在估计本征值之后引入测

量环节以及量子态制备环节. 通过量子算法得到矩

阵   的本征值量子态、本征态, 不同的本征值量

子态、本征态之间是纠缠的, 而后续的量子排序

算法要求输入全部的本征值量子态. 因而需要引

入测量环节得到本征值, 再将其转化为量子态数

据. 例如, 通过表 2的量子算法后, 若得到的态是

 ,    和   是存储了本

表 1    量子态重构过程不同环节的量子算法与经典算法时间复杂度的对比
Table 1.    Time complexity comparison of each step between quantum algorithm and classical algorithm for reconstructing

quantum state.

算法过程 时间复杂度

量子态制备过程: 经典 量子

X → |X⟩1)  — O(d log(d)/ε2) 

Y → |Y ⟩2)  — O(d log(d)/ε2) 

{Ωi} → {|Ωi⟩}3)  — O(d log(d)/ε2) 

最小二乘求解过程: 经典 量子

XTX1)  O(d4) O(κ3d/ε) 

(XTX)−12)  O(d4) O(κ2
√
dpoly log(d)/ε) 

XTY3)  O(d4) O(κ3d/ε) 

µ̂使用估计出的参数重构密度矩阵  : 经典 量子

I/d+
∑d

i=1 Θ̂iΩi1)  O(d4) O(κ3d/ε) 

µ̂ ρ̂寻找与矩阵  最接近的目标密度矩阵  : 经典 量子

µ̂ {|µ̄i⟩|µ̂i⟩}1) 求解矩阵  的本征值和本征态 O(d3) O(κ
√
rpoly log d/ε) 

µ̂ {µ̄i}2) 测量得到  本征值数值 — O(d) 

µ̂ {µ̄i} → {|µ̄i⟩}3) 将  的本征值数据制备成量子态  — O(d log(d)/ε2) 

µ̂4) 对矩阵  的本征值进行排序 O(d) O((log d)2) 

ρ̂ {λi} {|λi⟩}5) 一般运算得到矩阵  的本征值  或 O(d) O(d) 

ρ̂ {|µ̂i⟩} ρ̂ =
∑

i λi|µ̂i⟩⟨µ̂i|6) 由  的本征值及  得到 O(d3) O(κ3
√
d/ε) 
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|µ̂a⟩, |µ̂b⟩

µ̄a |Ψ⟩ |µ̂a⟩ µ̄b

|Ψ⟩ |µ̂b⟩

征值估计值的量子态,    是相应的本征态.

对处于寄存器中的本征值估计值进行测量, 当测量

结果是   时, 态   塌缩到   上; 测量结果是  

时,    塌缩到   上. 因此, 在求解矩阵的本征值

和本征态的量子算法之后, 通过引入测量环节提取

出本征值信息并且分别进行存储; 为与后续的排序

量子算法衔接, 还要将测量得到的本征值信息制备

成量子态, 从而贯通整个使用量子算法处理量子态

层析的过程. 

4.2.5    本征值排序量子算法的时间复杂度

{|µ̄i⟩}

O((log d)2)

ρ̂ {|λi⟩}
O(d)

{|λi⟩} µ̂ {|µ̂i⟩} ρ̂

在第 2) 环节中, 将所有本征值制备成了 N 个

量子态  之后, 可以使用排序量子算法对本征

值进行排序. 对于排序过程, 文献 [19]指出, 使用

归并排序 (merge sorting)量子算法的时间复杂度

为  . 在这之后进行基本的量子逻辑操作

得到目标密度矩阵  的本征值  的时间复杂度

最多是   , 最后使用矩阵乘法的量子算法由

 及  的本征态  得到目标矩阵  . 

4.2.6    量子态重构过程整体量子算法的时

间复杂度

κ 1/ε log(d)

O(Npoly log d)

O(d)

O(dpoly log d)

O(dpoly log d)

总结上述分析过程, 当不考虑实现的资源代

价, 而只追求降低整个过程的时间复杂度时, 若相

关矩阵的条件数   及要求的精度   都是   的

多项式规模时, 准备环节及环节 2) 中的量子态制

备过程是整体量子算法中时间复杂度最大的过程,

相应的时间复杂度是   . 当制备的量

子态的个数 N 的复杂度是   时, 整个量子算法

过程的时间复杂度是  . 矩阵乘法的量

子算法的时间复杂度也是  . 

5   算　例

ρ

d = 2

{Ωl}

本节用一个算例来说明整体量子算法的可行

性. 考虑单 qubit的量子态层析, 记生成源为  , 此

时系统的维数  . 选取刘维尔空间中的一组基

 : 

Ω0=
1√
2
σ0,Ω1=

1√
2
σx,Ω2=

1√
2
σy,Ω3=

1√
2
σz,

(6)

l = 0, 1, 2, 3; σ0 = I2×2 ,σx, σy, σz

ρ

其 中 ,    分 别

为 Pauli算子. 选择信息完备的正四面体测量基对

 进行测量, 得到测量基在刘维尔空间展开系数构

成的可逆矩阵 X以及不同测量结果的频率构成的

向量Y: 

X =
1

2
√
2


1 1 1
1 −1 −1

−1 1 −1
−1 −1 1

 , Y =


y1
y2
y3
y4

 . (7)

以下对照图 2—图 4叙述量子算法过程. 

5.1    准备环节

{Ωi}, XT, X, |Y ⟩首先制备量子态   . 根据给

定的刘维尔空间中的基以及测量所得数据, 存在数

据结构 [20], 可以存储矩阵的行元素以及矩阵每一

行的范数, 为后续使用量子算法提供基础. 接下来

考虑对制备的多个量子态中单个量子态进行处理

的过程. 

µ̂

5.2    调用量子算法过程 1 求解中间重构
矩阵 

|XTY ⟩, XTX1) 使用矩阵乘法量子算法计算 

X, XT, |Y ⟩ |XTY ⟩,
量子算法过程 1如图 3所示. 首先调用矩阵乘

法量子算法由  计算出  X TX.

使用矩阵乘法量子算法 [16] 计算矩阵与向量的

乘积, 输入态由矩阵右奇异向量表示, 输出态由矩

阵左奇异向量表示, 即可以得到以下输入态到输出

态的变换过程: 

|Y ⟩=
∑
i

αY
i |vXT

i ⟩ → |XTY ⟩=
∑
i

αY
i σ̄XT

i tX
T
|uXT

i ⟩,

(8)

|vXT

i ⟩, |uXT

i ⟩ XT

σ̄XT

i XT

σXT

i

tX
T
=

1

maxσ̄XT

i

|Y ⟩

其中,    分别是矩阵   奇异值分解后

的右奇异向量和左奇异向量 ;    是   奇异值

 的估计值. 调用量子算法过程中, 会引入因子

 .   的展开系数与原始测量数据之

间的关系为 

αY
1 =

1√
2
(y4 − y3), α

Y
2 =

1√
2
(y2 − y1),

αY
3 =

1

2
(y3 + y4 − y1 − y2),

αY
4 =

1

2
(y1 + y2 + y3 + y4). (9)

XT σXT

i =
1√
2
(i = 1, 2, 3)

XT

σ̄XT

1 = σ̄XT

2 = σ̄XT

3

由于   的奇异值均为   , 同

一量子算法过程的估计精度相同, 因而矩阵  奇

异值的估计值  相等. 为简明表达

计算过程 , 假定估计值与待估计值相等 , 即
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σ̄XT

i = σXT

i =
1√
2
(i = 1, 2, 3) . 最终得到

 

|XTY ⟩ =
∑
i

αY
i tX

T

√
2

|uXT

i ⟩

=

[
− 1√

2
αY
3 tX

T
− 1

2
(αY

1 +αY
2 )tX

T 1

2
(αY

1 −αY
2 )tX

T
]T

.

(10)

XTX X = [X1 X2 X3]

|XTX1⟩, |XTX2⟩,
|XTX3⟩

对于   , 设   , 可使用矩阵

乘 法 量 子 算 法 同 时 求 解  

 , 得到
 

|XTX1⟩ =
∑
i

αX1
i σ̄XT

i tX
T
|uXT

i ⟩,

|XTX2⟩ =
∑
i

αX1
i σ̄XT

i tX
T
|uXT

i ⟩,

|XTX3⟩=
∑
i

αX1
i σ̄XT

i tX
T
|uXT

i ⟩.

σ̄XT

i = σXT

i =
1√
2

同样设定得到奇异值估计值与待估计值相等, 即

 , 从而有
 

|XTX1⟩ =

[
tX

T

2
0 0

]T
, |XTX2⟩ =

[
0
tX

T

2
0

]T
,

|XTX3⟩ =

[
0 0

tX
T

2

]T
.

(11)

|Θ⟩2) 使用矩阵求逆量子算法计算得到 

A = XTX, |b⟩ = |XTY ⟩, A|Θ⟩ = |b⟩
|Θ⟩ = |A−1b⟩

|XTX1⟩, |XTX2⟩, |XTX3⟩

|XTXi⟩

|XTXi⟩

设  , 要得

到  . 基于奇异值估计的量子算法的存

储结构要求存储的是矩阵列向量元素, 以及矩阵行

向量的 2-范数 [20]. 由矩阵乘法量子算法计算得到

的   对应矩阵 A的列向

量. 由于选取的测量基使得A是对角矩阵, 由对角

矩阵对称性可知   中的元素相当于矩阵

A的行向量中的元素, 因而满足使用奇异值估计

量子算法的存储结构 , 可以使用   直接参

与后续量子算法运算过程, 而不必经过转置操作.

因而 

A = XTX = [XTX1 XTX2 XTX3]

=
tX

T

2

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 . (12)

|b⟩ = |XTY ⟩ =∑
i

αY
i tX

T

√
2

|uXT

i ⟩

以 方 程 (10)得 到 的 结 果  

 作为输入态, 调用矩阵求逆量子算

法, 可以得到以下变换: 

|b⟩ =
∑
i

αY
i tX

T

√
2

|uXT

i ⟩

=
∑
i

βb
i |vA

i ⟩ →
∑
i

(−1)fiβb
i |vA

i ⟩

×

 γA

|λ̄A
i |

|0⟩+

√
1−

(
γA

|λ̄A
i |

)2

|1⟩

 . (13)

|b⟩
|uXT

i ⟩ |vA
i ⟩

其中包含了在调用量子算法时, 输入态   在基矢

 下展开转化为由   表示, 展开系数之间满

足关系式: 

βb
1 = − 1√

2
αY
3 tX

T
, βb

2 = −1

2
(αY

1 + αY
2 )tX

T
,

βb
3 =

1

2
(αY

1 − αY
2 )tX

T
. (14)

|0⟩
对方程 (13)输出量子态的辅助量子比特位进

行测量, 若结果为  , 则输出态塌缩到所需的矩阵

求逆结果: 

|Θ⟩ = |A−1b⟩ =
∑
i

(−1)fiβb
i |vA

i ⟩ γA

|λ̄A
i |

, (15)

γA = O(1/κ) κ

λ̄A
i = σ̄A

i =

tX
T
/2

其中,   ,   是矩阵A的条件数. A是正

定厄米矩阵 , 对 A进行奇异值分解 , 可以得到

A的奇异值进而得到相应的本征值  

 , 因而
 

|Θ⟩ = |A−1b⟩ =
∑
i

2γAβb
i

tXT |vA
i ⟩. (16)

µ̂3) 重构中间矩阵 

µ̂ =
Ω0√
2
+
∑3

i=1 Θ̂iΩi

|Θ⟩ {Ωi}
µ̂

由方程 (1), 矩阵   . 根据

 以及  , 通过调用矩阵乘法量子算法可以得

到  , 具体过程如下.∑3
i=1 Θ̂iΩi

∑3
i=1 Θ̂iΩi

Ω̂|Θ⟩ {Ωi}

首先计算  , 可以将  转化

为计算   . 具体操作如下: 将   的元素皆化

为列向量, 

Ω0 =
1√
2
[1 0 0 1]T, Ω1 =

1√
2
[0 1 1 0]T,

Ω2 =
1√
2
[0 i − i 0]T, Ω3 =

1√
2
[1 0 0 − 1]T. (17)

记 

Ω̂ = [Ω1 Ω2 Ω3] =
1√
2


0 0 1
1 i 0
1 −i 0
0 0 −1

 . (18)
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Ω̂将  制备成量子态, 并进行奇异值分解, 可以

得到 

Ω̂ =
∑
i

σΩ
i |uΩ

i ⟩⟨vΩ
i |. (19)

以方程 (16)得到的结果为输入态, 调用矩阵

乘法量子算法, 可以得到如下变换: 

|Θ⟩ =
∑
i

2γAβb
i

tXT |vAi ⟩ =
∑
i

αΘ
i |vΩ

i ⟩ → Ω̂|Θ⟩

=
∑
i

αΘ
i σ̄Ω

i tΩ|uΩ
i ⟩, (20)

|vΩ
i ⟩, |uΩ

i ⟩ Ω

|Θ⟩ |vA
i ⟩ |vΩ

i ⟩
其中   分别是矩阵   奇异值分解后的右

奇异向量和左奇异向量.   在  和  下的展

开系数之间的关系为 

αΘ
1 = −2γAβb

2

tXT , αΘ
2 = i

2γAβb
3

tXT , αΘ
3 = −2γAβb

1

tXT .

(21)

Ω̂|Θ⟩从而得到  的具体表达式为
 

Ω̂|Θ⟩ =
3∑

i=1

αΘ
i σ̄Ω

i tΩ|uΩ
i ⟩ = γAtΩ

tXT

×
[√

2βb
3

√
2(βb

1 + iβb
2)

√
2(βb

1 − iβb
2) −

√
2βb

3

]T
.

(22)

γAtΩ

tXT

可以观察到, 在调用量子算法过程中, 引入了因子

 . 因而在后续运算过程中, 需要乘以该因子

的倒数以抵消其对运算结果的影响. 从而 

|µ̂⟩ = 1√
2
|Ω0⟩+

tX
T

γAtΩ
Ω̂|Θ⟩ =

[
1

2
+
√
2βb

3

√
2(βb

1+iβb
2)

√
2(βb

1 − iβb
2)

1

2
−
√
2βb

3

]T
.

(23)

|µ̂⟩ µ̂

µ̂

(23)式得到的量子态  是相应于矩阵  按列展开

的向量, 因而对应的经典矩阵  为 

µ̂ =

 1

2
+

√
2βb

3

√
2(βb

1 − iβb
2)

√
2(βb

1 + iβb
2)

1
2 −

√
2βb

3

 . (24)

µ̂

µ̂

可以验证, 以上步骤得到的矩阵  与使用经典算法

时得到的矩阵  是一致的. 

ρ̂5.3    计算目标重构矩阵 

µ̂1) 估计   的本征值本征态, 测量本征值并制

备成量子态

设方程 (24)中 

a =
1

2
+
√
2βb

3 , d =
√
2(βb

1 − iβb
2), d̄ =

√
2(βb

1 + iβb
2).

(25)

µ̂对矩阵  进行奇异值分解, 

µ̂ =
∑
i

σµ
i |u

µ
i ⟩⟨v

µ
i |, (26)

|uµ
i ⟩ = |vµ

i ⟩可以得到  . 设 

|uµ
1 ⟩ = |vµ

1 ⟩ = [u1 u2]
T, |uµ

2 ⟩ = |vµ
2 ⟩ = [v1 v2]

T,
(27)

可以计算得到 

σµ
1 =

1

2

∣∣∣1−√(2a− 1)2 + 4|d|2
∣∣∣ ,

u1 =
d√

|d|2 + (σµ
1 − a)2

,

v1 =
d√

|d|2 + (σµ
2 − a)2

,

σµ
2 =

1

2

∣∣∣1 +√(2a− 1)2 + 4|d|2
∣∣∣ ,

u2 =
σµ
1 − a√

|d|2 + (σµ
1 − a)2

,

v2 =
σµ
2 − a√

|d|2 + (σµ
2 − a)2

. (28)

|bµ⟩ = β1|vµ
1 ⟩|+ β2|vµ

2 ⟩
µ̂

设输入态  , 使用量子算

法估计  的本征值和本征态, 有以下输入态到输出

态的变换: 

|bµ⟩ = β1|vµ
1 ⟩|+ β2|vµ

2 ⟩ →

(−1)f1β1|µ⃗1⟩||µ̄1|⟩+ (−1)f2β2|µ⃗2⟩||µ̄2|⟩, (29)

|µ⃗1⟩ = [u1 u2]
T, |µ⃗2⟩ = [v1 v2]

T, |µ̄i| = σµ
i其中,   .

||µ̄i|⟩
µ̂ µ̄i

|µ⃗i⟩
µ̂

µ̄1, µ̄2 |µ̄1⟩, |µ̄2⟩

对存储本征值叠加态的寄存器  进行测量,

可以得到  本征值的经典数据  及相应的本征态

量子态   . 在准备环节制备 N 个量子态的前提

下, 对 N 个量子态进行测量得到   所有的本征值

 . 将这些本征值重新制备成量子态  ,

继而调用量子算法过程 2进行后续过程.

ρ̂2) 进行量子算法过程 2得到重构矩阵 

|µ̄1⟩, |µ̄2⟩
ρ̂

首先使用排序算法对   进行排序, 然

后通过一般操作得到目标重构矩阵  的本征值.

µ̂ µ̄1 + µ̄2 = 1

σµ
1 , σ

µ
2

µ̄2 ⩾ µ̄1 µ̂

µ̄2 ⩾ µ̄1 > 0 µ̄2 > 0 > µ̄1

µ̄2 > 0 > µ̄1

|µ̄(1)
2 ⟩, |µ̄(2)

1 ⟩

对于中间重构矩阵   , 注意到有   ,

再观察方程 (28)中的   的表达式, 可知必有

 成立, 因而   的本征值之间的大小关系有

2种情况: 1)    ; 2)    . 这里

不妨设  . 调用量子排序算法后, 得到由

大到小排序的本征值量子态   , 其中下
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|µ̄(2)
1 ⟩ → |λ2⟩ = |0⟩, |µ̄(1)

2 ⟩ → |λ1⟩ = |1⟩

ρ̂

标为原始本征值序号, 上标为排序后本征值序号.

通过与 2.2节经典操作相应的一般量子操作, 使

 . 因而待重

构矩阵  为 

ρ̂ = λ1|µ⃗2⟩⟨µ⃗2|+ λ2|µ⃗1⟩⟨µ⃗1| = |µ⃗2⟩⟨µ⃗2|. (30)

|µ⃗2⟩⟨µ⃗2|

XTX X = [X1 X2 X3]

⟨µ⃗2| ⟨µ⃗2| = [v̄1 v̄2] ⟨µ⃗2|

v̄1|µ⃗2⟩ v̄2|µ⃗2⟩

下面使用矩阵乘法量子算法计算  . 与

计算  而将 X表示成  的过程

类似, 这里将  表示为  , 与  本身

的表达式相同, 然后使用矩阵乘法量子算法分别计

算  以及  .

|µ⃗2⟩对  进行奇异值分解, 得到 

|µ⃗2⟩ =
(

v1 v̄2
v2 v̄1

)(
1
0

)
· 1 = σµ⃗2 |uµ⃗2

1 ⟩⟨vµ⃗2

1 |.

(31)

|bµ⃗2⟩ = αµ⃗2

1 |vµ⃗2

1 ⟩对输入态  调用矩阵乘法量子算法,

可以得到以下输入态到输出态的变换: 

|bµ2

1 ⟩ = αµ⃗2

1 |vµ⃗2

1 ⟩ → αµ⃗2

1 σ̄µ⃗2tµ⃗2 |uµ⃗2

1 ⟩ = v̄1·tµ⃗2 [v1 v2]
T,

(32)

αµ⃗2

1 = v̄1, |vµ⃗2

1 ⟩ = 1, σ̄µ⃗2 = σµ⃗2 = 1

tµ⃗2

其中   , 量子算

法计算过程中引入了因子  . 同理可以得到 

|bµ2

2 ⟩ = αµ⃗2

2 |vµ⃗2

1 ⟩ → v̄2 · tµ⃗2 [v1 v2]
T, (33)

αµ⃗2

2 = v̄2 ρ̂其中  . 从而得到重构矩阵  为
 

ρ̂ = |µ⃗2⟩⟨µ⃗2| = tµ⃗2

(
|v1|2 v1v̄2
v̄1v2 |v2|2

)
. (34)

tµ⃗2

Y = [y1 y2 y3 y4]
T

将方程 (9), (14), (25)及 (28)的表示代入到方程

(34), 并去掉因子  , 即得到最终的使用输入数据

 表示的重构矩阵:
 

ρ̂ =
1

2
√
y21 + y22 + y23 + y24(√

y21+y22+y23+y24+Y2 −Y1 + iY3

−Y1 − iY3

√
y21+y22+y23+y24−Y2

)
,

(35)

其中 

Y1 = y4 + y3 − y2 − y1,

Y2 = y4 − y3 − y2 + y1,

Y3 = y4 − y3 + y2 − y1. (36)
 

6   结　论

本文深入探讨了处理量子态重构的整体量子

算法. 通过在重构过程的不同步骤使用相应的量子

O(d4) ε

κ

1/ε, κ O(poly log d)

O(Npoly log d)
O(d)

µ̂

O(dpoly log d)

算法, 得到了实现量子态重构的整体量子算法新方

案. 对比分析表明: 对于 d 维密度矩阵, 经典算法

的最大时间复杂度出现在矩阵乘法过程中 , 为

 ; 而对于量子算法, 在精度  和矩阵的条件数

 等指标满足使用量子算法进行加速的条件下, 即

 的复杂度均为   时, 量子算法的

最大时间复杂度出现在量子态制备过程中 , 为

 , 其中 N 为制备量子态的数目. 当制

备的量子态数 N 的规模是   , 即可得到中间重

构矩阵  所有的本征值时, 量子算法的时间复杂度

为  .

O(d4)

O(dpoly log d)

O(d4) O(d3)

通俗地说, 本文主要试图回答如下问题: 如果

量子计算机可物理实现且量子算法可以在量子计

算机上物理实现, 那么量子算法在多大程度上可以

降低量子态层析的时间复杂度? 研究表明, 如果量

子态可以高效制备, 那么采用量子算法可将量子态

层 析 整 体 算 法 的 时 间 复 杂 度 从   降 为

 ; 如果量子态无法高效制备, 量子态

层析整体算法的时间复杂度从   降为   .

因为对于量子态制备问题，制备维数为 d2、规模为

O(d)的量子态，时间复杂度是 O(d3). 因此本研究

从一个侧面证明了量子态能否高效制备已成为量

子算法降低时间复杂度的瓶颈。

最后简要探讨本文所提方案的物理实现可行

性. 文献 [20]的作者讨论了奇异值估计量子算法能

够实现的前提是构造出一种合适的存储经典数据

的数据结构, 并在文章最后给出了具体的构造形

式, 因而是能够物理实现的. 由于方案涉及的矩阵

乘法、矩阵求逆以及本征值和本征态估计的量子算

法均是基于奇异值估计的量子算法, 因而理论上是

可以物理实现的. 方案涉及到的其他过程, 即量子

态制备、测量以及量子排序, 是理论上能够实现或

已经实现的 [14,19,21]. 因此总体来说, 本文所提方案

具有物理实现的可行性. 

µ̂附录　求解矩阵  本征值和本征态的相位估
计算法

µ̂求解矩阵   本征值和本征态的相位估计量子算法如

表 A1所示. 这里使用的量子算法是在 [17]基础上, 通过简

单变换得到的.

|vi⟩ |µi⟩

若 A为正定厄米方阵, 矩阵的奇异值分解也就是矩阵

的本征分解, 矩阵 A的奇异向量   与其本征向量   相
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等. 若 A为非正定厄米方阵, 将矩阵 A分别用本征分解和

奇异值分解来表示, 有
 

A =
∑
i

λ̄iµ⃗iµ⃗
†
i =

∑
i

σiu⃗iv⃗
†
i , (A1)

λ̄i > 0, µ⃗i = u⃗i = v⃗i λ̄i < 0

µ⃗i = −u⃗i = v⃗i

对 于   ,  而 当   时 ,  可 取

 . 因此最终量子态的表示与一般的量子相位

估计算法 [11] 得到的形式类似, 但存储的是本征值的绝对值,

有一个受控相位门表示其本征值的符号位.
 
 

表 A1    求解厄米矩阵本征值和本征态的量子算法 [17]

Table A1.    Quantum algorithm for calculating the eigenvalues and eigenstates of Hermite matrix[17].

|b⟩ =
∑

i βi|vi⟩ vi1) 制备输入态  , 其中  是矩阵A的奇异向量

A+ ηI δ < 1/2κ η = 1/κ
∑

i βi|vi⟩A||λ̄i|⟩B ||λ̄i + η|⟩C⟩2) 分别对矩阵A及  使用奇异值估计算法, 精度  并且  , 得到 

3) 增加一辅助寄存器D, 当寄存器B的值大于C 时, 将D置为1, 然后应用一受控于此辅助位的条件相位门:∑
i(−1)fiβi|vi⟩A||λ̄i|⟩B ||λ̄i + η|⟩C⟩|fi⟩D 

4) 对寄存器C进行量子算法的逆运算, 得到态∑
i(−1)fiβi|vi⟩A||λ̄i|⟩B |fi⟩D 

|vi⟩A |µi⟩A5) 将奇异向量  转化到矩阵的本征态  上: 相应于正本征值的奇异向量不变, 相应于负本征值的奇异向量乘以–1 , 得到∑
i(−1)fiβi|µi⟩A||λ̄i|⟩B 
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Abstract

O(d4)

O(dpoly log d) κ ε

O(poly log d) O(d)

O(d3)

Recently, we try to answer the following question: what will happen to our life if quantum computers can

be physically realized. In this research, we explore the impact of quantum algorithms on the time complexity of

quantum  state  tomography  based  on  the  linear  regression  algorithm  if  quantum  states  can  be  efficiently

prepared  by  classical  information  and  quantum  algorithms  can  be  implemented  on  quantum  computers.  By

studying  current  quantum  algorithms  based  on  quantum  singular  value  decomposition  (SVE)  of  calculating

matrix multiplication, solving linear equations and eigenvalue and eigenstate estimation and so on, we propose a

novel  scheme  to  complete  the  mission  of  quantum state  tomography.  We  show the  calculation  based  on  our

algorithm  as  an  example  at  last.  Although  quantum  state  preparations  and  extra  measurements  are

indispensable  in  our  quantum  algorithm  scheme  compared  with  the  existing  classical  algorithm,  the  time

complexity of quantum state tomography can be remarkably declined. For a quantum system with dimension d,

the  entire  quantum  scheme  can  reduce  the  time  complexity  of  quantum  state  tomography  from      to

   when  both  the  condition  number      of  related  matrices  and  the  reciprocal  of  precision      are

 , and quantum states of the same order     can be simultaneously prepared. This is in contrast

to the observation that quantum algorithms can reduce the time complexity of quantum state tomography to

  when quantum states can not be efficiently prepared. In other words, the preparing of quantum states

efficiently has become a bottleneck constraining the quantum acceleration.
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