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一种通过约瑟夫森结非线性频率响应确定
微波耗散的方法*
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1) (中国科学院上海微系统与信息技术研究所, 信息功能材料国家重点实验室, 上海　200050)

2) (中国科学院超导电子学卓越创新中心, 上海　200050)

3) (中国科学院大学, 北京　100049)

(2019 年 1 月 28日收到; 2019 年 3 月 21日收到修改稿)

通过对电流偏置超导约瑟夫森结的微波驱动行为的研究, 提出了一个确定约瑟夫森结微波耗散的方法.

结的微波耗散由它的品质因子描述. 微波耗散严重影响约瑟夫森器件如参量放大器、超导量子比特等的性

能. 对电流偏置的约瑟夫森结势阱采用四阶近似后, 可以得到在较强微波驱动下约瑟夫森结非线性微波响应

方程. 该方程定量描述了非线性共振频率随外加微波功率变化关系: 非线性共振频率与结等离子频率的差别

依赖于约瑟夫森结的微波品质因子. 对电流偏置的约瑟夫森结的微波运动行为进行了数值模拟. 模拟结果确

证了微波品质因子与非线性共振频率-等离子频率差别的定量关系可以应用于约瑟夫森结中. 用这种非线性

频率响应方法来确定约瑟夫森结的微波耗散没有严格的温度要求, 可在单个电流偏置的结中完成, 实验上具

有简单可靠性.
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1   引　言

超导约瑟夫森结是超导电子学应用的关键元

件之一. 尤其是在最近二十年里, 它在超导量子信

息处理器件中有着至关重要的应用 [1]. 随着结制备

水平的进步、材料损耗研究的深入和电路设计的优

化, 以约瑟夫森结为基础的超导量子比特有了巨大

的进步. 为了不断提升约瑟夫森结器件水平, 建立

一种适用于约瑟夫森结微波器件, 特别是量子比特

器件, 而且简单、可靠的结质量评估方法是十分有

意义的.

通常测量约瑟夫森结的电流-电压 (I-V)关系

曲线是一个简单评估结质量的方法. 例如对于在超

导电子学中有广泛应用的 Nb/AlOx/Nb约瑟夫森

结, 可定义一个量 Vm 来衡量结的品质. Vm 为测得

的 I-V 曲线中 2 mV处的能隙内电阻与结临界电

流的乘积 [2]. Vm 值越大, 表明得到的结质量越好.

但是, Vm 不直接反映结的高频性质. 在结的质量

比较好、没有额外漏电流的情况下, 能隙内电阻值

的大小取决于能隙内低能激发的准粒子数, 因此

Vm 基本反映了结中准粒子的情况. 在高频应用中,

准粒子会带来能量耗散 [3]. 而超导量子比特器件通

常工作在数吉赫兹的频率, 它在这一频域上的能量

损耗是最受关注的性质之一. 高频损耗会导致量子

比特的能量弛豫, 能量弛豫率 1/T1 的大小直接正

比于能量耗散的大小 [4,5]. 能量弛豫时间 T1, 相位

退相干时间 Tø 是限制量子比特量子相干时间
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T2 的两个主要因素 (1/T2 = 1/(2T1) + 1/Tø). 因

此, 测量结的高频耗散, 能有效地评估制备的约瑟

夫森结在量子比特器件中的适用性. 约瑟夫森结中

高频耗散主要来自三个方面: 准粒子损耗、辐射损

耗、介电损耗 [6]. 其中准粒子损耗会随着温度降低

而指数减少 [7], 而且从 I-V 曲线中得到的 Vm 反映

的是热平衡下的准粒子平均数, 不反映准粒子的涨

落情况 [8,9], 因此 Vm 不能直接全面表征结的高频

性质. 高频耗散的准确确定通常需要复杂的动力学

建模, 不合理的系统建模会给出不可靠的结果 [10,11].

另外, 直接测量能量弛豫时间, 会有严格的实验

温度要求 (通常在 mK范围), 为此需要极其谨慎

地实验排除所有强度可比于该温度涨落的噪声干

扰 [12,13].

基于结的非线性频率响应, 本文提出一种温度

限制相对宽松的测量结微波损耗的简单可靠方法.

若外加微波频率在约瑟夫森结的线性等离子振荡

频率附近, 随着微波驱动能量的增强, 结因非线性

效应产生的共振频率偏离结的线性等离子振荡频

率. 这一偏离的幅度与振荡经历的耗散直接相关.

这种非线性频率响应效应可以被用来确定微波耗散.

本文首先介绍电流偏置约瑟夫森结的动力学

描述. 采用结的等效势阱的四阶近似, 得到约瑟夫

森结的非线性响应解析结果. 从得到的非线性响应

方程中建立结的共振频率-振幅-微波品质因子关

系. 用数值方法模拟未做势阱四阶近似的电流偏置

约瑟夫森结微波动力学行为. 数值结果证实了非线

性响应方程的定量关系可在约瑟夫森结中应用. 最

后讨论提出的方法在约瑟夫森结中的实验应用

情况. 

2   约瑟夫森结中的非线性响应

约瑟夫森结是超导量子比特器件中至关重要

的非线性元件. 电流偏置的约瑟夫森结在较强微波

驱动下会表现出比较强的非线性响应效应. 为了能

够定量描述这一非线性响应, 需要考虑约瑟夫森结

动力学具体行为. 电流偏置的约瑟夫森结的动力学

行为, 可以由电阻电容并联结 (RCSJ)模型描述 [14,15]: 

ℏC
2e

d2φ
dt2

+
ℏ

2eR

dφ
dt

+Ic0 sinφ−Idc = Irf cos (ωrft) , (1)

ℏ

Irf cos (ωrft)

ωp0 =
[
2eIc0/(ℏC)

]1/2
τ = ωp0t

其中 j 是通过约瑟夫森结的相位差,   是约化普朗

克常数, e 是电荷电量, C 是结电容, R 是损耗带来

的有效阻抗 , Ic0 是结临界电流 , Idc 是偏置电流 ,

 为外加微波驱动. 在固定偏置电流 (< Ic0)

下, (1)式描述的是一个虚拟相位粒子在洗衣板势

某个势阱中的高频振荡. 为方便分析及数值计算,

用约瑟夫森频率   为时间尺度

归一化时间  , 可得 

d2φ
dτ2

+
1

Q

dφ
dτ

+ sinφ− idc = irf cos (γτ) , (2)

idc = Idc/Ic0 Q = ωp0RC其中  是归一化的偏置电流,  

是品质因子. 运动方程 (2)式中对应的非线性势能

(洗衣板势)为 

U = cosφ+ idcφ. (3)

φ0 = arcsin idc

考虑虚拟粒子是在势阱的极小值附近振动, 可将势

函数 U 在极小值   附近展开, 取四阶

近似, 运动方程 (2)式可简化为 

d2φ
dτ2

+
1

Q

dφ
dτ

+ω2
pφ+a2φ

2+a3φ
3 = irf cos (γτ) , (4)

ωp =
(
1− i2dc

)1/4
a2 = −idc/2 a3 = −(1−

idc2)
1/2/6 irf cos (γτ) γ = ωp

γres = ωp + κb2

ωp κ =
3a3
8ωp

− 5a22
12ω3

p

其 中   ,    ,   

 . 当外加微波  强度较弱,  

时发生线性共振. 当外加微波强度较强时, 势能展

开中的非线性项会引起频率-振幅相互作用. 发生

共振时共振频率  偏离结的线性等离

子频率   , 其中   , b 为振幅. 因此

采用了上述四阶近似势之后, 由非线性振动理论可

得结的非线性响应方程 [16]: 

b2
[(
γ − ωp − κb2

)2
+

1

4Q2

]
=

i2rf
4ωp2

. (5)

发生共振时, 振幅 b 达到最大值, 

bmax =
irf
ωp

Q. (6)

∆ω = γres − ωp

因此结线性等离子频率与非线性共振频率的

差  与微波品质因子 Q 有一个直接简

单的关系:  √
∆ω

κ
ωp = irfQ. (7)

利用这个关系, 可以通过测量不同强度微波驱动下

的频率差值来确定结的微波品质因子. 
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3   数值模拟验证

ωp = (1−
i2dc

)1/4
ωp0

由于 (7)式是采用了势阱近似得到的, 为了验

证这一关系可以被定量地应用于约瑟夫森结中, 我

们对微波驱动的约瑟夫森结动力学行为进行了数

值模拟. 采用四阶 Runge-Kutta方法数值求解方

程 (1), 式中势能 U 未做前述四阶近似处理. 数值

计算步长为 0.05. 为获得虚拟相位粒子在相空间中

完整的运动图像, 总计算步长数为 1800. 选取常见

的结面积为 4 µm2 的结, 其他所有用到的结参数值

见表 1. 表 2列出了所有数值模拟用到的实验条件

参数值. 其中结的直流偏置选取在 0.5左右是考虑

到实验在热激发逃离势阱为主导的高温区进行, 相

较于量子隧穿逃离为主的低温区, 高温区的势阱需

要更深才能容许较大的微波驱动 [17]. 由于 

 , 不同的直流偏置电流选择会导致工作频率

的不同. 但是我们的数值模拟计算中采用了归一化

因子  , 实验上总是可以通过磁场调节结的临界

电流值达到将工作频率调整到一个感兴趣范围的

目的.

图 1为数值计算得到的一个典型的虚拟相位

粒子在相空间的运动轨迹. 由于模拟计算时采用的

初始条件不一定处于相位粒子的稳定态, 采用的总

计算步长数必须保证粒子运动轨迹能够达到一个

不变稳定态. 稳定态的运动轨迹 (例如图 1中内圈

轨迹被重复了很多遍因而更密集)可被认定是方

程 (1)的稳定解. 运动轨迹在位置坐标上的变化幅

度对应粒子的振动幅度.

idc ωp

idc

ωp

γres = γ ωp idc

idc ωp

idc

微波频率响应通常需要变化外加微波频率. 但

是实验上测量约瑟夫森结的微波响应时, 选取固定

外加微波频率, 改变偏置电流  的方法 (即改变  )

可以保证耦合到结的实际微波功率的可定标性. 为

方便与实验结果比较, 在不同的微波强度驱动条件

下, 在计算非线性响应时只改变  , 这对应于 (5)式

中固定 g, 改变  . 图 2给出了数值模拟得到的结

非线性响应结果与 (5)式计算结果的比较, 可以看

到两者定量符合. 图 2中, 响应幅度 b 最大处对应

约瑟夫森结发生共振吸收. 发生共振时共振频率

 , 对应的   由最大振幅处的   决定. 从计

算的结果可见当外加微波强度增大, 约瑟夫森结非

线性共振时对应的  变小, 从而相应的  变大, 这

意味着共振频率相对更小, 这说明较强微波驱动下

约瑟夫森结振子会软化. 为进一步验证由非线性频

率响应确定微波品质因子的准确性及在约瑟夫森

结中的适用性, 图 3给出了表 1中三个样品结模拟

得到的结果与 (7)式结果的比较. 考虑到同样工艺

制备的结可能被运用到不同的器件, 遇到不同的电

路环境, 图 4为结 2在不同环境带来不同损耗情况

下的模拟结果比较. 同样, (7)式与模拟结果定量

符合. 从图 3和图 4的结果可知, 只要实验确定了

约瑟夫森结的共振峰对应的  、结临界电流、结电

容参数, 结的微波品质便可定量确定 (图 3和图 4

中直线斜率大小对应微波品质因子). 由于模拟选

 

表 1    数值模拟采用的结参数
Table 1.    Parameters  of  Josephson  junctions  used

in numerical simulations.

结参数 结1 结2 结3

临界电流密度jc/A·cm–2 100 150 200

比电容Cs/fF·µm–2 42.9 46.4 50.5

品质因子Q 163.0 508.6 1459.1
 

表 2    数值模拟采用的实验参数
Table 2.    Experiment  settings  used  in  numerical

simulations.

实验参数 表示符号 取值

归一直流偏置 idc 0.46—0.52

归一微波电流 irf 1.6 × 10–4—5.5 × 10–4

归一微波频率 g 0.9306

 

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6


0.7 0.8

-0.3

-0.2

-0.1

0v

0.1

0.2

0.3

v = dϕ/dτ idc = 0.473, irf =
5.5× 10−4

图  1    计算得到的相位粒子在相空间中的运动轨迹　纵

坐标   , 计算采用的实验参数为  

 , g = 0.9306

idc = 0.473 irf = 5.5×
v = dϕ/dτ

Fig. 1. Calculated trajectory  of  phase  particle  with   experi-

ment  parameters  for  junction  3:    ,   

10–4, g = 0.9306. Vertical axis   .
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取了常见的约瑟夫森结参数, 而且在模拟的品质因

子变化范围内的约瑟夫森结中已有实验观测到了

量子相干态 [18], 我们认为由非线性频率响应来确

定微波品质因子的方法完全适用于约瑟夫森结系

统, 且可用来评估制备的约瑟夫森结在相关器件应

用中的微波性能. 

4   讨　论

ωp

≫

对于过阻尼的约瑟夫森结, 其线性等离子振动

频率 (  )也受微波损耗影响很大. 但是大多数约

瑟夫森微波器件, 尤其是量子比特器件, 要求比较

高的微波品质 (Q     1). 欠阻尼约瑟夫森结的等

离子振动频率几乎不随微波品质变化. 对于欠阻尼

约瑟夫森结, 将其驱动到较强的非线性区域, 可由

非线性频率响应来确定微波品质. 虽然约瑟夫森结

的线性微波响应也与微波损耗相关 [19], 但是与线

性响应相比, 非线性响应信号更强, 不容易受额外

的噪声干扰, 可以在相对较高的温区准确测量. 图 3

和图 4的结果显示, 结的微波非线性响应 (图中直

线斜率)随微波品质变化很大, 已有的实验结果也

已经显示微波品质因子严重影响非线性振动 [20].

Mao等 [21] 用数值模拟比对由较强微波驱动的、测

量温度在 4.2 K的共振激发实验数据得到的约瑟

夫森结高频等效阻抗. 因为约瑟夫森结的共振频

率、临界电流、结电容等参数都是实验可测量的,

我们提出的非线性频率响应模型方法不需要数值

模拟便可直接实验确定微波品质因子. 而且由 (7)式
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Fig. 2. Microwave  response  curves  obtained  by  Eq.  (5)

(curves) and numerical simulation (error bars), for junction

(    µA,  Q  =  515.7)  with  applied  microwave   

   for

the  curves  with  the  maximum  amplitude  from  small  to

large  respectively.  Dot-dash  line  shows  the  dependence  of

  where corresponding  to  the  maximum oscillation   amp-
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系图 , 线是 (7)式的结果 , 误差棒是   的数值模拟结果 , 图

中直线斜率从小到大分别对应 Q 值 163.0(结 1), 508.6(结

2), 1549.1(结 3)

ṽ =
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Fig. 3.     as  a  function  of      for  different

parameters of sample Josephson junctions in Table 1. Lines

are  results  of  Eq.  (7).  Error  bars  are  numerical  simulation

results  of    . The lines  of  slops  from small  to  large corres-

ponding to Q values: 163.0 (junction 1), 508.6 (junction 2),

1549.1 (junction 3). 
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ṽ

irf ṽ
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(51.6, 257.8, 515.7, 1533.0, 对应直线斜率从小到大 )时 ,   

随   的变化关系, 直线是 (7)式的结果, 误差棒是   的数值

模拟结果
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Fig. 4.     as  a  function  of      for  different  quality  factors.

Lines are Eq. (7)’s results. Error bars are numerical simula-

tion results of   . The lines of slops from small to large cor-

responding to Q values: 51.6, 257.8, 515.7, 1533.0 account-

ing for junction 2 with different environment influences. 
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可知微波品质因子的定量准确性也是主要由结参

数—临界电流、结电容参数的准确性保证的 [13,22].

考虑到共振激发的实验测量可以适用于单个电流

偏置的约瑟夫森结中 [19,21], 不需要额外的电路设

计, 数值模拟也证实了非线性响应模型在约瑟夫森

结中的定量准确性, 因此利用非线性频率响应来测

量微波损耗的方法是方便可靠的.
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Abstract

Based  on  Josephson  junction  (JJ),  superconducting  quantum  bit  (qubit)  is  operated  at  frequencies  of

several  GHz.  Dissipation  of  JJs  in  this  frequency  range  can  cause  energy  relaxation  in  qubits,  and  limit

coherence time, therefore it is highly concerned and needs to be determined quantitatively. The dissipation of

JJs  can  be  quantified  by  microwave  quality  factor.  It  is  usually  done  at  very  low  temperature  (~mK)  to

determine whether a JJ is suitable for qubit devices by measuring the quality factor. In this paper, a method

based on nonlinear frequency response of JJs is proposed to determine the quality factor. This method can be

used  in  thermal  activation  regime,  which  may  bring  great  conveniences  to  experiments.  To  analyze  high

frequency  properties  of  JJs,  the  dynamic  equation  of  a  current-biased  JJ,  which  describes  high  frequency

oscillation  of  the  JJ,  is  introduced.  A  fourth-order  potential  approximation  is  used  to  obtain  the  analytical

equation  of  non-linear  response.  The  dependence  on  quality  factor,  as  well  as  on  amplitude,  of  difference

between  JJ’ s  plasma  frequency  and  resonant  frequency,  is  derived  from  the  equation.  The  approximate

treatment  is  quantitatively  validated  by  our  numerical  simulations  with  practical  JJ  parameters  including

different  environment  influences.  Thus,  based  on  nonlinear  frequency  response  of  JJs,  a  reliable  and  simple

method  to  determine  quality  factor  of  JJ  is  proposed,  which  is  desirable  for  exploring  JJ  based  microwave

devices  such  as  parametric  amplifier,  superconducting  qubit.  Being  driven  well  into  the  nonlinear  microwave

response regime, due to frequency-amplitude interaction,  the resonant frequency of  a current bias JJ deviates

from the JJ’s plasma frequency. The deviation is directly related to the microwave quality factor. Hence, the

quality factor can be deducted from the experimental  measurement of  the resonant frequency deviation,  with

different  microwave  power  values  applied.  In  comparison  with  linear  resonance  experiment,  the  nonlinear

resonance used by the proposed method produces stronger signal. Therefore it is more robust against external

noise. When being conducted at high temperature, the proposed method is more reliable. The accuracy of the

measured  quality  factor  primarily  depends  on  those  of  the  JJ’ s  parameters  such  as  critical  current  and

capacitance, while those parameters can be experimentally determined with high precision.
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