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双气泡振子系统的非线性声响应特性分析*

莫润阳    王成会†    胡静    陈时

(陕西师范大学, 超声学重点实验室, 西安　710062)

(2019 年 3 月 22日收到; 2019 年 5 月 21日收到修改稿)

对初始半径不同的双气泡振子系统在声波作用下的共振行为和声响应特征进行了分析. 利用微扰法分

析了双泡系统的非线性共振频率, 由于气泡间耦合振动的非线性影响, 双泡系统存在双非线性共振频率. 倍

频共振和分频共振现象的存在使得双泡系统振幅-频率响应曲线有多共振峰, 且随着非线性增强, 共振区向低

频区移动. 通过对气泡平衡半径、双泡平衡半径比以及气泡间距的分析发现, 耦合作用较强的情形发生在系

统共振频率附近、气泡半径比接近 1以及气泡间距小于 10R10 的范围内, 同时观察到了此消彼长的现象, 充分

体现了气泡在声场中能量转换器的特征.
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1   引　言

液体中的微气泡在声波的驱动下做受迫振动,

它既是声散射源 [1,2], 也是声场中的换能器. 液体中

气泡的振动引起周围液体流场分布变化, 进而影响

液体内的压力差分布, 进一步增强了对液体介质的

扰动作用. 液体中空化气泡在较高强度声波作用下

还会引起空化效应, 伴随气泡振动还会出现声致发

光、局部高温高压、微射流以及冲击波等现象, 空

化泡有效充当了能量转换器的角色 [3,4]. 人们对声

场中的气泡运动相关的效应进行了大量的理论和

实验研究 [5−13], 对空化现象及其在超声治疗、超声

诊断、超声提取、超声清洗和超声声化学等领域的

作用机理有了一定的认识. 但由于气泡振动以及其

扰动下液体流场变化本身的复杂性使得空化气泡

以及空化场的物理图景并不十分清晰, 因此, 声场

中的气泡动力学仍然需要从理论和实验等角度展

开进一步研究.

实际的空化环境通常为多泡系统, 气泡动力学

研究逐步从单气泡动力学过渡到多泡动力学, 然

而, 由于多气泡系统是极为复杂的高维系统, 人们

在研究过程中常从双气泡耦合动力学入手. 通过双

泡模型人们发现, 气泡之间的相互作用可引起复杂

的微射流、负脉冲以及空化噪声谱等 [14−18], 还可通

过注入大气泡来抑制空化气泡振动强度进而达到

抑制空化强度的效果 [19]. 为了更好地分析气泡间

的耦合效应, 球状或者链式泡群模型也被广泛采

用 [20]. 在理论分析时常将气泡的径向振动线性化

为振子模型, 分析气泡在声场中线性响应模式. 但

是, 气泡本身是三维系统, 在绝热条件下其内部气

泡的物态变化本身具有非线性特征, 故为分析气泡

振子的非线性声响应特征, 在弱非线性条件下忽略

振动方程中三阶以上小量后可得到双气泡或多气

泡系统的非线性耦合振动方程, 基于此方程可进一

步探索多气泡体系的声响应特征 [21−24].

Sugita和 Toshihiko[22] 通过多尺度法、微扰法

等分析手段探索耦合振动气泡在共振频率附近的

幅值和相位变化特征, 发现在气泡共振频率附近存

在四种模式的耦合振动状态, 即等幅同相振动、等
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x1a ⩽ x2a

x1a ⩾ x2a

幅反相振动、局域同相振动模式 (  或

 ). Ooi等 [1] 采用线性化后耦合振子方程

组分析气泡链的耦合振动时发现该系统存在多共

振频率, 气泡链的存在可影响声波在介质中的传播

特性. 他们在研究中均计入了气泡次级声辐射延迟

效应对耦合振动的影响. 尽管有许多学者对双气泡

耦合振动从不同角度展开了研究, 但主要基于线性

振子或者同尺寸气泡系统研究, 而实际的多气泡系

统气泡平衡半径通常处在分布状态 [24], 如造影剂

微泡尺寸范围大致在 1—10 μm, 因此, 仅分析尺度

相同的气泡间相互作用的非线性特征是不够的. 本

文分析了两个不同平衡半径气泡组成的双气泡系

统的共振行为及声响应特性, 考虑声波、液体介质

及气泡本身相关的参量对双泡系统振动行为的影响. 

2   基本方程
 

2.1    双气泡动力学方程

超声空化环境下液体中通常有大量的振动气

泡, 其振动在液体中形成次级声辐射, 次级辐射声

场与源声场一起共同影响空化场中气泡的振动, 因

此, 声场中的空化泡构成多气泡耦合振动系统. 气

泡间耦合振动状态非常复杂, 与液体环境、驱动声

波属性、气泡分布特征等多种因素有关, 而次级辐

射声场将随距离的变化而衰减且有相位变化, 因

此, 在引入次级声辐射影响考虑气泡的振动动力学

时, 需考虑声传输相关的推迟效应的影响. 为简化

分析, 本文考虑耦合振动的双气泡系统, 其振动可

用修正的 Keller-Miksis方程表示 [22], 即  (
1− Ṙj

cl

)
RjR̈j +

(
3

2
− Ṙj

2cl

)
Ṙ2

j

+
1

d

(
R2

3−jR̈3−j + 2R3−jṘ
2
3−j

)∣∣∣
t−τ

=

(
1 +

Ṙj

cl

)
1

ρl
[pB(Rj , t)− pa cos (ωt+ φ)− p0]

+
Rj

ρlcl

dpB(Rj , t)

dt
, (j = 1, 2),

(1)

Rj Rj0 (j = 1, 2)

τ = d/cl d ρl

cl p0

pa φ

式中   为初始半径   的气泡的瞬时半

径,    为推迟时间,    为两气泡中心距离,   

和   分别为液体密度和声速,    为液体环境压力,

 和   分 别 为 驱 动 声 波 压 力 幅 值 和 初 相 位 .

pB(Rj , t) 为泡壁处液体压力, 可表示为
 

pB(Rj , t)=

(
p0+

2σ

Rj0

)(
Rj0

Rj

)3κ

− 2σ

Rj
− 4ηṘj

Rj
, (2)

σ η

Rj = Rj0(1 + xj) κ

其中   和   分别为液体表面张力系数和黏度系数,

 ,   为泡内气体多方指数.

为更好地分析次级声辐射推迟效应对气泡耦

合振动的影响, 假定气泡振动保持球形且处于弱非

线性状态. 令
 

Rj = Rj0(1 + xj), (3)

xj j xj式中  为  气泡壁无量纲振动位移, 且  视作一阶

小量. 将 (3)式代入 (1)式, 约去三阶以上小量, 则

考虑次级声辐射的时间推迟效应影响后的耦合振

动动力学方程为
 

ẍj + bj ẋj + ω2
j0xj + δj ẍ3−j

+mj ẋ3−j +
3

2
(1− xj) ẋ

2
j + αjx

2
j

+ βjx
3
j = −pja cos (ωt+ φ) , (4)

式中
 

ωj0 =

√
3κp0 + (3κ− 1) 2σ/Rj0

ρlR2
j0

,

ξj =
Rj0

d
, pja =

pa
ρlR2

j0

,

δj = ξ3−j (1 + b3−jτ) ,

mj = ξ3−jω
2
j0τ.

ẍ3−j |t−τ

其他系数参看附录. 在近似过程中, 为分析气泡振

动导致的次级声辐射引起附加压力相关的因子

 中推迟时间相关的作用效果, 取其线性近

似 [1], 即
 

ẍj(t− τ) ≈ (1 + bjτ) ẍj(t) + ω2
j0τ ẋj(t). (5)

 

2.2    系统非线性共振频率

ωr

由于气泡间相互作用的影响, 气泡在外场作用

下的非线性振动将变得更加复杂.下面分析双气泡

系统在声波作用下的非线性声响应. 忽略系统振动

阻尼和驱动声波的影响, 耦合振动双气泡系统线性

共振频率  满足特征方程
  ∣∣∣∣∣ ω2

r − ω2
10 ω2

r ξ2 (1 + b2τ)

ξ1ω
2
r (1 + b1τ) ω2

r − ω2
20

∣∣∣∣∣ = 0, (6)

可得系统线性共振频率近似为
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ωr =

√√√√ω2
10 + ω2

20 ±
√
(ω2

10 + ω2
20)

2 − 4ω2
10ω

2
20 [1− ξ1ξ2 (1 + b2τ) (1 + b1τ)]

2 [1− ξ1ξ2 (1 + b2τ) (1 + b1τ)]
. (7)

 

xj = xj0+

xj1 + xj2 + · · ·

由此可以看出, 耦合振动系统线性共振频率与各气

泡本征频率相关, 气泡间的耦合相互作用将影响系

统共振频率. 但从 (7)式可以看出, 次级声辐射时

间推迟效应对线性共振频率的影响较小. 为更好地

认识声波作用下气泡较大振幅振动对气泡共振声

响应的影响, 下面分析耦合振动双气泡系统非线性

振动频率. 对忽略系统振动阻尼和驱动声波影响后

的动力学方程 (4)采用逐级近似法, 设  

 且零级近似解为
 

xj0 = Aj cos(ω′
rt), (8)

ω′
r = ωj0 + ωj1 + ωj2 + · · ·式中   . 因此, 一级近似解

满足的方程为
 

ẍj1+ω′2
r xj1 = hj1+hj2 cos 2(ω′

rt)+ qj cos(ω′
rt), (9)

 

hj1 =−
(
3

4
ω′2

r +
αj

2

)
A2

j ,

hj2 =

(
3

4
ω′2

r −
αj

2

)
A2

j ,

qj =
(
ω2
j0 + 2ωj0ωj1

)
ξ3−j (1 + b3−jτ)A3−j

+ 2ωj0ωj1Aj .

qj = 0若要等式右端无共振项, 必有   , 自然振动频

率偏移量近似为
 

ωj1 ≈ − ωj0ξ3−j (1 + b3−jτ)A3−j

2 [ξ3−j (1 + b3−jτ)A3−j +Aj ]
, (10)

且
 

xj1=uj1 + uj2 cos[2(ω′
rt)], (11)

式中
 

uj1 = −1
2

(
3

2
+

αj

ωj0 (ωj0 + 2ωj1)

)
A2

j ,
 

uj2 = −1
2

(
1
2
− αj

3ωj0 (ωj0 + 2ωj1)

)
A2

j .

同理, 将近似解 (8)式和 (11)式代入方程 (4), 约

去三阶以上的高阶小量, 得到二级近似解满足的方

程近似为
 

ẍj2 + ω′2
r xj2 = g1j cos(ω′

rt) + g2j cos(3ω′
rt), (12)

式中
 

g1j =

[
3

8
A3

j − ξ3−j (1 + b3−jτ)A3−j − 3uj2Aj

]
ω′2

r

+Aj

(
ω′2

r − ω2
j0

)
− αj (2uj1 + uj2)Aj −

3

4
βjA

3
j ,

 

g2j =
(
3ω′2

r − αj

)
uj2Aj −

1

8
(3ω′2

r + 2βj)A
3
j .

g1j = 0要 (12)式右侧无共振项, 必有  , 即
 

ω′
r

=

√
8ω2

j0Aj + 8αj (2uj1 + uj2)Aj + 6βjA3
j

3A3
j − 8ξ3−j (1 + b3−jτ)A3−j + 8 (1− 3uj2)Aj

.

(13)

(13)式即为考虑气泡相互作用以及时间延迟效应

影响后的双气泡系统非线性振动频率的表达式. 对

于液体中两个不同初始半径气泡组成的双气泡系

统, 其非线性振动频率分别分布在两气泡线性自由

振动频率附近. 比较 (13)式和 (7)式可以看出, 非

线性情形下气泡的振动频率将受到振动幅值、系统

本质属性以及次级声辐射作用相关的时间推迟效

应的影响.
 

2.3    双气泡系统的非线性声响应

x1 = x1a cos (ωt+ φ1)

x2 = x2a cos(ωt)

双气泡系统受到声波激励, 气泡将做受迫振

动. 下面采用逐级近似法, 基于振动方程 (4)分析

不同初始半径气泡组成的双气泡系统的非线性声

响应特征. 为简化计算, 设近似解  ,

 , 代入方程 (4), 有
  [

u2
1 + (b1p2a −m2p1a)

2
ω2
]
x2
1a

−
[
u2
2 + (b2p1a −m1p2a)

2
ω2
]
x2
2a = 0, (14)

  [(
h2
1 + ω2b21

) (
h2
2 + ω2b22

)
+ 2u3ω

2 + u4ω
4
]
x2
1a

−u2
2 − (b2p1a −m1p2a)

2
ω2 = 0,

(15)
 

tanφ1 =
ω (b2p1a −m1p2a)u1 − (b1p2a −m2p1a)ωu2

u1u2 + (b2p1a −m1p2a) (b1p2a −m2p1a)ω2
,

(16)
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tanφ =
ω
[
u1

(
h1b2 + ω2m1δ2

)
+ u2

(
m2h1 + ω2b1δ2

)
+ ω2u5

]
u1 (h1h2 − ω4δ1δ2) + ω2u6

, (17)
 

式中 

u1 = h1p2a + ω2δ2p1a, u2 = h2p1a + ω2δ1p2a,
 

u3 =
(
m1m2 − ω2δ1δ2

) (
h1h2 − ω2b1b2

)
,

 

u4 = 2 (b1h2 + b2h1) (m2δ1 +m1δ2)

+
(
m2

1 + ω2δ21
) (

m2
2 + ω2δ22

)
,

 

u5 = (b1b2 −m1m2)(b1p2a −m2p1a),
 

u6 =(m1p2a − b2p1a)
(
m2h1 + ω2b1δ2

)
+
(
h2b1 + ω2m2δ1

)
(b1p2a −m2p1a) ,

 

h1 = ω2
10 − ω2 − 3

8

(
ω2 − 2β1

)
x2
1a,

 

h2 = ω2
20 − ω2 − 3

8

(
ω2 − 2β2

)
x2
2a.

(14)式—(17)式给出了一级近似下不同平衡半径

组成的双泡系统气泡径向振动幅值和相位随驱动

声波频率和振幅的变化关系. 可以看出, 在考虑气

泡径向耦合振动的情形下, 由于次级声辐射以及介

质黏性等因素的共同影响, 气泡的小振幅非线性受

迫振动并不是同相位振动, 双气泡系统非线性振动

相位差和气泡平衡半径、驱动声波压力幅值和频率

等有关. 因此, 平衡半径不同的气泡构成的多气泡-

液体混合介质中气泡在声波驱动下的振动行为将

变得更加复杂. 液体空化场内存在大量平衡半径不

同的气泡, 气泡间的相互作用必将增加空化场分布

的复杂性, 双气泡系统相互作用引起的声响应状态

分析必将为理解空化场的复杂性奠定基础. 

3   数值分析

在一定强度声波的作用下, 气泡对在声场中做

非线性径向振动, 其振动相图可展示出丰富的信

息. 从不同情形下气泡的振动相图可知, 考虑次级

声辐射对邻近气泡作用的延迟效应后, 气泡的振动

相位和幅值均可能发生变化. 由于气泡受迫振动相

关的次级声辐射延迟效应与气泡受迫振动频率成

正比, 当驱动声波频率较低时, 次级声辐射延迟效

应的影响几乎可忽略, 因此, 主要分析频率 500 kHz

以上超声波作用下气泡振动行为的变化规律. 本文

数值计算所取各参量值如下: 驱动声压幅值 0.5 atm

(1 atm =1.013 × 105 Pa), 驱动声波频率 515 kHz,

液体密度 998 kg/m3, 液体黏滞系数 0. 001 Pa·s,

液体表面张力为 0. 0725 N/m, 泡内气体多方指数

为 1.4. 主要考察驱动声波频率、驱动压力幅值、气

泡间距, 两气泡平衡半径比等因素对气泡声响应的

影响. 

3.1    声辐射延迟效应对气泡振动行为的
影响

R10 = 2 R20 = 2R10

20R10

为考察次级声辐射的延迟效应对气泡振动行

为的影响, 利用 Mathmatica软件对 (1)式进行数

值分析, 取平衡半径    μm和   的

气泡对, 气泡间距为   , 当驱动声压幅值分别

为 0.5, 1.0 atm和 1.5 atm时, 气泡 1振动相图如

图 1(a)—图 1(c)所示, 气泡 2振动相图如图 1(d)—

图 1(f)所示. 结果表明, 驱动声波压力幅值越高,

次级声辐射对气泡振动行为的影响越显著; 气泡的

初始半径越小, 延迟效应对气泡振动的影响越大.

影响气泡非线性振动行为的因素很多, 驱动声压幅

值越高, 气泡的振动越剧烈, 越容易在几个声周期

后崩溃, 形成冲击波和微射流等次级效应, 还可形

成更多的微气泡核调节空化进程. 

3.2    气泡振动幅值-频率特性分析

求解 (14)式和 (15)式可得一级近似条件下气

泡振动幅值随驱动声波频率的变化 , 如图 2(a)

所示. 对双气泡组成的系统而言, 弱非线性情形下

系统存在两个共振区, 分别在两气泡本征频率附

近. 气泡在其本征频率附近将出现强烈的非线性响

应, 表现为共振频率的偏移以及振幅的跃变, 即驱

动声波频率的微小变化可导致气泡振动振幅的大

幅变化和不稳定响应. 因此, 在共振区内, 气泡吸

收声波能力明显增强, 不稳定性也明显增强, 进而

增加系统的复杂性. 为验证一级近似条件下气泡振

幅–频率关系, 根据动力学方程 (1)式对幅值-频率

关系做数值分析, 结果见图 2(b). 对比图 2(a)与

图 2(b)发现, 一级近似条件下气泡振幅-频率变化

特征与动力学方程给出的特征基本一致. 由于气泡

间相互作用以及气泡振动非线性的影响, 共振频率

发生偏移, 在两共振区内均出现非主共振气泡的小
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幅共振峰, 且小幅共振峰值均在主共振气泡峰值的

左侧, 但两种分析得到的峰值频率稍有差别, 主要

原因在于理论分析过程中取一级近似抑制了气泡

振动的某些非线性特征, 图 2(b)显示双泡振动系

统存在次谐频共振现象. 随着驱动声波压力幅值的

增加, 气泡将做强非线性振动, 气泡振幅幅值-频率

在低频区的响应将更加复杂, 在低频区更容易激励

气泡的大振幅振动, 如图 3所示. 对比考虑气泡间

相互作用相关的次级声辐射延迟效应影响的各曲

线发现, 除共振区外, 一般情况下次级声辐射的延

迟效应对气泡非线性振动幅值影响不大.

图 4给出的数值分析结果表明, 平衡半径在
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图 1    驱动压力幅值分别为 1.5, 1.0和 0.5 atm时气泡径向振动相图　其中图 (a)−(c)为气泡 1的振动相图, 图 (d)−(f)为气泡 2

的振动相图

Fig. 1. Radial vibration phase diagram at 1.5, 1.0, 0.5 atm driving pressure amplitude for bubble 1 (a)−(c) and bubble 2 (d)−(f). 
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图 2    气泡振动幅值-驱动频率响应关系对比　(a) 理论分析; (b) 数值分析 (bubble 1, 3 μm, bubble 2, 5 μm, 驱动声波压力幅值

pa = 0.1 atm)

Fig. 2. Comparison the responding relationship between vibration amplitude and driving frequency: (a) Theoretical analysis; (b) nu-

merical analysis, where the diameter of the bubble 1 is 3 μm and the bubble 2 is 5 μm, the amplitude of driving pressure is pa = 0.1 atm. 
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R10

2—10 μm间的气泡具有较强的声响应能力, 即在

同样的驱动声波条件和液体环境中, 气泡能够获得

较大径向振动振幅, 且平衡半径接近 3 μm的气泡

能够在较宽的频率范围内有较好的声响应. 为探究

气泡平衡半径变化对气泡间相互作用的影响, 保持

两气泡平衡半径比为 5/3, 分析平衡半径   在

1—30 μm间变化时气泡在驱动声波强度为 0.5 atm

和 500 kHz的振动幅值变化规律. 驱动声波频率

500 kHz对应的线性气泡共振半径约为 6.25 μm,

两气泡的响应曲线均在线性共振半径处出现共振

峰; 此外, 在平衡半径为 3.58 μm处出现次共振峰,

此为非线性振动气泡的倍频共振现象. 对比两气泡

响应曲线可以看出, 在考虑次级声辐射影响后, 发

生相互作用的两不同平衡半径气泡构成的系统中

小气泡振幅-平衡半径曲线的主共振峰受到一定程

度的抑制, 次共振峰得到加强, 对相对尺度较大的

气泡而言, 其两次共振峰值影响不大, 几乎可以忽

略不计.

通过对耦合振动双气泡系统的幅值-频率以及

幅值-平衡半径响应分析看出,平衡半径约为 3 μm

的小气泡更容易激发非线性振动, 但其非线性振动

幅度在一定程度也受到大气泡的抑制, 此抑制与彼

此间次级声辐射导致的相互作用有关. 在考虑延迟

效应影响后, 彼此间的次级耦合受到气泡间距的影

响, 因此, 对气泡振幅随距离变化关系进行了数值

分析, 如图 5所示. 当气泡间距离较小时, 气泡间
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图 3    气泡振动幅值与驱动频率的关系　(a) pa = 0.5 atm; (b) pa = 1 atm (bubble 1, 3 μm; bubble 2, 5 μm)

Fig. 3. Vibration amplitude vs. driving frequency: (a) pa = 0. 5 atm; (b) pa = 1 atm, where the diameter of the bubble 1 is 3 μm,

the bubble 2 is 5 μm. 
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图 4    气泡振动幅值随初始半径变化曲线　(a)气泡 1; (b)气泡 2

Fig. 4. Curves of vibration amplitude with initial radius: (a) Bubble 1, (b) bubble 2. 
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的相互作用强, 小气泡振动受到的抑制也强. 随着

距离的增加, 小气泡振动振幅先减小后增大, 最后

趋于单气泡在声场中的受迫振动幅值, 大气泡振动

幅值有先增加后减小并趋于定值的趋势, 说明气泡

间距超过一定距离后彼此间的相互作用可忽略不

计. 经估计, 平衡半径分别为 3 μm和 5 μm的气泡

间的有效相互作用距离小于 30 μm.

R10

R20

R10

R20/R10

1 < R20/R10 < 2

气泡间的耦合振动还受到初始半径比的影响.

图 6给出了平衡半径  = 3 μm的气泡 1与不同

平衡半径   的气泡 2相互作用的振动幅值变化

趋势, 驱动声波频率为气泡   的线性共振频率.

随着比值  的增大, 气泡 1的振动幅值先减

小后逐步小幅起伏变化, 两气泡的平衡半径越接

近, 气泡振动耦合作用越强; 在  的

范围内, 气泡 1的振动受抑制程度逐渐增加; 在比

R20/R10 > 2

R20/R10 > 2

值   的范围内, 气泡 2平衡半径的变化

对气泡 1振动幅值的扰动相对较小. 对气泡 2而

言, 其振动幅值先增加后减小并逐步过渡到小幅起

伏区, 除耦合作用较强的峰值区外, 其声响应变化

趋势与单气泡基本一致. 气泡在声场中平衡半径会

随着液体中溶解气体浓度变化有发生变化, 但从本

文数值分析结果可以看出, 当  时, 弱非

线性条件下其平衡半径变化不会大幅增加对气泡 1

的抑制作用.

事实上, 气泡的非线性声响应影响因素很多,

驱动声波压力幅值、频率以及气泡大小是决定性因

素, 首先频率和气泡大小决定了声场中能够有共振

现象发生, 驱动声波压力幅值则影响声响应的强

弱, 如图 7所示. 从图 7(a)可以看出, 初始半径相

同的两气泡在频率为其线性共振频率的声波驱动
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图 5    气泡间距对气泡声响应的影响

Fig. 5. Influence  of  bubble  distance  on  sound  response  of

bubbles. 
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Fig. 6. Influence of bubble equilibrium radius ratio. 

 

0 0.5 1.0 1.5 2.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8
(a) (b)

Driving pressure amplitude/atm

0 0.5 1.0 1.5 2.0

Driving pressure amplitude/atm

A
m

p
li
tu

d
e
 a


 




0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

A
m

p
li
tu

d
e
 a


 




a

a

a with time delay
a with time delay

a

a

a with time delay
a with time delay
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R10 = R20 = 3 μm R10 = 3 μm R20 = 5 μmFig. 7. Effects of driving pressure: (a)   ; (b)   ,  . 
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R10 = 3

R10 = 5

1.0 atm < pa < 1.5 atm

下当驱动压力幅值超过 0.5 atm后将显示出较强

的非线性特征, 次级声辐射延迟效应的影响也表现

得更为显著; 驱动声波压力幅值影响可分为三个区

域, 当 pa < 0.5 atm时, 压力幅值增加, 气泡振幅

也随之增加, 二者间的变化率也缓慢增加; 当 0.5 atm

< pa < 0.7 atm时, 压力幅值变化将引起气泡振幅

较大变化; 当 pa > 0.7 atm, 随着驱动压力幅值增

加气泡振幅进入起伏变化区, 表明在此区域内气泡

振动具有强非线性, 极小的扰动可能引起气泡状态

的变化. 从图 7(b)可以看出, 当两平衡半径不同的

气泡在声波作用下耦合振动时, 小气泡 (   μm)

的振动将受到抑制, 但由于驱动声波频率等于小气

泡的自然振动频率, 故小气泡为共振气泡, 仍有较

强的声响应, 但是其振幅随驱动声波压力幅值增加

的速率变慢, 共振气泡振幅-驱动声波幅值变化的

趋势和双共振气泡幅值的变化一致; 双气泡系统中

大气泡 (   μm)在该条件下振幅增加的趋势

相对平缓, 声响应状态相对较弱, 但是由于耦合作

用的影响, 在共振气泡振幅变化率较大的区域内

(  ), 大气泡幅值有小幅减小

的情况发生, 表明系统在声耦合时存在一定程度的

此消彼长的情形. 

3.3    气泡非线性振动相位特征

x1a ⩽ x2a

x1a ⩾ x2a

0.27ω10 ω10

ω < ω10 ω > ω10

Sugita 和 Toshihiko[22] 在分析平衡半径等大

的气泡组成双气泡振子系统在共振频率附近的弱

非线性声响应时发现存在四种模式: 等幅同相振

动、等幅反相振动、局域同相振动模式 ( 

或   ), 展示了平衡半径有微小差异时双泡

振子系统在共振频率附近声响应的幅值和相位变

化特征. 实际上, 声场中的气泡尺寸分布范围较大,

仅分析等大的双泡振子系统是不够的, 因此, 本文

在一级近似条件下分析了黏性液体中双泡振动系

统的相位特征, 发现两气泡振动相位差在系统共振

频率两侧有跃变现象, 如图 8所示, 与 Sugita和

Toshihiko的分析结论一致. 本文中, 气泡 1振动

初相位为 j1, 气泡 2振动初相位为 0, 驱动力振动

初相位为 j, 两气泡的振动相位差可用 j1 表示. 双

泡系统存在两共振频率, 对由 3 μm和 10 μm气泡

组成的双泡系统, 共振频率约为   和   . 从

驱动力相位变化看, 对气泡 R10 = 3 μm 而言, 当

 时, 气泡 1与驱动力相位相同, 当  

时, 可近似认为气泡 1与驱动力相位相反. 对气泡

(0.27ω10, ω10)

π

(0.27ω10, ω10)

R20 = 10 μm而言, 在区间  内, 气泡 2

相位落后   , 其他频率范围内, 其振动几乎和驱动

力同步. 随着驱动频率的增加, 两气泡保持一定的

相位差振动, 相位差大小与驱动声波频率、驱动声

波 强 度 以 及 液 体 黏 性 等 因 素 有 关 . 在 区 间

 内, 两气泡几乎反相振动; 但在其他

区域内, 总体上看, 平衡半径 3 μm的气泡 1的振

动超前于平衡半径 10 μm的气泡 2. 

4   结　论

基于双气泡系统耦合振动方程, 考虑声波作用

下振动气泡次级声辐射延迟效应的影响, 通过微扰

法分析了平衡半径不同的双气泡系统的非线性声

响应. 从数值分析结果可看出, 微扰法的一级近似

解可近似表征系统声响应的振幅和相位的变化趋

势和大致规律. 同时, 基于非线性振动方程分析了

驱动声波频率、气泡平衡半径、气泡间距、气泡平

衡半径比值以及驱动压力幅值等因素对气泡声响

应振幅的影响. 结果表明, 气泡在声波驱动下其振

动可表现出明显的非线性特征甚至过渡到混沌状

态. 次级声辐射的延迟效应只在共振区内对气泡的

耦合振动幅值有影响, 其他区域可忽略不计. 但当

驱动声波频率处在两气泡非线性共振频率之间时,

耦合振动气泡在声波作用下可出现反相振动现象.

一般应用环境下, 超声波与气泡之间能量交换环境

为多气泡体系, 体系内气泡间耦合将非常复杂, 因

此, 通常情况下简化为特定模型, 如双泡、球状泡
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R10 = 3 μm图 8    气泡振动相位随频率变化　(a)  气泡初

相位 j1; (b)驱动力振动初相位 j

R10 = 3 μm
Fig. 8. Oscillation  phase  varies  with  frequency:  (a)  Initial

phase j1 of  ; (b) initial phase j of driving force. 
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群等研究气泡间耦合相互作用, 双气泡体系的声响

应研究对认识多气泡体系的声响应具有非常重要

的研究意义, 可为超声波作用下气泡参与的超声治

疗、超声诊断以及超声清洗等应用提供理论基础.
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Nonlinear acoustic response of two bubble oscillators*
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Abstract

It  is  of  great  importance  to  investigate  the  dynamics  of  the  multiple  bubble  system  for  revealing  the

mechanism of cavitation. Because of the secondary radiation of the oscillating bubbles, the coupled vibration of

neighboring bubbles arises. Previous studies have reported that time delays appear to be more important when

the coupled bubbles are close to each other. In this paper, we investigate the acoustical response of two bubble

oscillators theoretically and numerically. Firstly, we modify the dynamic model equation by use of Taylor series

being accurate up to terms of second order in radial displacement of bubbles. Based on the perturbation theory,

the eigenmodes of the coupled-bubble system are analyzed, and two different resonant frequencies are obtained.

Secondly, the effects of time delays on the coupled oscillation are analyzed numerically by use of phase diagram.

When  bubbles  are  driven  by  low-intensity  ultrasound,  we  can  neglect  the  effect  of  the  time  delay  for  the

coupled-bubble  system.  Thirdly,  the  theoretical  and  numerical  curve  of  amplitude  versus  frequency  are

compared with each other. There are two peaks on each curve on which present are two resonant regions. The

relative  position  of  the  resonant  peaks  of  the  two  bubbles  in  each  region  is  similar  for  the  two  analytical

methods. Finally, the effect of equivalent radius of bubble, equivalent radius ratio, bubble center distance, and

driving pressure amplitude on the radial motion are numerically explored. With the increase of the intensity of

the acoustic wave, the resonant peaks shift toward the low-frequency region. The coupled oscillation of the two

bubbles of different radii could be intensified when these conditions are satisfied, such as resonant driving, equal

radius, and the range of center distance smaller than 10R10. We can observe a transition phenomenon and out-

of-phase  fluctuation  of  the  bubble  oscillation  in  the  strong  coupling  region.  Therefore,  bubbles  play  an

important role of energy translator in the ultrasound applications.

Keywords: two bubble oscillators, nonlinear resonance, coupled oscillation, acoustic response
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