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多格点相互作用对横向磁场作用下 XY 型
自旋链中非平衡态热力学性质的影响*

贺志 1)2)†    余敏 2)    王琼 2)

1) (洞庭湖生态经济区建设与发展湖南省协同创新中心, 常德　415000)

2) (湖南文理学院数理学院, 常德　415000)

(2019 年 4 月 10日收到; 2019 年 9 月 1日收到修改稿)

近年来, 封闭系统中非平衡热力学性质, 特别是自旋链中经过一个淬火过程后的平衡热力学性质已经成

为了量子热力学研究中的一个热点之一. 研究了横向磁场作用下含 XZX+YZY型三体相互作用的 XY自旋

链中的非平衡态热力学性质 . 具体考虑了当 XY型链中横向外磁场发生一个突变 (淬火 )时链中 XZX+

YZY三格点相互作用分别对淬火过程中产生的平均功、功涨落和不可逆熵产生等热力学量的影响. 研究显

示: XZX+YZY三格点相互作用可能对平均功的增加起正面作用和负面作用, 关键取决于初始外磁场强度的

取值. 接着, 还发现: 通过调节 XZX+YZY三格点相互作用强度可以很有效地抑制功涨落. 最后, 考虑了不可

逆熵产生在不同 XZX+YZY三格点相互作用下随外磁场强度的变化关系, 结果发现: 不可逆熵产生在临界磁

场附近会出现特殊的尖峰特征, 并且尖峰值随 XZX+YZY三格点相互作用的增加有不断减少的趋势, 同时给

出了相应的物理解释.
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1   引　言

随着基于超冷原子体系 [1−3] 的实验研究取得

了一系列的重要进展, 人们重新对封闭系统中非平

衡热力学的研究产生了浓厚的兴趣. 特别地, 一些

普适的量子涨落关系如 Jarzynski等式 [4]、Tasaki-

Crooks关系 [5,6] 的提出, 极大地促进了非平衡热力

学在理论 [7−11] 和实验 [12−16] 上的发展. 而利用突然

改变系统参数 (淬火)手段, 是实现非平衡过程的

一种重要方式. 近年来, 研究量子多体系统如自旋

链中经过一个淬火过程后的非平衡热力学性质迅

速成为了一个热点课题. Silva[17] 研究了横向伊辛

模型中发生一个淬火过程时功的统计性质, 发现了

功分布会在临界磁场表现奇异性. Dorner等 [18] 研

究了横向伊辛模型中包括平均功和不可逆熵产生

等量子热力学量, 并给出了热力学量的精确表达

式. Bayocboc和 Paraan[19] 研究了一般 XY型自旋

链模型中功分布涨落以及不可逆熵产生等量子热

力学量在不同各向异性参数下随外磁场变化关系.

Zhong和 Tong[20] 研究了 XZY–YZX三格点相互

作用对 XY型自旋链模型中平均功和不可逆熵产

生等量子热力学量的影响 .  Wang等 [21] 研究了

Dzyaloshinsky-Moriya  (DM)相互作用对 XY型

自旋链模型中平均功、功涨落以及不可逆熵产生等

的影响. Xu等 [22] 研究了量子相干性对功的统计性
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质的影响. 我们注意到, 自旋链系统中除了平时考

虑 的 近 邻 两 格 点 相 互 作 用 外 , 可 能 还 存 在

XZY–YZX型和 XZX+YZY 型三格点相互作用.

Roger等 [23] 研究发现了三格点相互作用能用来描

述固态 3He的磁性机制. Titvinidze和 Japaridze[24]

研究了 XZX+YZY型三格点相互作用对推广的

XY自旋链模型中相图的影响. Cheng和 Liu[25, 26]

分别研究了 XZY–YZX三格点相互作用对两量子

比特与各自 XY自旋链相互作用模型中的量子纠

缠, 以及 XZX+YZY型三格点相互作用对 XY自

旋链模型中量子相变的影响 .  Lian[27] 研究了

XZX+YZY三格点相互作用对一个量子比特系统

与 XY自旋链耦合模型中 Loschmidt echo (LE)

演化的影响. Shan[28] 研究了 XZX+YZY三格点相

互作用对 XY自旋链系统中的几何相位与量子相

变的影响 . 郗玉兴等 [29] 研究了 XZX+YZY和

XZY–YZX 三格点相互作用对 XXZ自旋链模型中

隐形传态量子的影响.

从以上研究的结果看, 虽然 XZY–YZX三格

点相互作用 [20] 和 DM相互作用 [21] 在一个淬火过

程中的非平衡量子热力学性质的影响已经分别被

人们研究. 但到目前为止, 还未见到关于 XZX+

YZY三格点相互作用对于一个淬火的 XY自旋链

模型中非平衡量子热力学的影响的研究报道. 另

外 , 据我们所知 : XZY–YZX三格点相互作用 [20]

和 DM相互作用 [21] 在 XY自旋链模型中所起的作

用只体现在能谱中, 它们同由波戈留波夫变换决定

的本征态是无关的. 然而, XZX+YZY型三格点相

互作用在 XY旋链模型中的作用不仅体现在能谱

中, 也同由波戈留波夫变换决定的本征态密切相

关 [26−28]. 它们之间的这个显著区别是促使本文研

究的主要初衷之一 . 因此 , 本文研究了 XZX +

YZY三格点相互作用对于一个淬火的 XY自旋链

模型中平均功、功涨落和不可逆熵产生等量子热力

学量的影响. 研究发现: XZX+YZY三格点相互作

用可能对 XY自旋链淬火过程中平均功的增加起

正面作用和负面作用, 关键取决于初始外磁场强度

的取值. 另外也发现: 通过调节 XZX + YZY三格

点相互作用强度可以很有效地抑制淬火过程中的

功涨落. 总之, 本文获得的结果对进一步研究淬火

过程中的非平衡态热力学有一定的借鉴意义. 本文

结构安排如下: 在第 2节简要介绍了非平衡态热力

学中的一些重要物理量, 如功分布、平均功、功涨

落、不可逆熵产生等的定义; 在第 3节中给出了研

究的理论模型及其精确解; 第 4节是数值模拟结果

的理论分析和讨论; 第 5节对文中获得的结果做了

简要总结和展望. 

2   非平衡态热力学: 平均功、功涨落
和不可逆熵产生

λ (t)

H (λ (t))

λ (t ⩽ 0) = λ0

β = 1/T

本节简要地介绍在非平衡态热力学中一些重

要的概念和公式, 如平均功、功涨落、不可逆熵产

生等. 这里考虑一个量子系统的动力学, 它由一个

含有外界控制参数 (或者叫功参数)  的哈密顿

量   来决定. 假设对于一个固定的功参数

 , 系统最初与一个热库 (温度为

 )被制备在一个热平衡态, 即系统的初态

就可以用吉布斯热平衡态来表示为 

ρG (λ) :=
e−βH(λ)

Z (λ)
, (1)

Z (λ) := Tr
[
e−βH(λ)]

λ0 → λτ t = 0 → t = τ)

H (λ0)=
∑

n εn (λ0) |n⟩ ⟨n|→

H(λτ ) =
∑

m ε′m(λτ ) |m⟩ ⟨m| |n⟩ (|m⟩) εn (ε
′
m)

W ⟨W ⟩
⟨W ⟩ = Tr [ρW ]

λ0 → λτ

P (W ) P (W )

其中配分函数  . 当系统的功参

数从   (对应时间  变化时, 系统

哈密顿量的改变对应有 

 , 其中  ,  

分别表示系统初始 (末时)哈密顿量的本征态和本

征值. 这里值得注意的是, 根据文献 [7]给出的结

果: 功   不是一个可观察量. 那么, 其平均功  

不能通过常用的计算公式如  来计算,

而要通过所谓的功分布来计算. 考虑到功参数从

 变化的过程中所作的功 W 可以通过先后

完成两次能量投影测量来定义 [7], 且两次能量投影

测量具有量子统计性质, 所以, 一般用所谓的功分

布  来表示功 W. 功分布  有定义如下 [7]: 

P (W ) =
∑
n,m

p0np
τ
m|nδ [W−(ε′m (λτ )−εn (λ0))] , (2)

p0n = e−βεn(λ0)/Z (λ0)

|n⟩

εn(λ0) pτm|n = |⟨m|U (τ, 0) |n⟩|2

U (τ, 0) = T̄ exp
{
−i/ℏ

∫ τ

0

H (λ (t))

}
T̄

τ

|m⟩ ε′m (λτ )

其中   表示对系统最初热平衡

态进行第一次投影测量 (用本征基矢  )获得能量

本征值为  的概率; 而 

表示在第一次投影测量基础上系统经过幺正演化

   (  为时序算

符), 在时刻   进行第二次投影测量 (用本征基矢

 )获得能量本征值为  的概率. 一般地, 采

用方程 (2)所示的功分布做傅里叶变换得到的特
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征函数来讨论较为方便. 为此, 功分布的特征函数

通过下列方式定义: 

χ (u) =

∫
dW eiuWP (W )

= Tr
[
U † (τ, 0) eiuH(λτ )U (τ, 0) e−iuH(λ0)ρG (λ0)

]
.

(3)

⟨Wn⟩ =
∫

WnP (W ) dW = (−i)n ∂n
uχ (u) |u=0

Kn = (−i)n ∂n
u ln [χ (u)] |u=0

⟨W ⟩ Σ2 =⟨
W 2

⟩
− ⟨W ⟩2

一 方 面 , 由 功 的 第 n 阶 量 的 平 均 计 算 公 式

 以 及

累积量   的定义可知: 平

均功   及功的方差 (也被称为功涨落 ) 

 能表示成
 

⟨W ⟩ = −i∂uχ (u) |u=0 ,

Σ2 = (−i)2 ∂2
u ln [χ (u)] |u=0 . (4)

⟨W ⟩ ⩾ ∆F

∆F

⟨W ⟩ ∆F

⟨W ⟩ = ⟨Wirr⟩+∆F ⟨Wirr⟩
⟨Wirr⟩ = ⟨W ⟩−

∆F ∆Sirr

另一方面, 方程 (2)中功分布的量子统计本质

允许我们将热力学第二定律重新改写为  ,

其中  表示系统自由能的增量. 如果要将这个不

等式写成等式, 则  和  之间存在这样的关系:

 , 其中   被称为平均不可逆

功 . 这样可以得到平均不可逆功  

 . 进一步, 所谓的不可逆熵产生  被定义为 [4]
 

∆Sirr = β ⟨Wirr⟩ = β (⟨W ⟩ −∆F ) . (5)

∆Sirr

∆Sirr

特别地, 不可逆熵产生   是非平衡态过程中不

可逆性的一个度量方式. 值得指出的是, 不可逆熵

产生  也可等价地用一个给定时刻的密度算符

与一个假设的吉布斯热平衡态之间的量子相对熵

来表示 [30]: 

∆Sirr = S [ρ (t) ∥ρG (λt) ] , (6)

S (ρ ∥ρ∗ ) = Tr (ρ log ρ− ρ log ρ∗)

ρ ρ∗

∆Sirr

其中  表示任意两个

态   和   之间的相对熵. 特别地, 文献 [18, 30, 31]

研究表明: 当系统的哈密顿量在外界因素作用下经

历一个突然改变 (淬火)时, 这个淬火过程中产生

的不可逆熵产生  能表示成淬火之前和淬火之

后对应的吉布斯热平衡态之间的距离: 

∆Sirr = S [ρG (λ0) ∥ρG (λτ ) ] . (7)
 

3   理论模型及其精确解

本文将考虑一个一维带有 XZX + YZY三格

点相互作用的各向异性 XY自旋链系统模型. 该模

型对应的哈密顿量可表示成 [24,26−28]
 

H = −
N∑
i=1

[(
1 + γ

2
σx
i σ

x
i+1 +

1− γ

2
σy
i σ

y
i+1 + λσz

i

)

− α

2

(
σx
i σ

z
i+1σ

x
i+2 + σy

i σ
z
i+1σ

y
i+2

) ]
, (8)

σk
i (k = x, y, z) γ

λ

α

γ λ α

其中参数 N 表示整个自旋链的格点数 , 参数

 表示著名的 3个泡利矩阵, 参数  表

示在 XY 平面中任意两个自旋粒子之间相互作用

的各向异性参数, 参数  表示施加在每个自旋粒子

上的横向磁场强度, 以及   表示 XZX+YZY 型三

格点相互作用强度. 在 XY自旋链系统模型中三格

点相互作用可形象用图 1来表示. 原则上, 可以研

究当方程 (8)中  ,   ,   三个参数中任意一个参数

发生一个突变时的非平衡态热力学性质. 然而, 考

虑到施加在自旋粒子上的横向外磁场比较容易操

控. 所以, 本文仅讨论当横向外磁场发生一个突变

时方程 (8)所示模型中的非平衡态热力学性质.

方程 (8)所示的哈密顿量可通过著名的

Jordan-Wigner变换、傅里叶变换和波戈留波夫变

换被对角化 [26−28,32]. 首先通过 Jordan-Wigner

变换可以将自旋粒子映射为一维无自旋费米子, 它

们之间的算符关系通过如下方式联系: 

σ+
i =

∏
j<i

(
1− 2c+j cj

)
c+i ,

σ−
i =

∏
j<i

(
1− 2c+j cj

)
cl, σz

i = 1− 2c+i ci. (9)

σ+
i

(
σ−
i

)
c+i

(
c−i

)
Ai = c+i + ci Bi = c+i − ci

这里   代表自旋粒子的上升 (下降)算符 ,

 代表费米算符 . 进一步 , 如果引入算符

 ,    , 那么自旋粒子所对应

的泡利算符能写成 

σx
i = Ai

∏
j<i

(AjBj),

σy
i = −iBi

∏
j<i

(AjBj), σz
i = AiBi. (10)

这样, 方程 (8)中的哈密顿量被转换成 

 

i+1

i+2i

图 1    带有 XZX+ YZY三格点相互作用的 XY自旋链系

统模型的示意图 [24]

Fig. 1. Schematic representation of the structure of the XY

model with XZX + YZY three site interaction[24]. 
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H = −
N∑
i=1

[
γ
(
c+i c

+
i+1 + cici+1

)
+
(
c+i ci+1 + cic

+
i+1

)
+ λ

(
1− 2c+i ci

)
+ α

(
c+i+2ci + c+i ci+2

)]
. (11)

ci =
(
1/
√
N
)∑

k dke
i2πki/N

dk = µkηk + iνkη†−k (µk = cos (θk/2) ,

νk = sin (θk/2))

接下来, 对方程 (11)右边按顺序分别做傅里

叶变换如   , 以及波戈

留波夫变换如 

 后, 方程 (5)中的哈密顿量能化成

对角化的形式 

H =
∑
k

Λk

(
η†kηk − 1

2

)
, (12)

其中能谱 

Λk = 2

[(
λ− cos

2πk
N

−α cos
4πk
N

)2

+γ2sin2
2πk
N

]1/2

,

(13)

并且 

tan θk = γ sin
2πk
N

/(
λ− cos

2πk
N

− α cos
4πk
N

)
,

(14)

k=−(N−1)/2, · · · , (N−1)/2

α = 0

且对于一个偶数 N,     .

明显地, 当考虑  , 能谱

Λk = 2

[(
λ− cos

2πk
N

)2

+ γ2sin2
2πk
N

]1/2

 

退化成没有考虑 XZX+YZY 三格点相互作用的

XY型自旋链的能谱 [18,33,34].

t = 0 λ0 τ λτ

Z (λ0)

本文考虑一个淬火过程, 即在 XY型自旋链

中 , 通过外界的控制给自旋粒子的磁场从开始

 时的  经过一个极小的时间  突然改变到 

的过程. 假设自旋链系统最初处在吉布斯热平衡态

如方程 (1)所示, 那么不难得到对应的配分函数

 有 

Z (λ0) = 2N
∏
k

cosh (βΛk (λ0) /2)

= 2N
∏
k>0

cosh2 (βΛk (λ0) /2). (15)

τ

Hτ =
∑

k
Λk(λ̃τ )×(

η̃†kη̃k − 1/2
)

τ{
η̃†k, η̃k

}
t = 0

{
η†k, ηk

}
采用类似于上面的对角化程序, 那么在  时刻自旋

链系统的哈密顿量有对角化形式 

 . 明 显 地 , 在 时 刻   的 费 米 算 符

 和在开始  的费米算符  是不相

同的, 然而它们之间关系可通过下列方式得到. 首

先考虑到波戈留波夫变换 

dk = µkηk + iνkη†−k,

d†−k = µkη
†
−k + iνkηk, (16)

µk = cos (θk/2) , νk = sin (θk/2))式中  , 可得到 

µkηk + iνkη†−k = µ̃kηk + iν̃kη̃†−k.

µkη
†
−k + iνkηk = µ̃kη̃

†
−k + iν̃kη̃k, (17)

µ̃k = cos(θ̃k/2), ν̃k = sin(θ̃k/2)

×µ̃k ×(−iν̃k)

其中   . 然后, 由方程

(16)中第一式   + 第二式  得到 

η̃k = (µkµ̃k + νkν̃k) ηk − i (ν̃kµk − µ̃kνk) η
†
−k

= cos (ϕk) ηk − i sin (ϕk) η
†
−k, (18)

ϕk =
(
θ̃k − θk

)
/2 η̃−k =

cos (ϕk) η−k + i sin (ϕk) η
†
k

其中   . 类似地 , 也可得到  

 . 实际上, 自旋链系统对

角化的哈密顿量方程 (12)也可等价地写成 

H =
∑
k

Λk

(
η†kηk − 1

2

)

=
∑
k>0

Λk

(
η†kηk + η†−kη−k − 1

)
=

∑
k>0

Λk (nk + n−k − 1) =
∑
k>0

Hk, (19)

nk = η†kηk n−k = η†−kη−k

|nk, n−k⟩ (n±k = 0, 1) Hk

其中   和   是粒子数算符. 这

样  就是  的能量本征态.

η̃−k=cos (ϕk) η−k+ i sin (ϕk) η
†
k

H0
k Hτ

k

根据方程 (18)与    ,

能将  和  的能量本征态之间的关系表示成 

|0k, 0−k⟩ = cos (ϕk)
∣∣0̃k, 0̃−k

⟩
+ i sin (ϕk)

∣∣1̃k, 1̃−k

⟩
,

|0k, 1−k⟩ =
∣∣0̃k, 1̃−k

⟩
, |1k, 0−k⟩ =

∣∣1̃k, 0̃−k

⟩
,

|1k, 1−k⟩ = −i sin (ϕk)
∣∣0̃k, 0̃−k

⟩
+ cos (ϕk)

∣∣1̃k, 1̃−k

⟩
.

(20)

U (τ, 0)

由于本文考虑的是系统的哈密顿量经历一个淬火

过程 (意味着系统还来不及演化), 所以自旋链系统

自身演化的幺正算符   为一个单位算符, 这

样功分布的特征函数如方程 (3)能简化为 

χ (u) =
1

Z (λ0)
Tr

[
eiuH

τ

e−iuH0
e−βH0

]
. (21)

这里 

Hτ =
∑

k>0
H̃τ

k =
∑

k>0
Λ̃k

(
η̃†kη̃k + η̃†−kη̃−k − 1

)
,

H0 =
∑

k>0
Hτ

k =
∑

k>0
Λk

(
η†kηk + η†−kη−k − 1

)
.

利用方程 (20), 方程 (21)所示功分布的特征函数

能够被获得: 
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χ (u) =
1

Z (λ0)

∏
k>0

∑
n=0,1

e−(iu+β)[Λk(nk+n−k+1)]⟨nk, n−k|eiu[Λ̃k(ñk+ñ−k+1)] |nk, n−k⟩

=
1

Z(λ0)

∏
k<0

{
e(iu+β)Λk [e−iuΛ̃kcos2(φk)+eiuΛ̃ksin2(φk)]+e−(iu+β)Λk [e−iuΛ̃ksin2(φk)+eiuΛ̃kcos2(φk)]

}
. (22)

根据已有对于研究量子伊辛模型 [18] 和 XY型自旋

链模型 [19,20] 的研究结果可知, 一旦功分布的特征

函数的表达式已知, 不难证明著名的 Jarazynski

等式 [4] 以及 Tasaki-Crooks关系 [5,6] 都是成立的 .

只是本文考虑的模型与他们研究的模型稍有不同,

而实际的证明过程是相同的, 这里为了避免重复,

证明过程在此省略.

⟨W ⟩ Σ2

进一步, 根据方程 (4)中平均功及功涨落的定

义, 本文考虑的模型中的平均功   和功涨落  

能被获得精确的表达式: 

 

⟨W ⟩ = −i
dχ (u)

du

∣∣∣u=0 =
1

Z (λ0)

{
Tr

[
H (λτ ) e−βH(λ0)

]
− Tr

[
H (λ0) e−βH(λ0)

]}
=

∑
k>0

[Λk (λ0)− Λk (λτ ) cos (2ϕk)] tanh [βΛk (λ0) /2]

=
∑
k>0

[2 (λ0 − λτ ) cos (θk)] tanh [βΛk (λ0) /2]

=
∑
k>0

[2 (λ0 − λτ ) cos (θk)]
sinh [βΛk (λ0)]

cosh [βΛk (λ0)] + 1
, (23)

 

Σ2 =
∑
k>0

4 (λ0 − λτ )
2 {cosh2 [βΛk (λ0)] + cosh [βΛk (λ0)]− sinh2 [βΛk (λ0)] cos2 (φk)

}
(cosh [βΛk (λ0)] + 1)

2 . (24)

又根据著名的 Jarazynski等式 [4]
  ⟨

e−βW
⟩
=

Z (λτ )

Z (λ0)
= e−β∆F , (25)

能获得 

−β∆F = ln
[
Z (λτ )

Z (λ0)

]
=
∑
k

ln
cosh[βΛk (λτ )/2]

cosh[βΛk (λ0)/2]
. (26)

这样不可逆熵产生如方程 (5)能退化成 

∆Sirr = β ⟨W ⟩+
∑
k

ln
cosh

[
βΛ̃k (λτ )/2

]
cosh [βΛk (λ0)/2]

= β ⟨W ⟩+
∑
k>0

ln
cosh2

[
βΛ̃k (λτ )/2

]
cosh2 [βΛk (λ0)/2]

= β ⟨W ⟩+
∑
k>0

ln
cosh

[
βΛ̃ (λτ )

]
+ 1

cosh [βΛ (λ0)] + 1
. (27)

⟨W ⟩ Σ2

∆Sirr

δλ = λτ − λ0 λ0

δλ γ β ⟨W ⟩

明显地, 平均功   如方程 (23)、功涨落   如方

程 (24)以及不可逆熵产生   如方程 (27)这三

个 重 要 热 力 学 量 与 外 磁 场 强 度 的 改 变 量

 和初始外磁场强度   是密切相关的.

下面选定了一些参数如  ,   ,    和 N, 研究  ,

Σ2 ∆Sirr α

λ0

 以及   随 XZX+YZY 三格点相互作用   和

初始外磁场强度  的变化关系.
 

4   分析与讨论

⟨W ⟩ Σ2

∆Sirr

当有了平均功   如方程 (23)、功涨落   如

方程 (24)以及不可逆熵产生   如方程 (27)的

精确表达式, 就可以具体研究模型中 XZX+YZY

三格点相互作用对它们的影响.
 

⟨W ⟩ Σ2

4.1    XZX+YZY 三格点相互作用对平均功
 及功涨落  的影响

⟨W ⟩

Σ2 α

λ0

⟨W ⟩
α

λ0

(α = 0.0, 0.2, 0.6) ⟨W ⟩

根据方程 (23)和 (24), 分别画了平均功  

和功涨落  在不同的三格点相互作用强度  和各

向异性参数下随初始外磁场强度   的变化如图 2

和如图 3所示. 首先从图 2显示的平均功  在不

同的 XZX+YZY 三格点相互作用强度  和各向异

性参数下随初始外磁场强度  的变化关系可以得

到如下 3点结论. 1) 对于各种 XZX+YZY 三格点

相互作用强度   , 平均功   随初
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λ0

λ0c

λ0 > λ0c

⟨W ⟩
α

⟨W ⟩ λ0 < λ0c

⟨W ⟩
α

⟨W ⟩

λ0 λ0 = 0.5, 1 ⟨W ⟩
α λ0 = 0.5

⟨W ⟩ α

λ0 = 1 ⟨W ⟩ α

始外磁场强度  的改变呈现单调递减到一个共同

的稳定值的变化关系, 如此类似的关系也存在于其

他自旋链模型如带有DM相互作用XY自旋链中 [21].

2) 这里存在一个临界的初始外磁场强度   , 当

 时 ,  XZX+YZY三格点相互作用对平均

功   的增加起着一个正面的作用 , 即随着

XZX+YZY三格点相互作用强度  的增加, 平均功

 也单调地增加; 而当   时, XZX+YZY

三格点相互作用对平均功   的增加起着一个负

面的作用, 即随着三格点相互作用强度   的增加,

平均功  会单调地减少. 为了更细致地阐明上述

关系, 在图 2(a)的内插图中分别给出了对于不同

的   值 (如   )平均功   随三格点相互

作用强度  的变化. 明显地, 当选择  时, 平

均功  随  的增加而单调地减少 (见图 2(a)内插

图中的实线); 当选择  时, 平均功  随  的

增加而单调地增加 (见图 2(a)内插图中的虚线). 总

之, 图 2(a)的内插图中曲线的变化趋势同前面所

λ0c

⟨W ⟩
0 ⩽ λ0 ⩽ 2

⟨W ⟩

⟨W ⟩
λ0

得到的结果是完全符合的. 我们注意到, 这一结果

不同于文献 [21]研究的带有 DM相互作用 XY自

旋链中 DM相互作用对平均功的影响. 在文献 [21]

中, Wang等发现: 在初始外磁场强度  所取范围

内 (同本文中所取范围是相同的), DM相互作用对

平均功  的增加总是起着一个正面的作用, 即在

 范围内, 随着 DM相互作用强度的增加,

平均功   也单调地增加 . 之所以本文考虑的

XZX+YZY三格点相互作用同 DM相互作用对相

同 XY型自旋链模型中平均功的影响有区别是因

为: DM相互作用产生的效果只体现在能谱中 [21],

而相应能量本征态与 DM相互作用是无关的. 而

本文考虑的 XZX+YZY 三格点相互作用产生的效

果不仅体现在如方程 (13)的能谱中, 而且也体现

在相应的能量本征态 (14)中. 另外, 图 2(b)也显

示了类似的变化规律. 因此, 在本文考虑的模型中,

XZX + YZY三格点相互作用对平均功   是起

正面作用还是负面作用, 与初始外磁场强度   的
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⟨W ⟩ α γ λ0 γ = 0.1 γ = 0.8

β = 100 δλ = λτ − λ0 = 0.01 N = 5000

图 2    平均功   在不同的三格点相互作用强度   和各向异性参数    下随初始外磁场强度   的变化　(a)  ; (b)  ;

其他的参数被设定为   ,   ,  

⟨W ⟩ Σ2 λ0 α γ = 0.1

γ = 0.8 β = 100 δλ = λτ − λ0 = 0.01 N = 5000

Fig. 2. Averaged  work      and  work  distribution  fluctuation      as  a  function  of      under  various      for      (a)  and

  (b). Other parameters are   ,    and   . 
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(b)
=0
=0.2
=0.6

Σ2 α γ λ0 γ = 0.1 γ = 0.8

β = 100 δλ = λτ − λ0 = 0.01 N = 5000

图 3    功涨落   对于不同的三格点相互作用强度   和各向异性参数   随初始外磁场强度   的变化　(a)  ; (b)  ;

其他的参数被设定为   ,   ,  

Σ2 λ0 α γ = 0.1 γ = 0.8

β = 100, δλ = λτ − λ0 = 0.01 N = 5000

Fig. 3. Work  fluctuation      as  a  function  of      under  various      for      (a)  and      (b).  Other  parameters  are

     and   . 
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γ

α ⟨W ⟩
取值密切相关. 3) 随着各向异性参数  越大, 三格

点相互作用强度  对平均功  的影响就越小 (比

较图 2(a)和图 2(b)).

α γ Σ2

Σ2

α γ

λ0

α

Σ2

α = 0

Σ2

Σ2

λ0

λ0

α = 0.2, 0.6 Σ2

Σ2

Σ2

α = 0

λ = λc = 1

Σ2

λ = λc = 1 + α

⟨W ⟩
λ0c

γ

Σ2 λ0

接下来, 进一步研究 XZX+YZY三格点相互

作用强度  和各向异性参数  对功涨落  的影响.

具体给出了功涨落   对于不同的 XZX+YZY三

格点相互作用强度  和各向异性参数  随初始外磁

场强度   的变化, 如图 3所示. 通过观察图 3(a)

和图 3(b), 可以发现一些有兴趣的结果: 1)明显

地, 通过调节三格点相互作用强度  可以很有效地

抑制功涨落   (如短划线与点线). 2)当没有考虑

XZX+YZY三格点相互作用如    (如实线所

示)时, 功涨落  从开始经过一段平缓区域后突然

单调衰减. 这表示功涨落   对较小的初始外磁场

强度   是不敏感的, 而对较大的初始外磁场强度

 比较敏感 . 而当考虑了三格点相互作用如

 (如短划线和点线所示)时, 功涨落  

从一开始呈现下降到突然单调衰减. 这说明 XZX +

YZY三格点相互作用可以提高功涨落   对初始

外磁场强度的敏感度, 从而达到抑制功涨落的目

的. 3) 有没有考虑 XZX+YZY 三格点相互作用其

功涨落  出现明显衰减的临界磁场位置是不同的,

如没有考虑 XZX+YZY三格点相互作用   ,

临界磁场强度在   (如实线所示); 而当考

虑 XZX+YZY 三格点相互作用时功分布涨落  

的临界磁场强度是    (如短划线和点

线所示). 我们注意到, 这些临界磁场强度是同用著

名 Loschmidt echo (LE)的动力学敏感性来判定

伊辛自旋链模 [35]、标准的各向 XY 自旋链模型 [36]、

含有 XZX+YZY三格点相互作用的 XY自旋链模

型 [24,27] 中量子相变发生的临界磁场位置是相同的,

其原因是文中方程 (3)所示的特征函数同 LE有类

似的形式 [37]. 其实, 在图 2即平均功  随初始外

磁场强度   变化曲线中也有相同临界磁场位置,

只是没有这么明显. 4) 随着各向异性参数   的增

加, 功涨落  随初始外磁场强度  变化的趋势都

将变得更为平缓. 

∆Sirr

4.2    XZX+YZY 三格点相互作用对不可逆
熵产生  的影响

∆Sirr

最后来研究 XZX+YZY三格点相互作用对量

子热力学中一个很重要的物理量即不可逆熵产生

 的影响. 根据方程 (27), 给出了不可逆熵产生

∆Sirr

α λ0

γ = 0.1

γ =

(β = 100)

(α = 0 → 0.2 → 0.6) ∆Sirr

∆Sirr

∆Sirr

∆Sirr = S [ρG (λ0) ∥ρG (λτ ) ]

∆Sirr

α

→ → ∆Sirr

λ = λc = 1

λ = λc = 1 + α

ε

λ0 = 1− ε

λτ = 0.01 + λ0 = 0.01+ 1− ε

λ0 = α+ 1− ε

λτ = α+ 0.01 + 1− ε

∆Sirr

α

∆Sirr

α

γ ∆Sirr

λ0

 对于不同的 XZX+YZY 三格点相互作用强

度   随初始外磁场强度   的变化, 结果如图 4所

示. 其中图 4(a)对应较小的各向异性参数  

的情况; 而图 4(b)对应较大的各向异性参数  

0.8的情况 . 从图 4(a)和图 4(b)可以看到 , 在低

温下   , 对于各种三格点相互作用强度

 , 不可逆熵产生  在临界磁

场强度附近都存在一个尖峰现象, 这个尖峰的出现

能够利用一个给定时刻的密度算符与一个假设的

吉布斯热平衡态之间的量子相对熵来解释. 从方

程 (6)可知, 不可逆熵产生   等价于一个给定

时刻的密度算符与一个假设的吉布斯热平衡态之

间的量子相对熵. 特别地, 对于系统的哈密顿量经

过一个淬火过程使得哈密顿量中的参数发生一个

突变时, 不可逆熵产生   进一步简化成淬火之

前和淬火之后对应的吉布斯热平衡态之间的距离,

如方程 (7), 即   . 那么 ,

当外界横向磁场强度在其临界磁场强度附近发生

一个很小的改变时, 相应的热平衡态之间将会发生

一个显著的改变, 这样导致不可逆熵产生   在

外界磁场强度接近临界磁场强度时表现为急剧增

加或减少而形成尖峰特征. 进一步还发现, 随着

XZX+YZY三格点相互作用  的增加 (如图 4中的

实线  短划线  点线), 不可逆熵产生  出现尖

峰位置不断地降低. 这个结果能被解释如下: 没有

XZX+YZY 三格点相互作用时的临界磁场强度是

在   , 而有 XZX+YZY 三格点相互作用

时临界磁场强度是在   . 假设外磁场

强度偏离临界磁场强度一个小量   , 那么 , 没有

XZX+YZY 三格点相互作用时其淬火前的外磁场

强 度 为   , 淬 火 后 的 外 磁 场 强 度 为

   ; 而有 XZX+YZY三

格点相互作用时其淬火前的外磁场强度为

 ,  淬 火 后 的 外 界 磁 场 强 度 为

 . 通过简单的数值计算发现,

不可逆熵产生   如方程 (27)随着 XZX  +

YZY三格点相互作用强度  的增加而不断地减少.

这样导致了不可逆熵产生  的尖峰位置随三格

点相互作用  的增加不断地降低的特征. 最后, 比

较图 4(a)和图 4(b), 明显可看出, 随着各向异性参

数   的增加, 不可逆熵产生   随初始外磁场强

度  呈现更平缓的变化趋势. 
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5   结　论

λ0

∆Sirr

β = 100 β

考虑了 XZX+YZY三格点相互作用对 XY自

旋链中当横向磁场发生一个突然改变时的平均功、

功涨落、不可逆熵产生等量子热力学量的影响. 通

过解析求解和数值模拟, 发现了一些很有兴趣的结

果. 1) XZX+YZY三格点相互作用可能对平均功

的增加起正面作用和负面作用, 与初始外磁场强度

 的取值密切相关. 2) 通过调节 XZX+YZY三格

点相互作用强度可以很有效地抑制功涨落. 这一结

论同文献 [21]对于 DM相互作用对 XY型自旋链

模型中功分布的影响是相同的, 即通过调节 DM

相互作用强度可以很有效地抑制功涨落. 3) 不可

逆熵产生在临界磁场附近会出现特殊的尖峰特征,

并且尖峰值随 XZX+YZY三格点相互作用的增加

有不断减少的趋势. 进一步, 利用对于一个突然淬

火的物理过程, 不可逆熵产生   能表示成淬火

之前和淬火之后对应的吉布斯态之间的距离 (方

程 (7)), 且对不可逆熵产生在临界磁场附近会出现

尖峰特征可以进行合理的物理解释. 这里需要指出

的是 , 文中获得的相关结果是在低温条件即

 的条件下获得的. 至于在高温条件, 即  较

小下 XZX+YZY三格点相互作用对平均功、功涨

落以及不可逆熵产生的影响与文中在低温条件给

出的结果是否有很大的差别, 这值得今后进一步研

究. 总之, 本文获得的结果, 将在淬火非平衡量子

热力学领域的相关研究中有一定的理论指导意义.
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图  4    不可逆熵产生   对于不同的三格点相互作用强度   和各向异性参数   随初始外磁场强度   的变化　 (a)  ;

(b)  ; 其他的参数被设定为   ,   ,  

∆Sirr λ0 α γ = 0.1 γ = 0.8

β = 100 δλ = λτ − λ0 = 0.01 N = 5000

Fig. 4. Irreversible entropy production     as a function of     under various     for     (a) and     (b). Other para-

meters are   ,    and   . 
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Abstract

In recent years, the property of nonequilibrium thermodynamics in closed system, especially in spin chain

system undergoing a quenching process, has become one of the hot topics in the quantum thermodynamics. The

nonequilibrium  thermodynamic  properties  of  XY  spin  chain  with  XZX  +  YZY  type  of  three-site  interaction

under  a  transverse  field  are  studied  by  considering  an  exactly  solvable  model.  First  we  review  some  basic

concepts, i.e., the work distribution, the averaged work, the fluctuation of work, and the irreversible entropy in

the  nonequilibrium  thermodynamics,  and  give  the  theoretical  model  and  its  solutions.  Then,  we  concretely

discuss the effects of the three-site interaction of XZX + YZY type on the average work, the fluctuation of work

and the irreversible entropy in the extended XY chain undergoing a quench process. The theoretical calculation

and  numerical  simulation  show that  the  three-site  interaction  of  XZX + YZY type  may  play  a  positive  and

negative role in the increase of the averaged work, which depends on the strength of initial external magnetic

field.  Moreover,  we also find that work fluctuation can be effectively suppressed by adjusting the intensity of

XZX + YZY three-site interaction. Finally, it is found that the irreversible entropy production presents a sharp

peak characteristic near the critical magnetic field, and the value of the peak sharp decreases with the increase

of XZX + YZY three-site interaction. Simultaneously, the corresponding physical explanations are also given. In

a word, the results given in present paper may increasingly arouse one’s interest in the nonequilibrium quantum

thermodynamics.

Keywords: XY spin chain with multisite interaction, averaged work, fluctuation of work, irreversible entropy
production
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