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椭球颗粒材料在水平转筒内混合特性的
超二次曲面离散元分析*

王嗣强    季顺迎†

(大连理工大学, 工业装备结构分析国家重点实验室, 大连　116023)

(2019 年 7 月 13日收到; 2019 年 8 月 12日收到修改稿)

转筒中的颗粒流广泛存在于工业生产中, 颗粒形状是影响颗粒流动的重要因素. 本文基于超二次曲面方

程描述球体和椭球颗粒的几何形态, 采用离散元方法对水平转筒中颗粒物质的流动和混合特性进行数值分

析, 并与椭球混合过程的实验结果进行对比验证. 在此基础之上, 进一步研究了圆筒转速、颗粒填充分数和颗

粒长宽比对混合率的影响规律. 计算结果表明: 颗粒材料的混合率随着转速的增加或填充分数的减小而增加.

在相同转速和填充分数下, 椭球颗粒的混合率高于球形颗粒. 同时, 长宽比为 0.75和 1.5时椭球颗粒具有最高

的混合率. 当长宽比小于 0.75时, 混合率随着长宽比的增加而增加; 当长宽比大于 1.5时, 混合率随着长宽比

的增加而减小. 此外, 椭球颗粒出现更明显的速度分层现象. 颗粒长宽比改变颗粒间的接触模式和系统的密

集度, 增加了颗粒系统的平动而限制了转动, 在一定程度上提高了外部能量向颗粒系统转化的效率.
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1   引　言

颗粒流是由大量离散固体颗粒组成, 区别于传

统流体介质的一种复杂流动 [1,2]. 在外界激励下, 颗

粒物质表现出类似固态或液态的物理力学特性, 并

在一定条件下相互转化, 是颗粒介质类固-液相变

的宏观表现 [3,4]. 颗粒间摩擦和非弹性碰撞可有效

地衰减系统能量, 从而引起非平衡相变的特殊转化

规律 [5,6]. 颗粒在流动过程中重新排列, 毗邻颗粒相

互接触形成强度迥异的力链网络, 进而改变系统的

流动状态 [7,8]. 转筒内颗粒流的数值模拟是研究颗

粒流动的重要手段之一, 其混合特性的机理研究对

颗粒材料在工业生产和设计中的应用具有参考价

值 [9,10].

离散单元法 (discrete element method, DEM)

是由 Cundall 和 Strack[11] 提出, 并已成为模拟颗

粒流物理特性并解决相关工程问题的重要工具 [12].

目前, 水平转筒中颗粒材料的流动和混合特性研究

主要通过对混合指数、持续时间和颗粒温度等讨论

不同旋转速度、方向、尺寸以及颗粒系统的填充分

数、弹性模量、摩擦系数等因素的影响 [13−16]. 实验

结果表明: 颗粒摩擦和圆筒转速显著影响转筒内颗

粒流的动力特性, 并且随着摩擦系数和转速的增

加, 颗粒系统的动态休止角随之增加 [17]. 进一步考

虑容器形状对混合率的影响, 结果表明在不同填充

分数下 4叶混合器具有更好的混合效果 [18]. 然而,

大量实验和数值模拟主要集中于球形颗粒, 而对旋

转圆筒内非球形颗粒流的研究则相对较少 [19]. 此

外, 自然界或工业中普遍是由非球形颗粒组成的复

杂体系, 其流动过程中的动力学行为与球形颗粒具

有显著差异 [20]. 同时, 球形颗粒系统得到的宏观和
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细观物理力学特性难以简单地推广到非球形颗粒

系统 [21].

为合理地描述非球形颗粒形状, 基于粘结或镶

嵌的组合颗粒单元 [22]、基于几何拓扑的多面体单

元 [23]、基于 Minknowski Sum理论的扩展多面体

单元 [24]、基于连续函数包络的超二次曲面单元 [25]、

基于球谐函数拟合的星形颗粒单元 [26] 等不同的构

造方法不断发展和完善. 通过 SIPHPM方法模拟

多面体颗粒在二维旋转圆筒内的混合行为 [27], 结

果表明: 与球形颗粒相比, 三角形、四边形和六边

形颗粒具有更高的混合度. 采用超二次曲面方程构

造椭球和杆状颗粒, 研究不同长宽比对非球形颗粒

系统混合过程的影响 [28,29]. 结果表明: 高长宽比颗

粒的主轴方向基本平行于颗粒的流动方向. 此外,

采用球形镶嵌单元和平面-柱面组合单元模拟圆柱

体颗粒的流动过程并与实验和理论结果进行对比,

发现不同颗粒形状的构造方法显著影响颗粒流的

动力学行为 [30]. 因此, 本文采用超二次曲面单元构

造不同长宽比的椭球颗粒, 并通过非线性迭代方法

计算单元间的接触力, 进而模拟椭球颗粒在转筒中

的流动和混合行为.

本文基于连续函数包络的超二次曲面方程构

造不同长宽比的椭球颗粒, 采用 DEM建立不同颗

粒形状填充的颗粒床在水平转筒作用下的数值模

型, 并通过椭球颗粒混合过程的实验结果 [31] 对数

值模型进行验证. 在不同转动速度、填充分数和颗

粒长宽比下, 通过对 Lacey混合指数以及混合率的

计算, 探讨颗粒形状对颗粒材料混合特性的影响规

律, 并通过颗粒系统的平动和转动动能揭示非球形

颗粒混合特性的内在机理. 

2   椭球颗粒的离散元方法

针对椭球颗粒单元的几何特点, 这里采用基于

连续函数包络的超二次曲面方程描述颗粒的几何

形态, 并采用相应的非线性接触模型计算单元间的

接触作用, 对旋转圆筒内椭球颗粒流的混合过程进

行数值模拟. 

2.1    基于超二次曲面方程的椭球单元

超二次曲面方程是数学意义上描述非球形颗

粒的普遍方法, 并由二次曲面方程经扩展得到的函

数形式 [32]: 

(∣∣∣x
a

∣∣∣n2

+
∣∣∣y
b

∣∣∣n2
)n1/n2

+
∣∣∣z
c

∣∣∣n1

− 1 = 0, (1)

式中, a, b 和 c 分别表示颗粒沿主轴方向的半轴长,

n1 和 n2 表示颗粒表面的尖锐度参数. 当参数满足

n1 = n2 = 2时, 该方程可以构造球体或椭球颗粒.

图 1显示在超二次曲面方程中改变不同的半轴长

得到不同的球体或椭球单元模型. 

2.2    椭球单元间的接触搜索算法

由于椭球单元是通过超二次曲面方程进行构

造, 因此单元间的接触判断方法主要采用超二次曲

面单元的求解方法 [28]. 考虑将单元间最短距离的

优化问题转化为求解四元非线性方程组进行求解,

并通过牛顿迭代算法计算单元间的重叠量 [33]. 因

此, 四元非线性方程组可表示为 [34]
  {

∇Fi (X) + µ2∇Fj (X) = 0,

Fi (X)− Fj (X) = 0,
(2)

X = (x, y, z)
T ∇F (X)式中   ,    表示超二次曲面方程

的一阶导函数, µ2 表示两个颗粒单元间的外法向

平行且方向相反, 下标 i 和 j 分别表示单元 i 和 j.

这里, 牛顿迭代公式可表示为 [35]
  (

∇2Fi (X) + µ2∇2Fj (X) 2µ∇Fj (X)

∇Fi (X)−∇Fj (X) 0

)(dX

dµ

)

= −

(
∇Fi (X) + µ2∇Fj (X)

Fi (X)− Fj (X)

)
, (3)

X(k+1)=X(k)+dX, µ(k+1)=µ(k)+dµ,∇2F (X)

Fi (X0) < 0 Fj (X0) < 0

n = ∇Fi (X0) /

∥∇Fi (X0)∥ n = −∇Fj (X0) / ∥∇Fj (X0)∥
Xi = X0 + αn

Xj = X0 + βn

式中   

表示超二次曲面方程的二阶导函数. 如果中间点

X0 满足  且   , 则表明两个颗

粒单元发生接触, 接触法向定义为 

 或  , 如图 2

所示. 颗粒表面点 Xi 和 Xj 满足:   

和  , 这里未知参数 a 和 b 可通过非

 

(c)(b)(a)

图 1    球体和椭球的超二次曲面离散元模型　(a) a = b =

2c; (b) a = b = c; (c) a = b = 0.5c

Fig. 1. Super-quadric  discrete  element  model  of  spherical

and  ellipsoidal  elements:  (a)  a =  b =  2c;  (b)  a =  b =  c;

(c) a = b = 0.5c. 
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α(k+1) = α(k) − f(X
(k)
i )

∇f(X
(k)
i ) · n

β(k+1)=β(k)−
f(X

(k)
j )

∇f(X
(k)
j ) · n

δn = Xi −Xj

线性牛顿迭代数值求解:  

和   . 因此, 法向重叠量

可表述为  .
 

2.3    椭球单元间的非线性接触模型

椭球颗粒间的接触力 F主要是由法向力

Fn 和切向力 Fs 组成, 并考虑法向力和切向力不通

过单元形心引起的力矩Mn 和Ms 以及由单元间

发生相对转动时滚动摩擦引起的力矩Mr
[36,37]. 颗

粒间的法向力主要由弹性力 Fcn 和黏滞力 Fdn 组

成, 可分别表示为: 

Fcn =
4

3
E∗

√
R∗δ

3
2
n , (4)

 

Fdn = Cn

√
8m∗E∗

√
R∗δn · vn,ij , (5)

E∗ =
E

2 (1−ν2)
R∗=

Ri ·Rj

Ri+Rj
m∗=

mi ·mj

mi+mj
式中,   ,   ,   .

E, n 和 m 为颗粒的杨氏模量、泊松比和质量 ;

Cn 和 vn, ij 分别为法向阻尼系数和颗粒间的法向相

对速度; R 为单元局部接触点处的曲率半径, 可表

示为: R = 1/Kmean. 其中, Kmean 为接触点处的局

部平均曲率, 可写作 [38]: 

Kmean

=

(
∇FT · ∇2F · ∇F−|∇F |2

(
∂2F

∂x2
+
∂2F

∂y2
+
∂2F

∂z2

))
2|∇F |3

.

(6)

单元间的切向接触力主要有弹性力 Fcs 和黏

滞力 Fds 组成, 同时考虑基于Mohr-Coulomb摩擦

定律. 则切向弹性力 Fcs 为 

Fcs=µs|Fcn|
(
1−(1−min(δt, δt,max)/δt,max)

3
2

)
· δt
|δt|

, (7)

δt,max =式中µs 为滑动摩擦系数, dt 为切向重叠量,  

µs (2− ν) /2 (1− ν) · δn .

单元间的切向黏滞力 Fds 可表示为 

Fds = Ct

√
6µsm∗ |Fcn|

√
1−min (δt, δt,max)/δt,max·vt,ij ,

(8)

式中 Ct 为切向黏滞系数, vt,ij 为单元间切向相对

速度.

当单元间发生相对转动时, 由滚动摩擦引起的

力矩Mr 可表示为 

Mr = µrRi |Fn| ω̂ij , (9)

ω̂ij

ω̂ij = ωij/ |ωij |
式中, µr 为滚动摩擦系数,   为单位相对转速, 可

表示为  . 

3   椭球颗粒材料混合过程的实验验证

为验证椭球离散元计算模型的可靠性, 这里分

别对转速 wr 为 20 r/min和 40 r/min的扁长形颗

粒混合过程进行数值模拟, 并与文献 [31]的实验结

果进行对比. 离散元模拟中水平转筒的内径 D0 为

200 mm, 长 L0 为 20 mm. 椭球颗粒的函数参数满

足: 2a = 2b = 5 mm, 2c = 10 mm, n1 = n2 = 2,

主要的离散元计算参数列于表 1中. 同时, Lacey

混合指数被用于计算转筒中颗粒材料的混合度, 可

表示为 [39]
 

M = (S2
0 − S2)/(S2

0 − S2
r ), (10)

S2
0 S2

r

S2
0 = p (1− p) S2

r =

p (1− p) /N

式中,   和  分别为颗粒系统完全分离和完全混

合 时 的 方 差 , 可 表 示 为   和  

 . p 为颗粒系统内一种颗粒所占的百分

比; N 为一个样本内颗粒的平均数量; S2 为当前混

合状态的方差. 考虑转筒上部没有颗粒, 因此采用

加权的方法准确计算圆筒内颗粒材料的混合指数 [40].

总计 1000个椭球颗粒在圆筒容器中考虑单元

的随机位置和角度并在重力作用下实现堆积. 当容

器内颗粒无相对运动时, 圆筒开始旋转并将离散元

模拟的数值结果与实验结果 [31] 进行对比, 如图 3(a)

所示. 同时, 将不同转速 wr 下的 Lacey混合指数进

行对比, 如图 3(b)和图 3(c)所示. 可以发现, 随着

转筒圈数的增加, 红色和蓝色颗粒呈螺旋形进行混

合, 且混合指数逐渐增加并最终达到稳定. 尽管离

散元计算的数值结果与实验结果存在一定的偏差,

但在一定程度上可以很好地反映椭球颗粒的流动

过程和混合特性 , 同时表明基于超二次曲面

DEM模型的有效性. 

 

Fi(X0)＜0
Fj(X0)＜0

Xj

Xi

X0 n

图 2    超二次曲面单元间的接触检测

Fig. 2. Contact detection between super-quadric particles. 
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4   转动速度与长宽比对混合率的影响

颗粒形状、填充分数和圆筒转速是影响颗粒材

料混合特性的重要因素. 这里, 水平转筒的内径

D0 为 200 mm, 长 L0 为 50 mm, 并且在 z 方向施

加周期性边界条件, 如图 4(a)所示. 采用超二次曲

面方程构造不同长宽比的椭球颗粒, 函数参数满

足: s = c/a(=b)且 s∈[0.25, 3.0], 如图 4(b)所示.

不同形态的颗粒具有相同的质量, 且等体积球体半

径为 2 mm, 颗粒数量为 10000个. 颗粒间的摩擦

系数µs = 0.65, 颗粒与筒壁间的摩擦系数µws =
0.85, 阻尼系数 Cn = Ct = 0.1, 其余计算参数列于

表 1中. 

4.1    颗粒材料混合过程的离散元模拟

图 5(a)和图 5(b)显示长宽比 s = 3.0时椭球

颗粒在 wr = 20 r/min和 40 r/min下的混合过程.

可以发现, 红色和蓝色颗粒的流动呈螺旋状并出现

明显的分层现象. 随着转动圈数的增加, 这个现象

逐渐消失并且红色和蓝色颗粒基本均匀地分布在

圆筒内. 同时, 靠近圆筒的颗粒被连续提升并流动

至自由表面, 并在重力作用下呈现 S形流动图案.

随着转动速度的增加, 颗粒混合速度变快且靠近圆

筒的颗粒被提升的高度增加, 并最终引起更显著

的 S形图案. 图 5(a), 图 5(c)和图 5(d)显示当 wr =

20 r/min时长宽比 s = 3.0, 1.0和 0.5的椭球和球

体颗粒在不同时刻下的混合过程. 可以发现, 在相

 

0 1 2 3 4 5

转动圈数

L
a
c
e
y
混

合
指

数

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0

(b)

实验结果

DEM计算结果

0 1 2 3 4 5

转动圈数

L
a
c
e
y
混

合
指

数

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0

(c)

实验结果

DEM计算结果

实验结果

DEM模拟结果

初始状态 转动1圈 转动2圈

(a)

图  3    不同转动圈数下颗粒混合过程的实验结果 [31] 和离散元数值结果的对比　 (a) wr = 20 r/min的流动图案 ;  (b) wr =
20 r/min的 Lacey混合指数; (c) wr = 40 r/min的 Lacey混合指数

Fig. 3. Comparison  of  mixing  process  between  experiment  results[31]  and  DEM  simulation  results  at  different  rotating  speeds:

(a) Mixing pattern at 20 r/min; (b) Lacey mixing index at 20 r/min; (c) Lacey mixing index at 40 r/min. 

表 1    椭球颗粒离散元模拟的主要计算参数
Table 1.    DEM simulation parameters of ellipsoids.

参数 符号 单位 数值 参数 符号 单位 数值

弹性模量 E GPa 1.0 颗粒间摩擦系数 µs — 0.3

泊松比 n — 0.3 法向阻尼系数 Cn — 0.05

颗粒密度 r kg/m3 1150.0 切向阻尼系数 Ct — 0.05

颗粒与圆筒的摩擦系数 µws — 0.9 时间步长 dt s 1 × 10–6
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同转速下, 椭球颗粒相比球形颗粒更快地达到均匀

混合状态. 下面将进一步通过改变转动速度和颗粒

长宽比来定量分析颗粒流动性能的差异.
 

4.2    转动速度对混合率的影响

初始时刻下红色和蓝色颗粒完全分离, 即初始

混合指数 I0 为 0. 当圆筒转动充足时间后, 颗粒系

统最终达到完全混合状态, 即最终混合指数 If 为

1. 对于球体或椭球颗粒, Lacey混合指数随时间的

变化过程可以通过积分函数进行拟合, 该函数可表

示为 [41]
 

I (t) = I0 + (If − I0)G (Rmt) , (11)

G (Rmt) G (x) =

2/
√
π
∫ x

0

e−x2

dx

式中 ,    是积分函数 , 可表示为  

 . 这里, Rm 是混合率, 可通过拟合

DEM模拟数据得到. 图 6(a)和图 6(b)所示为长

宽比 s = 0.5和 3.0的椭球颗粒的 Lacey混合指数

随时间的变化过程. 其中, 实线表示采用 (11) 式对

模拟数据进行拟合的结果. 可以发现, 对于不同长

宽比的椭球颗粒, Lacey混合指数最终保持稳定并

趋近于 1. 同时, (11) 式可以较好地反映颗粒系统

混合指数的变化. 因此, 这里对球体和长宽比 s =

0.5和 3.0的椭球颗粒在不同转速下的混合率进行
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图 4    三维水平圆筒的离散元数值模型 (a)和不同长宽比的椭球模型 (b)

Fig. 4. Schematic diagram of three-dimensional horizontal drum simulated by DEM model (a) and examples of ellipsoids with differ-

ent aspect ratios (b). 
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图 5    旋转速度和颗粒长宽比对混合过程的影响　(a) wr = 20 r/min的椭球颗粒 (s = 3.0); (b) wr = 40 r/min的椭球颗粒 (s =
3.0); (c) wr = 20 r/min的球体颗粒 (s = 1.0); (d) wr = 20 r/min的椭球颗粒 (s = 0.5)

Fig. 5. The influence of rotating speed and aspect ratio on the mixing process: (a) Ellipsoids (s = 3.0) at 20 r/min; (b) ellipsoids
(s = 3.0) at 40 r/min; (c) sphere (s = 1.0) at 20 r/min; (d) ellipsoids (s = 0.5) at 20 r/min. 
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比较, 如图 6(c)所示. 可以发现, 随着转速的增加,

颗粒混合速率随之增加. 在相同转速下, 椭球颗粒

的混合率高于球形颗粒. 同时, 椭球颗粒的长宽比

显著影响颗粒系统的混合率.
 

4.3    颗粒填充分数对混合率的影响

颗粒填充分数 Ψ 是指颗粒材料总体积与转筒

体积的百分比 , 这里分别取圆筒内径 D0 = 200,

220, 240, 280和 320 mm, 进而对球体和椭球颗粒

的混合率随填充分数在 8%—22%范围内的变化关

系进行离散元分析, 如图 7所示. 可以发现, 随着

填充分数的增加, 球体和椭球颗粒的混合率都逐渐

降低. 这主要是由于靠近转筒的颗粒数目随着转筒

内径的增加而增加, 从而提高了外部能量通过颗粒

与转筒间的摩擦向颗粒系统转化的效率, 这在一定

程度上加快了颗粒的运动和混合行为. 此外, 在相

同填充分数下, 椭球颗粒的混合率高于球形颗粒.

颗粒长宽比对混合率的影响为主要因素, 而填充分

数对混合率的影响为次要因素. 下面将进一步通过

改变颗粒长宽比来定量分析颗粒材料混合性能的

差异. 

4.4    颗粒长宽比对混合率的影响

图 8(a)显示 wr = 30 r/min和 50 r/min时椭

球颗粒的混合率随长宽比的变化. 可以发现, 球体

具有最低的混合率, 而椭球在长宽比 s = 0.75和

1.5时具有最高的混合率. 当长宽比小于 0.75时,

混合率随着长宽比的增加而增加; 当长宽比大于

1.5时, 混合率随着长宽比的增加而减小. 这主要

是由于颗粒系统的混合过程紧密联系于颗粒间堆

积和接触状态, 紧密的面-面接触和有序的堆积结

构具有更好的混合效果 [27]. 然而, 颗粒长宽比显著

影响颗粒间的接触模式和紧密堆积程度, 如图 8(b)

所示. 其中, C0 为椭球颗粒系统的初始密集度. 可

以发现, 球形颗粒的体积分数最低, 而椭球在长宽

比 s = 0.75和 1.5时具有最高的体积分数, 并且体

积分数随长宽比的变化规律与文献 [42,43]中基本

一致. 颗粒长宽比减小了椭球间的空隙, 并形成排

列紧密的颗粒系统, 这增加了非球形颗粒间的接触
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图 6    旋转速度和颗粒形状对 Lacey混合指数和混合率的

影响　 (a) 椭球颗粒 (s = 0.5);  (b)  椭球颗粒 (s = 3.0);
(c) 混合率

Fig. 6. The influence of rotating speed and particle shape on

the Lacey mixing index and mixing rate: (a) Ellipsoids (s = 0.5);
(b) ellipsoids (s = 3.0); (c) mixing rate. 
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图  7    wr = 30 r/min时椭球和球形颗粒的混合率随填充
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Fig. 7. Mixing  rate  of  the  ellipsoid  and  spherical  particles

varies with the fill level at wr = 30 r/min. 
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时间, 并在一定程度上提高了外部能量通过颗粒间

的摩擦和非弹性碰撞向颗粒系统转化的效率. 

5   颗粒材料在混合过程中的动能分
布特性

 

5.1    颗粒系统的速度分布

水平转筒通过颗粒间的摩擦和互锁效应将外

部能量转化为颗粒系统自身的动能, 进而驱动或加

速颗粒的运动和混合. 图 9显示球体和长宽比 s =

0.5和 3.0的椭球在不同转速下颗粒系统的速度分

布. 可以发现, 颗粒系统被分为三部分: 靠近圆筒

的流动层、颗粒床中间的静态层和颗粒床表面的滑

动层. 同时, 随着转速的增加或球形向非球形的转

变, 这种颗粒速度的分层现象变得更加显著. 一般

而言, 与球形颗粒相比, 非球形颗粒更容易被圆筒

提升, 这使得颗粒床呈现更明显的 S形状. 同时,

非球形颗粒床表面的颗粒具有更高的滑动速度, 其

流动层和滑动层的相对面积增加, 而处于中间的静

态层面积减小, 这表明整个颗粒系统具有更高的动能. 

5.2    颗粒系统的平动和转动动能

图 10显示球体和椭球颗粒在不同转速下的平

动动能 Et 和转动动能 Er 随时间的变化关系. 可以
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图 8    wr = 30 r/min时椭球颗粒的混合率和初始体积分数的变化　(a)混合率; (b)初始密集度

Fig. 8. Mixing rate and initial packing fraction under various aspect ratios at 30 r/min: (a) Mixing rate; (b) initial packing fraction. 
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图 9    不同转速下球体和椭球颗粒的速度分布　(a) 椭球 (s = 0.5); (b) 球体 (s = 1.0); (c) 椭球 (s = 3.0)

Fig. 9. The velocity profiles of granular bed for differently shaped particles: (a) Ellipsoids (s = 0.5); (b) spheres (s = 1.0); (c) ellip-
soids (s = 3.0). 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 68, No. 23 (2019)    234501

234501-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


发现, 当圆筒开始旋转时, 颗粒系统从初始堆积状

态到混合状态需要吸收更多的动能, 并且椭球颗粒

系统吸收的动能高于球形颗粒系统. 这主要是由于

椭球颗粒间具有更紧密的接触模式和互锁效应, 从

而形成更稳定的堆积结构. 因此, 促使椭球颗粒系

统开始流动需要更多的动能 . 当转动时间大于

3 s时, 椭球颗粒系统基本进入稳定流动和混合状

态. 然而, 球形颗粒系统的平动动能随时间的变化

具有较大的波动性. 这主要是由于球形颗粒间更容

易发生相对滑动或滚动, 这不利于外部能量向颗粒

系统的连续转化. 此外, 随着转速的增加, 颗粒系

统的平动和转动动能都随之增加.

为进一步比较颗粒形状对系统动能的影响, 这

里将 3—10 s内颗粒系统的平动和转动动能取平

均值, 并分别统计转速为 30 r/min和 50 r/min下

球体和椭球颗粒系统的平均动能 Et*和 Er*, 如图 11

所示. 可以发现, 在相同转速下, 椭球颗粒系统的

平动动能高于球形颗粒系统, 而转动动能低于球形

颗粒系统. 同时, 随着长宽比的增加或减小, 系统

的平动动能随之增加而转动动能随之减小. 这主要

是由于椭球颗粒在混合过程中其主轴方向基本平

行于流动方向 [28], 有利于外部能量通过颗粒间的

摩擦转化为系统自身的平动动能. 然而, 颗粒长宽

比引起的互锁效应不利于颗粒间的相对转动, 这在

一定程度上降低了外部能量转化为系统的转动

动能.
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图 10    在不同转速下球体和椭球颗粒的平动动能和转动动能随时间的变化　(a), (b) 椭球 (s = 0.5); (c), (d) 球体 (s = 1.0); (e),
(f) 椭球 (s = 3.0)

Fig. 10. Translational and rotational kinetic energy at different rotating speeds for differently shaped particles: (a), (b) Ellipsoids (s =
0.5); (c), (d) spheres (s = 1.0); (e), (f) ellipsoids (s = 3.0). 
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6   结　论

基于超二次曲面方程构造球体和椭球颗粒, 采

用离散单元法对颗粒材料在水平转筒内的流动和

混合特性进行了数值分析. 通过与椭球颗粒混合过

程的实验结果进行对比验证, 表明基于超二次曲面

模型的离散元方法适用于分析椭球颗粒流的混合

特性. 在此基础之上, 进一步研究了转动速度、填

充分数和颗粒长宽比对混合率的影响. 研究结果表

明: 颗粒材料的混合率随着圆筒转速的增加或填充

分数的减小而增加. 同时, 相比表面光滑的球形颗

粒, 椭球颗粒具有更高的混合率. 长宽比 s = 0.75

和 1.5时椭球颗粒具有最高的混合率. 当长宽比小

于 0.75时, 混合率随着长宽比的增加而增加; 当长

宽比大于 1.5时, 混合率随着长宽比的增加而减小.

颗粒长宽比显著影响系统的密集度, 紧密的接触模

式和有序的堆积结构导致更高的混合率. 此外, 外

部能量通过颗粒间的摩擦和互锁效应转变为颗粒

系统自身的动能, 同时椭球颗粒出现更明显的速度

分层现象. 颗粒长宽比提高了外部能量向颗粒系统

平动动能的转化效率, 而其引起的互锁效应限制了

外部能量向系统转动动能的转化.
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图 11    wr = 30和 50 r/min时球体和椭球颗粒的平动和转动动能　 (a)平均平动动能; (b)平均转动动能

Fig. 11. Translational and rotational kinetic energy at 30 and 50 r/min for spheres and ellipsoids: (a) Average translational kinetic

energy; (b) average rotational kinetic energy. 
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Abstract

Granular  flow  in  the  drum  widely  appears  in  the  fields  of  industrial  production,  and  discrete  element

method  (DEM)  proves  to  be  a  critical  tool  for  studying  the  flow  characteristics  of  granular  materials.

Considering  simple  contact  and  efficient  calculations,  the  three-dimensional  spheres  are  originally  adopted  by

the  DEM.  Therefore,  the  DEM  simulations  mainly  focus  on  spherical  particles,  while  the  dynamics  of  non-

spherical particles in rotating drums is relatively rarely studied. It is reported that particle shape significantly

affects the macroscopic and microscopic properties of the granular flow. Compared with spherical particles, non-

spherical  particles  have  low  fluidity  and  great  interlock.  Meanwhile,  it  is  questionable  whether  conclusions

drawn  from  spherical  particle  systems  can  be  transplanted  to  non-spherical  particle  systems.  In  this  work,

super-quadric  equations  based  on  continuous  function  representation  are  used  to  describe  the  spherical  and

ellipsoidal  particles.  Considering  the  complex  contact  detection  between  particles,  the  Newton  iteration

algorithm  is  used  to  solve  the  non-linear  equations.  Meanwhile,  a  non-linear  contact  model  considering  the

equivalent  radius  of  curvature  at  the  local  contact  point  is  used  to  calculate  the  contact  force  between  the

super-quadric elements.

To examine the validity of DEM model, we compare our simulated results with the previous experimental

results  for mixing process of  ellipsoids,  and this  method is  verified by good agreement between the simulated

results and the experimental results. According to the aforementioned method, the influences of rotating speed,

fill level, and aspect ratio on the mixing rate are discussed. The results show that the granular system reaches

the cascading regime and the S-shaped surface of the granular bed is observed. In addition, Lacey mixing index

is used to quantify the mixing of granular systems, and the mixing rate is obtained by fitting the Lacey mixing

index. The mixing rate increases as the rotating speed increases. At the same rotating speed, the mixing rate of

ellipsoids is faster than that of spheres. Meanwhile, the ellipsoidal particles have the fastest mixing rate when

the aspect ratio is 0.75 or 1.50. When the aspect ratio is less than 0.75, the mixing ratio increases as the aspect

ratio  increases;  when  the  aspect  ratio  is  greater  than  1.50,  the  mixing  ratio  decreases  as  the  aspect  ratio

increases. Moreover, more pronounced velocity stratification is observed for ellipsoids. The translational kinetic

energy  of  ellipsoidal  particles  is  higher  than  that  of  spherical  particles,  and  their  rotational  kinetic  energy  is

lower  than  that  of  spheres.  The  aspect  ratio  of  particles  can  adjust  the  contact  mode  between  particles  and

cause  the  interlock.  It  means  that  the  relative  rotation  between  particles  is  limited  and  the  efficiency  of  the

external energy transferring to the non-spherical system may be improved.
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