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空化多泡中大气泡对小气泡空化效应的影响*

清河美    那仁满都拉†

(内蒙古民族大学物理与电子信息学院, 通辽　028043)

(2019 年 8 月 5日收到; 2019 年 9 月 23日收到修改稿)

依据超声场下形成的空化多泡的形状结构, 建立了两种简化的多泡模型, 即三泡模型和五泡模型, 并利

用考虑气泡之间相互作用和液体可压缩性的非线性 Keller-Miksis方程, 数值研究了三泡和五泡模型中周围大

气泡对中间小气泡空化效应的影响. 结果表明, 在适当条件下随着周围大气泡半径的逐渐增大, 中间小气泡

会被完全抑制或会发生延迟膨胀现象. 延迟膨胀的小气泡崩溃时的泡内温度, 当周围大气泡数适当多时, 可

以高于相同初始半径的单泡泡内温度. 大小气泡之间的次 Bjerknes力在小气泡延迟膨胀时表现为先排斥后

吸引, 而正常膨胀大小气泡之间的次 Bjerknes力两次都是吸引力.

关键词：多泡模型, 延迟膨胀, 泡内温度, 次 Bjerknes力
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1   引　言

在实际声场中空化泡以空化云的形式存在于

液体中, 并且会形成不同的形状结构 [1−4]. 这些特

殊结构的形成离不开气泡之间的相互作用力, 它主

要来自于气泡之间的次 Bjerknes力 [5,6]. 因此, 在

研究多气泡体系的动力学方程中应该包含反映气

泡之间相互作用的耦合作用项. 由于双泡系统是最

简单的多泡体系, 所以人们对多泡体系的研究就从

双泡系统开始. 文献 [7]由速度势叠加原理得到双

泡的超声空化动力学方程, 并分析了水中空化泡的

线度、双泡间距、声压幅值、声波频率等因素对空

化过程的影响. 文献 [8]中研究了双泡相互作用对

气泡动力学行为及声辐射频谱的影响 . 文献 [9]

利用多气泡模型, 数值研究了液态汞中注入的氦气

泡对液态汞中小气泡空化初生的影响. 文献 [10]

在 Lighthill方程基础上建立了空化双泡溃灭时流

体中的声辐射模型, 并对双泡溃灭及其规律进行了

研究. 文献 [11]利用考虑气泡之间相互作用力的耦

合双泡动力学模型, 研究了半径不同的两个空化气

泡的空化特性. 文献 [12]对非球形气泡和球形气泡

的相互作用进行了研究, 发现非球形气泡和球形气

泡之间的相互作用距离比两个球形气泡的相互作

用距离要长的规律.

为理解气泡群的特征, 人们使用均匀模型和简

化模型, 开始对液体中一些特殊结构的气泡群进行

研究. 文献 [13]利用均匀球状泡群的耦合振动模

型, 分析了气泡的非线性声响应特征, 气泡空化效

应的增强及抑制因素. 文献 [14]假设气泡大小相

同, 建立了线状气泡链和球状气泡群的动力学模

型, 分析了气泡链和气泡群中某一气泡的运动行为

和声致发光特征. 文献 [15]联立非线性声波方程和

改进的气泡动力学方程, 分析了混合气泡体系中混

合气泡与声场的相互作用、气泡之间的相互作用以

及声信号频率特性. 文献 [16]考虑泡群内环境压力

的变化对气泡动力学行为的影响, 建立了泡群振动

动力学模型并通过数值分析, 发现了泡群内不同初
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始半径的气泡将同时崩溃现象. 文献 [17]研究了含

混合气泡液体中声波共振传播问题, 发现了含混合

气泡液体中声波的共振衰减和共振声速明显变小

的基本规律. 文献 [18]数值研究了环形声源激发声

场作用下圆盘内水的空化问题, 提出了可通过温度

调节改变液体空化阈值的一种有效方法. 文献 [19]

对超声场中气泡的振动与迁移进行分析, 建立了振

动模式选图与气泡初始半径和驱动声压之间的依

赖关系. 文献 [20]对均匀电场中气泡的运动行为进

行研究, 揭示了均匀电场对气泡碰撞、合并及上升

速度的影响.

本文根据超声场下形成的空化多泡的形状结

构, 建立两种简化多泡模型, 并利用考虑气泡之间

相互作用和液体可压缩性的非线性 Keller-Miksis

方程, 将用数值方法研究三泡和五泡模型中周围大

气泡对中间小气泡空化效应的影响. 

2   多泡模型及控制方程
 

2.1    两种多泡模型

R10

R20

在空化多泡声致发光试验中可观察到, 在超声

场下形成的空化多泡的大小是不均等的, 且在各方

面作用力的平衡下, 形成线状或团状等一些特殊稳

定结构. 文献 [14]研究了线状气泡链模型和球状气

泡群模型, 但模型中各气泡的大小都是均等的, 即

均匀气泡模型. 然而, 事实证明气泡大小的非均匀

性对气泡空化特性的影响是显著而重要的, 所以文

献 [11,12]研究了大小不同的两个气泡组成的双泡

系统. 双泡系统是最简单的多泡模型, 由于过于简

单而有时候不能反映多泡系统的一些重要空化特

性. 因此, 本文要建立由三个球形气泡组成的简单

线状模型和五个球形气泡组成的简单团状模型 (如

图 1所示). 在两种模型中忽略了各气泡的空间移

动, 即认为气泡中心位置不变并始终保持球形, 中

间小气泡的初始半径为  , 周围大气泡的初始半

径都为  , 中间小气泡与周围大气泡之间的距离

D都是  . 此模型虽也是较简单的多泡模型, 但对于

液体中人工注入几个大气泡来抑制或增强液体空

化问题 [9], 以及液体中有些小气泡融合形成几个大

气泡而影响周围小气泡的空化效应问题 [21,22] 等一

些实际问题具有重要的研究意义. 

2.2    控制方程

描述可压缩液体中互相之间有相互作用的多

气泡体系的动力学方程为 (1)式给出的修正的

Keller-Miksis方程 [9]:  (
1− Ṙi

c

)
RiR̈i +

3

2

(
1− Ṙi

3c

)
Ṙi

2

=
1

ρ

(
1 +

Ṙi

c

)
Ps,i +

Ri
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d
d t

Ps,i −
N∑

j=1,
j ̸=i

1

Dij

d(R2
j Ṙj)

d t
,

(1)
 

Ps,i = Pg(R, t)− 4ηṘi

Ri
− 2σ

Ri
− Pex(t)− P0,

(i = 1, 2, · · · , N), (2)

c ρ η σ

R Ṙ R̈

i j P0 Ps,i

Dij i j

Pex

其中   ,    ,    和   分别代表液体中的声速、液体密

度、黏滞系数和表面张力系数;    ,    和   分别表

示气泡的瞬时半径、半径变化率和速度变化率, 下

脚标表示第  个气泡和第  个气泡;   和  为环境

压强和泡壁上的压强;  表示第   个气泡和第   个

气泡中心之间的距离;   表示驱动声压. 设气泡内

的气体为氩气, 气泡内压强满足 van der Waals方程: 

Pg(R, t) =

(
P0 +

2σ

Ri0

)(
R3

i0 − h3
i

R3
i − h3

i

)γ

, (3)

hi hi =

Ri0/8.86 Ri0

其中   为 van der Waals硬核半径 , 其值为  

 ;   为气泡平衡半径. 考虑到气泡壁上的

热扩散, 温度可表示为 [23]
 

Ṫ = −(γ − 1)
3R2

i Ṙi

R3
i − h3

i

T − κgas
T − T∞

R2
i

, (4)

γ κgas

T T∞ j

i

其中  和  为气体多方指数和气体热扩散系数 [23],

 和  分别是泡内温度和环境温度. 第  个气泡对

第  个气泡的辐射压强表示为 [6]
 

Pji =
ρ

Dji
(2Ṙ2

jRj +R2
j R̈j), (5)

Dji = Dij i式中  , 则第  个气泡受到的总压强可以表

示为 

P = Pex(t) + P0 +

N∑
j=1,j ̸=i

Pji, (6)

 

R20

R10

R20
R10

D

D

图 1    三泡和五泡模型

Fig. 1. Three-bubble model and five-bubble model. 
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两个球形气泡之间的次 Bjerknes力表示为 [6]
 

FB = − ρ

4πD2
ij

⟨V̇iV̇j⟩er, (7)

⟨ ⟩ V̇i V̇j

i j FB > 0

这里“   ”表示时间平均值,    和   分别为球形气

泡   和   的体积变化率, 当   时次 Bjerknes力

为排斥力, 反之次 Bjerknes力为吸引力. 

3   大气泡对小气泡空化效应的影响

R10 = 4 μm R20

R20

R20

D = 150 μm Pex(t) = −Pa sin(2πft)

Pa=1.35 P0=1

ρ = 1000 T0 = 293 K c = 1485 σ =

η = 0.001 f = 20

在三泡和五泡模型中小气泡的初始半径都为

 , 大气泡的初始半径   从 4 µm开始

可逐渐变大, 考虑到两气泡半径之和要远小于两气

泡之间的间距, 所以在三泡模型中  计算到 40 µm,
五泡模型中  计算到 30 µm, 两气泡中心之间的距

离为  , 驱动声压为  .

计算中其他物理参数取为   atm,    atm,

   kg/m3,    ,     m/s,   

0.0725 N·m–1,    Pa·s,    kHz. 

3.1    小气泡膨胀半径的变化

R20

R1max

对于大小不同的双泡组成系统的研究已表明,

大气泡对小气泡的抑制作用是很明显的, 且随着大

气泡初始半径的增大或双泡之间距离的减小, 大气

泡对小气泡的抑制作用越来越强 [7−9]. 三泡和五泡

模型中情况是否也如此呢？ 为此本节研究了周围

大气泡和小气泡之间的距离不变时, 随着周围大气

泡初始半径的增大，中间小气泡最大膨胀半径的变

化情况 (如图 2所示). 由图 2可看出, 随着大气泡

初始半径的增大, 小气泡最大膨胀半径是“V” 字形

变化. 开始时随着大气泡初始半径   的增大, 小

气泡最大膨胀半径  逐渐减小, 但当大气泡初

Rs

Rd

R20

始半径增大到某一阈值时, 小气泡几乎不能膨胀,

被完全抑制. 随着大气泡初始半径的继续增大, 小

气泡的最大膨胀半径开始逐渐增大, 并出现延迟膨

胀现象. 为了更详地细分析上述现象, 我们绘制了图 3

和图 4. 图 3给出的是在三泡和五泡模型中各气泡

初始半径都相同的均匀气泡中中间气泡半径随时

间的变化规律, 并与单泡 (半径用  表示)和双泡

(半径用   表示)的半径变化规律进行了比较. 由

图 3和图 4可看出, 随着气泡数的增加中间气泡的

最大膨胀半径逐渐减少、崩溃时间逐渐延长, 这些

特性与文献 [13,16]给出的均匀气泡系统的变化特

性相一致. 图 4给出的是大气泡初始半径  取五

个特殊值时, 大小气泡半径和单泡的半径随时间的

变化规律, 如图 4所示. 从图 4清楚地看到, 大小

气泡的初始半径相差不大时 (图 4(a)), 它们的膨胀

是同步的, 最大膨胀半径的差别也不大, 与相同初

始半径的单泡半径变化相比差异也不大, 这是属于
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图 2    小气泡最大膨胀半径随大气泡初始半径的变化

Fig. 2. The  maximum  expansion  radius  of  small  bubbles

varies with the initial radius of large bubbles. 
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图 3    均匀气泡系统中中间气泡半径随时间的变化曲线

Fig. 3. Radius-time curves of middle bubbles in uniform bubble system. 
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图 4    气泡半径随时间的变化曲线

Fig. 4. Radius-time curves of bubbles. 
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R20 = 25 μm
R20 = 16 μm

气泡的正常膨胀. 随着大气泡初始半径的增大, 小

气泡明显受到抑制 (图 4(b)). 当三泡模型中大气

泡初始半径   , 五泡模型中大气泡初

始半径    时, 小气泡几乎被完全抑制

(图 4(c)). 随着大气泡初始半径的继续增大, 小气

泡又开始膨胀起来 (图 4(d)和图 4(e)). 但这时小

气泡的膨胀与正常膨胀 (如图 4(a))不同, 小气泡

是在大气泡膨胀最大时开始膨胀并与大气泡几乎

同时塌缩, 因此称之为延迟膨胀. 小气泡的膨胀时

间与相同初始半径的单泡的膨胀相比较也可看出

明显迟缓于单泡的膨胀 (图 4(d)和图 4(e)). 在三

泡模型中延迟膨胀的最大半径约为 30.41 µm, 崩
溃时最小半径约为 0.58 µm; 在五泡模型中延迟膨

胀的最大半径约为 34.78 µm, 崩溃时最小半径约

为 0.52 µm. 值得注意的是小气泡的这种延迟膨胀

现象在双泡系统的研究中还没有发现. 这表明, 在

三泡和五泡模型中当大气泡的初始半径、大小气泡

之间的距离以及外加声场声压和频率合适时, 小气

泡可以被完全抑制或可以延迟膨胀. 这一现象在实

际液体空化问题中可以得到利用, 如在液体中小气

泡附近适当位置人工注入几个适当大的气泡来抑

制小气泡的空化膨胀或可以让小气泡延迟膨胀来

增强空化膨胀.

为什么小气泡可以完全被抑制或可以延迟膨

胀, 利用 (6)式计算了小气泡受到的总压强, 如图 5

和图 6所示. 图 5所示的是三泡模型中小气泡受到

的压强, 可明显看到小气泡是在负压区域膨胀. 这

是因为在小气泡附近形成了负压进而对小气泡给

了拉应力作用, 使小气泡表面压力平衡受到破坏,

内部压力大于外部压力而导致小气泡的膨胀. 由
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Fig. 5. Total  pressure  acting  on  growth  stage  of  small  bubble  in  three-bubble  model:  (a)    ;  (b)    ;

(c)   ; (d)   ; (e)   . 
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Fig. 6. Total  pressure  acting  on  growth  stage  of  small  bubble  in  five-bubble  model:  (a)    ;  (b)    ;

(c)   ; (d)   ; (e)   . 
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(6)式可知, 负压区域的形成主要取决于周围大气

泡产生的辐射压和外加声场产生的声压的相对大

小 . 在图 5(c)中由于大气泡产生的辐射压 (绿

线)和外加声场产生的声压 (蓝线)基本平衡, 在小

气泡膨胀区域内受到的总压强 (红线)基本为零,

所以小气泡没有膨胀起来也就基本被抑制. 在图 5(d)

和图 5(e)中由于大气泡产生的辐射压足够强, 在

一个周期内一直压过外加声场而占据主导地位, 并

在辐射压的负压区域形成了总压强 (红线)的负压

区域, 导致了小气泡的延迟膨胀. 图 6所示的是五

泡模型中小气泡受到的压强, 容易看到小气泡受到

的总压强的变化规律与三泡模型中小气泡受到的

总压强的变化规律基本相同, 不同的是由于周围大

气泡数量的增多, 产生的辐射压更强, 导致小气泡

被压制得更彻底或延迟膨胀得更大些. 另外, 也可

看出随着周围大气泡数量的增多, 小气泡被抑制或

延迟膨胀时对大气泡初始半径的要求可以明显降

低, 这表明合适数量的大气泡更易于对小气泡的抑

制或小气泡的延迟膨胀. 

3.2    小气泡内温度的变化

Rs = 4 μm

在空化多泡系统中某一气泡的泡内温度多少

也是人们关心的重要问题. 本节利用文献 [23] 给

出的计算泡内温度的 (4)式, 计算了三泡和五泡模

型中中间小气泡的泡内温度. 图 7所示的是小气泡

内最高温度随周围大气泡初始半径的变化. 可以看

出, 随着周围大气泡初始半径的增大, 小气泡泡内

最高温度呈现“U”字形变化规律. 在三泡模型中,

随着大气泡初始半径的增大, 小气泡泡内最高温度

开始下降, 最低达到 700 K左右后开始缓慢上升.

当小气泡延迟膨胀时泡内最高温度达到 14000 K,

接近于小气泡正常膨胀 (图 4(a))时泡内最高温度.

在五泡模型中, 随着大气泡初始半径的增大, 小气

泡泡内最高温度也开始下降, 最低达到 800 K左右

后开始上升. 当小气泡延迟膨胀时泡内最高温度接

近 40000 K左右, 远远高于正常膨胀 (图 4(a))小

气泡的泡内最高温度 (约 16000 K), 也高于相同条

件下初始半径   的单泡的泡内最高温度

(约 25000 K). 这是因为小气泡崩溃时刻接近于大

气泡的崩溃时刻, 因而受到大气泡崩溃时的强大辐

射正压, 使小气泡塌缩的更快更彻底, 导致小气泡

的泡内温度很高. 从图 4(e)明显可看到, 延迟膨胀

的小气泡从开始膨胀到崩溃所用的时间非常短暂,

气泡的径向速度很快, 要远快于正常膨胀气泡崩溃

时的速度. 相比两种模型可知, 五泡模型中小气泡

泡内最高温度升得更快, 延迟膨胀时达到的泡内温

度更高. 当然, 在温度计算时采用的计算模型没有

考虑水蒸气、化学反应、质量扩散等很多影响泡内

温度的因素, 因此计算得到结果不能完全符合实际

温度. 

3.3    大小气泡之间次 Bjerknes 力的变化

7.46×10−5 N,

41.73× 10−5 N

次 Bjerknes力是相邻气泡之间的相互作用力,

它对气泡的空化特性及其动力学行为产生重要

影响. 下面主要在三泡和五泡模型中，考察随着

大气泡初始半径的增大 , 大小气泡之间的次

Bjerknes力的变化. 图 8显示的是三泡模型中大小

气泡之间的次 Bjerknes力的变化, 可看出周围大

气泡和小气泡的大小差异不大时, 在一周期内次

Bjerknes力有两次振荡, 都表现为吸引力, 这与文

献 [11]中对双泡模型的研究结果相同. 随着大气泡

初始半径的增大 , 小气泡慢慢被抑制 , 此时次

Bjerknes力激烈地交替变化, 幅值相对较小. 随着

大气泡初始半径的继续增大, 小气泡开始延迟膨

胀, 此时次 Bjerknes力开始增强并表现出先排斥

后吸引的振荡规律, 最大排斥力约为 

最大吸引力约为   . 图 9显示的是五

泡模型中大小气泡之间的次 Bjerknes力的变化,

可看出五泡模型中次 Bjerknes力的变化规律与三

泡模型中次 Bjerknes力的变化规律完全类似, 只

是在次 Bjerknes力的幅值上有所差别. 在五泡模
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图  7    两个模型中小气泡内的最高温度随大气泡初始半

径的变化

Fig. 7. The maximum temperature of small  bubbles in two

models varies with the initial radius of large bubbles. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 68, No. 23 (2019)    234302

234302-6

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


6.437×10−5 N 39.04× 10−5 N
型中 , 当小气泡延迟膨胀时最大排斥力约为

 , 最大吸引力约为   .

显然, 这数值要小于三泡模型中最大排斥力和最大

吸引力, 这是因为在五泡模型中周围大气泡数量较

多, 小气泡同时受到多个大气泡的作用, 虽然每个

大气泡和小气泡之间的作用力不是很大, 但是合力

很大足以使小气泡延迟膨胀起来, 所以五泡模型中

次 Bjerknes力的最大排斥力和最大吸引力要小于

三泡模型中最大排斥力和最大吸引力. 

4   结　论

本文依据超声场下形成的空化多泡的形状结

构, 建立了两种简化多泡模型. 利用考虑气泡之间

相互作用和液体可压缩性的非线性 Keller-Miksis

方程, 数值方法研究了三泡和五泡模型中周围大气

泡对中间小气泡空化效应的影响, 重点考察了随着

周围大气泡初始半径的增大中间小气泡膨胀半径

的变化、泡内温度的变化以及大小气泡之间次

Bjerknes力的变化. 结果表明, 大小气泡之间的距

离和外加声场声压和频率不变的条件下, 当大气泡

初始半径和数量取合适值时中间小气泡可以被完

全抑制或可以延迟膨胀. 延迟膨胀的主要原因是小

气泡受到的总压强在变化中延迟形成了负压区域.

延迟膨胀小气泡的崩溃与大气泡的崩溃时间基本

同步, 使得小气泡受到大气泡崩溃时的强大辐射正

压作用而小气泡崩溃迅速、彻底, 导致小气泡泡内

温度可高于相同初始半径的单泡泡内温度和正常

膨胀小气泡的泡内温度. 大小气泡之间的次Bjerknes

力在小气泡延迟膨胀时表现为先排斥后吸引, 此规

律不同于正常膨胀大小气泡之间的次 Bjerknes力
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图  8      三 泡 模 型 中 大 小 气 泡 之 间 的 次 Bjerknes力 的 变 化 　 (a)    ;  (b)    ;  (c)    ;
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Fig. 8. Changes  of  secondary  Bjerknes  forces  between  large  and  small  bubbles  in  three-bubble  model:  (a)    ;

(b)   ; (c)   ; (d)   ; (e)   . 
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图  9      五 泡 模 型 中 大 小 气 泡 之 间 的 次 Bjerknes力 的 变 化 　 (a)    ;  (b)    ;  (c)    ;
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Fig. 9. Changes  of  secondary  Bjerknes  forces  between  large  and  small  bubbles  in  five-bubble  model:  (a)    ;

(b)   ; (c)   ; (d)   ; (e)   . 
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的变化规律. 本文结果对通过人工注入大气泡的方

式抑制液体空化或液体空化效应的增强等具体问

题具有重要的理论指导意义.
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Influence of large bubbles on cavitation effect of small
bubbles in cavitation multi-bubbles*
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Abstract

In  previous  papers,  researchers  generally  adopted  a  simplified  assumption  that  there  is  a  single  type  of

bubble in liquid. In this paper, two simplified bubbles models are established based on the shape and structure

of cavitation bubbles formed in ultrasonic field, i.e. linear model consisting of three bubbles and cluster model

composed of five bubbles, and each model is assumed to consist of two types of bubbles. The influences of large

bubbles  on  cavitation  effect  of  small  bubble  in  the  middle  for  three-  and  five-bubble  model  are  numerically

studied by using the modified Keller-Miksis equation and van der Waals equation. The changes of the expansion

radius of the small bubble in the middle, the temperature in the small bubble and the secondary Bjerknes force

between  large  bubble  and  small  bubble  with  the  increase  of  the  initial  radius  of  large  bubbles  are  mainly

investigated.  In  the  calculation,  it  is  assumed that  the  locations  of  bubbles  stay unchanged and the  shape of

bubbles remains spherical in the oscillation process. Meanwhile, the time-delay effect on the secondary Bjerknes

force  can be neglected because the sound wave speed is  very fast  in  water  and the bubbles  in  the liquid can

oscillate synchronously. The calculation results show that the expansion of small bubble in the middle can be

completely  suppressed  or  delayed  when  the  initial  radius  and  the  number  of  bubbles  are  appropriate  on

condition that  the  distance  between large  and small  bubble,  the  driving sound pressure  and frequency of  the

applied sound field stay unchanged. The main reason for delayed expansion is that the total pressure acting on

small bubbles is delayed to form a negative pressure in the process of the change. The collapse time of delayed

expansion of small  bubble is  basically the same as that of large bubbles,  which makes small  bubble collapsed

rapidly  and  thoroughly  under  the  strong  radiative  barotropic  effect  of  large  bubble's  collapse,  and  leads  the

maximum temperature  in  the  small  bubble  to  be  higher  than that  of  the  single  bubble  with  the  same initial

radius and the small bubble with normal expansion. In addition, when the expansion of small bubble is delayed,

the secondary Bjerknes force between the large bubble and the small bubble appears to be repulsive first and

attractive  then.  This  rule  is  different  from the  change  rule  of  the  secondary  Bjerknes  force  between  the  two

bubbles  in  normal  expansion.  The  results  in  this  paper  have  significant  theoretical  guidance  for  specific

problems such as suppressing liquid cavitation or enhancing liquid cavitation effect by the manual injection of

large bubbles.
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