
双稳态结构中的1/2次谐波共振及其对隔振特性的影响

刘恩彩  方鑫  温激鸿  郁殿龙  

1/2sub-harmonic resonance in bistable structure and its effect on vibration isolation characteristics

Liu En-Cai      Fang Xin      Wen Ji-Hong      Yu Dian-Long

引用信息 Citation: Acta Physica Sinica, 69, 064301 (2020)    DOI: 10.7498/aps.69.20191082

在线阅读 View online: https://doi.org/10.7498/aps.69.20191082

当期内容 View table of contents: http://wulixb.iphy.ac.cn

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

X形超阻尼局域共振声子晶体梁弯曲振动带隙特性

Flexural vibration band gaps for a phononic crystal beam with X-shaped local resonance metadamping structure

物理学报. 2017, 66(14): 140701   https://doi.org/10.7498/aps.66.140701

基于滑模鲁棒算法的超低频主动隔振系统

Ultra-low frequency active vibration control for cold atom gravimeter based on sliding-mode robust algorithm

物理学报. 2018, 67(2): 020702   https://doi.org/10.7498/aps.67.20171884

等离子体光栅靶的表面粗糙度对高次谐波产生的影响

Effect of plasma grating roughness on high-order harmonic generation

物理学报. 2017, 66(24): 244209   https://doi.org/10.7498/aps.66.244209

双共焦波导结构二次谐波太赫兹回旋管谐振腔设计

Design of second harmonic terahertz gyrotron cavity based on double confocal waveguide

物理学报. 2020, 69(6): 068401   https://doi.org/10.7498/aps.69.20191222

基于高次谐波产生的极紫外偏振涡旋光

Extreme ultraviolet polarization vortex beam based on high harmonic generation

物理学报. 2020, 69(4): 044203   https://doi.org/10.7498/aps.69.20190834

http://wulixb.iphy.ac.cn
https://doi.org/10.7498/aps.69.20191082
http://wulixb.iphy.ac.cn
https://doi.org/10.7498/aps.66.140701
https://doi.org/10.7498/aps.67.20171884
https://doi.org/10.7498/aps.66.244209
https://doi.org/10.7498/aps.69.20191222
https://doi.org/10.7498/aps.69.20190834


 

双稳态结构中的 1/2 次谐波共振及其
对隔振特性的影响*

刘恩彩    方鑫†    温激鸿‡    郁殿龙

(国防科技大学, 装备综合保障技术重点实验室, 长沙　410073)

(2019 年 7 月 15日收到; 2020 年 1 月 4日收到修改稿)

以典型的双稳态系统—屈曲梁结构为例, 基于等效模型, 结合解析、数值和实验手段, 研究了双稳态

结构中的 1/2次谐波共振特性、演化过程、参数调节规律及其对隔振特性的影响. 研究发现, 当非线性刚度系

数或激励幅值增加到一定程度时, 系统会在一定带宽下产生显著的 1/2次谐波共振; 随着激励幅值增加, 阻

尼系统的 1/2次谐波遵循“产生-增强-衰退-消失”的过程, 该过程对峰值频率和峰值传递率有重要影响; 适当

提高非线性强度能有效改善双稳态结构隔振特性. 针对双稳态屈曲梁结构开展的实验验证了 1/2次谐波特性

和隔振特性变化规律.
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1   引　言

非线性系统的独特性质, 如跳跃、分叉、混沌

等, 为新型功能结构设计提供了新的思路与机理 [1−5].

双稳态系统是一种典型的非线性系统, 其具有两个

稳定平衡状态和一个不稳定平衡状态, 稳定平衡点

之间的刚度为负值. 当能量输入较大时, 系统产生

在两个稳定平衡状态之间的跳变跃迁运动, 导致强

非线性现象 [6]. 应用双稳态结构设计的隔振系统具

有高静态、低动态刚度特征, 可在保证高承载性能

的情况下实现低频隔振 [7], 是双稳态系统的重要应

用场景; 双稳态振子也可以实现高效的能量捕获和

振动能量采集 [8−13]. 双稳态结构中存在次谐波共

振, 次谐波能用于质量检测 [14,15] 和拓宽双稳态能

量采集器的工作频带 [16,17]. 目前, 国内外学者对次

谐波行为开展了一系列的研究工作 [18−20], 然而, 双

稳态结构中 1/2次谐波的产生机理、演化过程及其

对隔振特性的影响尚待深入分析.

双稳态可利用磁铁、栓锁、铰链、弹簧、屈曲梁

等结构产生 [21], 其中, 屈曲梁结构简单、适应性强,

是最具代表性的双稳态结构 [22−26], 大量学者对其

隔振特性开展了分析. 研究表明, 双稳态屈曲梁结

构 [27] 的突弹跳变 [28]、混沌响应 [29]、驱动力的位置 [25]

和量值 [30] 等都会影响其隔振特性. 然而, 其中的次

谐波共振及其对隔振特性的影响的研究尚不完善,

参数影响规律有待揭示.

本文以典型的双稳态屈曲梁结构为对象, 基于

解析、数值和实验方法系统研究双稳态系统中的

1/2次谐波共振的产生机理、分岔过程、参数影响

规律及其对隔振特性的影响. 研究结果为双稳态系

统的设计与应用提供有益参考.
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2   双稳态屈曲梁结构动力学特性分析
方法

本文研究的对象如图 1(a)所示, 主要部分为

两个并列的双稳态圆弧. 双稳态圆弧可保证实际实

验中加载配重后样件的稳定性. 该结构可视作两个

非线性弹簧并联. 在结构振动的过程中, 两弹簧位

移相同, 共同承受附加在结构上的质量. 所研究对

象可简化为图 1(b)所示的非线性弹簧振子模型,

为两组相同的弹簧振子结构并联. 屈曲梁几何参数

为 : 跨距 l = 35 mm, 厚度 t = 1 mm, 高度 h =

5.25 mm, 宽度 b = 56 mm. 双稳态屈曲梁结构试

样使用 3D打印的方法制备, 材料为TPU (热塑性聚

氨酯弹性体橡胶), 其材料参数通过压缩实验测得:

密度 r = 916.7 kg/m3, 弹性模量E = 17.9396 MPa,

泊松比 n = 0.385, 总配重 M 为 0.93 Kg.

如图 1所示, 外力 p 作用在屈曲梁结构中间位

置, 该位置的位移为 x. 每根屈曲梁都可等效为一

个包含立方刚度非线性的双稳态系统, 但在理论解

析和数值仿真分析过程中仅需取其中一个分析其

动力学特性. 系统微分方程为 

mẍ+ cẋ+ k0x+ knx
3 = −mü, (1)

其中质量 m = M/2, c 为阻尼系数, k0 为结构负刚

度, kn 为立方刚度系数, u 为激励位移, 则系统运

动的绝对位移为 x + u. 根据 Jin等 [31] 的研究, 屈

曲梁所受外力与所发生位移的关系为 

F = (3π4Q2/2)∆
[
∆− 3/2−

√
1/4− 4/(3Q2)

]
×
[
∆− 3/2 +

√
1/4− 4/(3Q2)

]
, (2)

F = pl3/(EIh)其中  , D = d/h, Q = h/t, 均为归一

化后的参数, I 为屈曲梁结构的惯性矩, d 为受 p 外

力时屈曲梁中间位置的变形量, x + d = h. 经验

证, (2)式可准确描述屈曲梁结构所受外力与发生

位移的关系. 利用 (2)式可求得系统 (1)的两个重

要的参数 (详见附录 A): 

kn =
3π4EI

2l3t2
,

k0 = −
(
3π4EIh2

2t2l3
− 2π4EI

l3

)
. (3)

求解得到的参数值分别为 kn = 0.28 N/mm3, k0 =

–7.5 N/mm. 在静态时, 系统处于其中的一个稳态

平衡点. 当响应幅值非常微小时, 质点仅在该平衡

点附近运动, 响应特性近似为线性的. 该平衡点附

近的线性刚度为 

kp = k0 + 3kn∆
2, (4)

f0 =
√
kp/m/ (2π)

因此, 双稳态系统在稳定平衡点附近的线性固有频

率为  . 本文中 f0 = 29 Hz.

本文采用谐波平衡法求解该系统在给定激励

下响应的解析解. 因阻尼对系统动力学特性的定性

规律影响较弱, 为简化分析, 在解析分析中未考虑

其影响. 实际试样中存在阻尼, 后文通过实验与仿

真对比, 通过曲线拟合确定阻尼参数 c = 30 kg/s.

设系统的激励为 u = Ucos(wt), 其中 U 为激励幅

值, w = 2πf 为激励频率. 由于双稳态系统包含偏离

0的响应项, 将系统的解设为 x = A0 + A1cos(wt).

代入方程 (1)得 

(k0A0 + knA
3
0 + 3knA0A

2
1/2)

+ (−mA1ω
2 + k0A1 + 3knA

2
0A1

+ 3knA
3
1/4−mUω2) cosωt

+ (3knA0A
3
1/2) cos 2ωt+ (knA

3
1/4) cos 3ωt = 0. (5)

令方程 (5)的常数项和 coswt 项的系数为零, 得  
k0A0 + knA

3
0 + 3knA0A

2
1/2 = 0,

−mA1ω
2 + k0A1 + 3knA

2
0A1

+ 3knA
3
1/4−mUω2 = 0.

(6)

给定 U 可通过方程组 (6)求得 A0, A1, 即可求得系

统在激励 u 下的相对位移 x. 因此, 结构的振动传

递率为 

T = (响应幅值)/(激励幅值)= |A1 + U | / |U | . (7)

 

















 

0+n30+n3

(a)

(b)

图 1    (a)双稳态屈曲梁试样; (b)弹簧振子模型

Fig. 1. (a)  Prototype  of  bistable  buckling  beam;  (b)  spring

oscillator structure. 
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本文采用 MATLAB软件的 Simulink模块对

系统进行数值仿真分析. 针对系统的微分方程 (1)

建立系统的数值仿真模型, 如图 2所示. 系统的激

励 u 为正弦波, y = x + u 为系统响应的绝对位移. 利

用该模型, 可求解系统在给定激励下响应的数值解. 

3   双稳态系统的次谐波共振特性及

机理
 

3.1    双稳态系统的 1/2 次谐波共振

给定 U = 0.01 mm, 该系统的数值仿真结果

与解析结果对比如图 3所示. 实数解析结果具有

3个分支, 双稳态系统的非线性使传递率曲线弯向

左侧, 与软刚度非线性系统类似; 0—29 Hz频段,

解析解有两个根, 系统稳定状态下的响应对应的一

般为幅值较低的解. 仿真结果与解析解的分支 1和

分支 2一致性较好 , 然而仿真结果中传递率在

58 Hz处出现奇异峰值, 此频率恰好为系统主共振

频率 f0 的 2倍, 因此可能产生了 1/2次谐波共振

现象. 但是根据 (5)式得到的解析结果并没有预测

出该奇异峰值, 原因在于以上理论没有考虑次谐波

响应, 所以预测精度较低.

为了更准确地分析双稳态系统的响应特性, 在

解设定时考虑 1/2次谐波成分, 将系统的周期解表

示为 x = A0 + A12cos(wt/2) + A1cos(wt)的形式, 其

中A12cos(wt/2)为 1/2次谐波成分. 代入方程 (1)得 

m[(−ω2A12/4) cos(ωt/2)− w2A1 cos(ωt)]

+ k0[A0 +A12 cos(ωt/2) +A1 cos(ωt)]

+ kn[(A
3
0 + 3A0A

2
12/2 + 3A0A

2
1/2 + 3A2

12A/4)

+ (3A3
12/4 + 3A2

0A12 + 3A12A
2
1/2

+ 3A0A12A1) cos(ωt/2) + (3A3
1/4 + 3A0A12/2

+ 3A2
0A1 + 3A2

12A1/2) cos(ωt)

+高次谐波) +m(−w2U sin(ωt)] = 0. (8)

令方程 (8)的常数项、cos(wt/2)项系数、cos(wt)项

系数为 0, 得  

k0A0+knA
3
0+3knA0A

2
1/2+3knA

2
12A1/4=0,

−mω2A12/4+k0A12+3knA
3
12/4+3knA

2
0A12

+ 3knA12A
2
1/2 + 3knA0A12A1 = 0,

−mω2A1+k0A1−mω2U+3knA
3
1/4

+3knA0A
2
12/2 + 3knA

2
0A1+3knA

2
12A1/2=0.

(9)

给定 U 可通过方程组 (9)求得 A0, A12, A1,

即可求得系统在激励位移 u 下的相对位移 x. 因此,

考虑 1/2次谐波共振时系统传递率的表达式变为 

 

To workspace1

To workspace2
Clock

Gain2

Gain4

Add2

AddSine wave

To workspace

Derivative

Add1

Fcn
Gain1

Gain3

Integrator1Integrator



1


1
 +

-

+

-d/d


Time

1/

-

-

-

n

0

3



图 2    Simulink数值仿真模型

Fig. 2. Numerical simulation model in Simulink. 
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图 3    解析与数值分析结果对比

Fig. 3. Comparison between analytical and numerical results. 
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T = (响应幅值)/(激励幅值)

=

√
(A12 + U)

2
+ (A1 + U)2/ |U | , (10)

此时, 基波与 1/2次谐波的解相互耦合.

f → 0 f → 2f0

无阻尼情况下, 依然取 U = 0.01 mm, 对比结

果如图 4所示. 解析结果除了具有与图 3相似的

3个分支外, 还具有另外一条向左弯曲的分支 4,

且该分支实际上是由两条曲线构成. 分支 3与分

支 4在  时源于相同的分岔, 当  时, 分

支 4的两条曲线与分支 2重合. 数值分析表明, 在

0—57 Hz频率范围内, 真实响应对应于幅值较低

的解, 与未考虑 1/2次谐波相同; 在 2f0 = 58 Hz

附近, 系统的响应发生突变对应的是分支 2到分

支 4的跳变; 当激励频率远离 2f0 时, 解再次从分

支 4跳变到分支 2. 解析分析的主共振峰和 1/2次

谐波共振导致的奇异峰恰好与数值仿真结果十分

符合. 系统在 58 Hz正弦激励下的响应频谱如图 5

所示, 可以看出, 系统频域响应曲线除在 58 Hz处

有尖峰外, 在主共振 29 Hz处也有一个明显的峰

值, 甚至主共振的响应大于基波的响应. 这些分析

都证明, 图 3中 2f0 的峰值是 1/2次谐波共振引起

的, 1/2次谐波共振导致高频能量向低频转移 (而

不是低频向高频转移), 无阻尼时导致主共振能量

急剧增加从而使系统在 2f0 激励下的总响应幅值传

递率增加 80 dB以上, 为系统隔振带来不利影响.

因此, 在实际使用双稳态隔振系统时, 需要设计恰

当的结构和参数, 避免系统产生次谐波共振现象.

当系统存在强阻尼时, 高频向低频转移的能量能够

被有效耗散. 

3.2    幅值变化引起的分岔及次谐波产生过程

上文所分析的传递率为总幅值的传递率. 为更

好地分析基波与 1/2次谐波的耦合行为, 定义基波

传递率为激励频率处的响应幅值与激励幅值之比,

即 T1 = A1/U; 定义 1/2次谐波传递率为 1/2激励

频率处的响应幅值与激励幅值之比 , 即 T12 =

A12/U.

利用 (9)式求得幅值变化引起的传递率分岔

见图 6(a), 图 6(a)中的基波传递率曲线 1和 1/2

次谐波传递率曲线突出呈现在图 6(b)中, 图 6(a)

和图 6(b)的 Y 轴分别为对数坐标和线性坐标. 图

中粉色虚线所代表的 T1 值对应的 T12 = 0, 因实

际系统存在次谐波响应, 此虚线值可忽略. 基波传

递率有两条连续曲线 (曲线 1和曲线 2), 但是

1/2次谐波的解仅有单个分支. U → 0时, 曲线 1

上的 T1 → –50 dB, 但曲线 2上的 T1 起始于很大的

值; 由于激励幅值很小时系统呈线性规律, 因此曲

线 1代表了小幅值激励下系统的真实解. 0 < U <

0.04 mm时, 曲线 1随激励幅值增加急剧增加, 表

示系统已经开始出现非线性过程, 但此时 T12 = 0,

表明双稳态系统中无 1/2次谐波响应. 随着 U 的
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图 4    考虑 1/2次谐波时的解析-数值结果对比

Fig. 4. Comparison between  analytical  and  numerical   res-

ults with considering 1/2 sub-harmonics. 
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Fig. 5. Spectra for sub-harmonic resonance. 
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≫

≫

进一步增加, 曲线 1在 U = 0.05 mm达到极大值

后缓慢减小 (几乎保持不变), 但是 T12 在 0.04 <

U < 0.1 mm区间内急剧增加, 甚至 T12    T1, 所

以 U = 0.04 mm为系统产生 1/2次谐波共振的临

界分岔点, 系统特性产生本质变化. 此后, 解析解

表明 T12 并不会随着 U 的增加而单调增加, 而是

在 T12 达到峰值后随着 U 的增加而减小. 结合曲

线 1可得, 1/2次谐波共振刚出现时并不会使基波

传递率突变降低, 而是同步出现急剧增加的趋势,

这对振动抑制是不利的; 且即使 T12    T1, T1 也

不会显著降低从而导致显著的能量转化效应. 曲

线 2产生折叠, 且在 U = 0.54 mm时出现鞍节点

分岔, 该点可能引起 T1 的突变.

图 7(a)呈现了无阻尼情况下的数值仿真结果,

可见基波传递率呈现的规律与分岔分析中图 6(b)

(即图 6(a)中曲线 1)的规律恰好符合 ; 当 U <

0.3 mm时, 图 6(b)解析解与图 7(a)数值解呈现

的 T12 变化规律一致 ; 但是当 U >  0.3 mm时 ,

1/2次谐波共振的数值解出现波动, 单频激励下的

响应频谱为连续谱, 主要的能量并不是集中在单频

的 1/2次谐波上 , 而是集中在一个较宽的频带

10—30 Hz内 (图 7(a)内插图), 因此系统的响应不

再是周期或拟周期的, 这是典型的混沌响应特征.

图 7(b)呈现了阻尼系数 c = 30 kg/s时的数

值仿真结果. 可见当系统中出现阻尼时, 基波传递

率在 0 < U < 4 mm的区间内从 0.4单调降低到

0.18, 产生 1/2次谐波的临界值显著滞后于无阻尼

结果, T12 在 U = 1.6 mm时达到峰值 0.7; 而且与

无阻尼情形存在显著差异的是, 1/2次谐波产生之

后并不是一直存在, 而是存在一个“产生-增强-衰

退-消失”的过程, 这对实际应用具有重要启示. 在

应用 1/2次谐波时, 需要在恰当的幅值范围内调控;
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图 6    解析求解的幅值变化对次谐波共振的影响　(a)对
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Fig. 6. Analytical  results  of  the  influence  of  amplitude  on

sub-harmonic  resonance:  (a)  The Y  coordinate  of  panel  is

logarithmic; (b) the Y coordinate of panel is linear. 
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而当需要避免 1/2次谐波共振引起总幅值的增强

效应时, 需要设计系统参数使之避开对应的幅值

区间. 

4   参数变化对系统隔振特性的影响

为了研究参数变化对双稳态系统隔振特性的

影响规律, 本节分别阐明: 1)激励幅值 U 对频率偏

移量的影响; 2)固定立方刚度系数 kn, 研究负刚度

系数 k0 变化对非线性系统隔振特性的影响; 3)固

定负刚度系数 k0, 研究立方刚度系数 kn 变化对系

统隔振特性的影响. 得到参数变化对系统 1/2次谐

波共振现象和隔振特性的影响规律, 以此作为系统

动力学特性优化的依据.

(c = 0),

在以下分析中, 解析分析不考虑阻尼的影响

  在数值分析中, c = 30 kg/s, 分析系统参

数变化的影响时, 激励幅值为 0.3 mm. 

4.1    幅值变化对频率偏移量的影响

共振频率和共振峰峰值是双稳态系统振动特

性的两个重要指标, 也是隔振应用中十分关注的两

个变量. 前文分析表明, 在分析主共振时解析计算

中可以不考虑次谐波的影响, 不同幅值下的数值和

解析结果分别如图 8中实线和点线所示. 在共振区

域, 数值与解析结果趋势一致: 随激励幅值增加,

共振峰峰值降低, 共振点的位置向低频移动, 峰值

传递率下降. 数值仿真结果还表明, 在一定带宽的

激励下 (图中为 55—58 Hz), 均有 1/2次谐波共振

产生.

当考虑阻尼效应时, 上文所述共振频率偏移量

会显著增加. 数值分析表明 (图 9), 随着激励幅值

增加, 其共振频率从 28 Hz降低到 23 Hz, 频率前

移了 17.8%, 峰值传递率也随之下降. 但是激励幅

值增加到一定程度 (此系统为 U > 1.05 mm之

后), 系统的峰值频率 (不一定是主共振)急剧跳变

增大, 峰值传递率也跳变升高. 由图 7(b)可知, 这

一跳变点恰好对应于 T12 = T1, 峰值频率和传递

率升高的原因在于高幅值的 1/2次谐波改变了系

统的本质特性.
 

4.2    负刚度系数 k0 变化对系统隔振特性的
影响

√
|k0|/m/2π

√
|k0| /m/2π

固定立方刚度系数 kn = 0.2 N/mm3, 通过改

变双稳态屈曲梁结构的跨距 l、厚度 t、宽度 b, 改变

系统的负刚度参数, 变化 k0 = –0.2—–80 N/mm,

结果如图 10所示. 解析和数值仿真结果均表明,

随|k0|的增加, 系统共振点的位置向高频移动, 系

统共振峰升高 . 共振频率的变化规律与公式

 相近, 但值略大于  . 
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图 8    无阻尼条件下幅值变化对隔振特性的影响

Fig. 8. Influence of amplitude on vibration isolation charac-

teristics without damping. 
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图 9    有阻尼条件下幅值变化对频率偏移 (a)和共振峰峰
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Fig. 9. Influences of amplitude on frequency shifting (a) and

the peaks of harmonic resonance (b) with damping. 
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4.3    立方刚度系数 kn 变化对系统隔振特性的
影响

固定负刚度参数 k0 = –7.5 N/mm, 通过改变

双稳态屈曲梁结构的高度 h、跨距 l、厚度 t、宽度 b,

改变系统的立方刚度系数, 变化 kn = 0.01—4 N/mm3,

结果如图 11所示. 解析和数值结果均表明, 随着

kn 的增加, 系统共振峰值频率略向低频偏移, 共振

峰峰值降低. 与参数 k0 理论分析结果相比, 参数

kn 变化引起的效果远小于参数 k0 变化引起的效果.

从图 11(b)还可以看出, kn 的大小与 1/2次谐波共

振是否出现有关, 当 kn 增大到一定值 (此系统参数

下约为 2.6 N/mm3)时, 系统出现次谐波共振. 且

传递率被 1/2次谐波共振增强的频带在 kn =

2.6 N/mm3 达到 52—56 Hz, 进一步增加 kn 还会拓

展该频带, 表明强非线性下产生 1/2次谐波共振

现象.

综上可得, 激励幅值影响系统的主共振频率;

负刚度系数 k0 的变化主要引起系统共振点位置和

共振峰大小的变化; 立方刚度系数 kn 主要与系统

次谐波共振的出现有关. 

5   实验验证

实验装置如图 12所示, 通过功率放大器利用

电磁激振器在屈曲梁底部施加激励, 利用激光扫描

测振系统拾取结构的激励和响应, 利用电脑实现控

制和数据采集等功能. 

5.1    次谐波共振特性验证

为研究并验证该结构的 1/2次谐波共振现象,

本文在实验中施加频率为 55 Hz的正弦激励并研

究系统的响应特性, 结果如图 13所示. 图 13(a)表

明, 系统频域响应曲线除在 55 Hz处有尖峰外, 在

接近 27.5 Hz处也有一个明显的峰值. 由此可知,

本文设计的双稳态结构确实可以产生显著的

1/2次谐波共振响应, 时域响应曲线每 2倍周期响

应幅值被加强. 此外, 本文实验还表明, 1/2次谐波
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图  10    固定 kn = 0.2 N/mm3, 负刚度系数 k0 变化对系统

隔振特性的影响　(a)解析结果; (b)数值仿真结果

Fig. 10. When kn = 0.2 N/mm3, influence of k0 on vibration

isolation: (a) Analytical results; (b) numerical simulations. 
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图  11    固定 k0 = –7.5 N/mm, 立方刚度系数 kn 变化对

系统隔振特性的影响　(a)解析结果; (b)数值仿真结果

Fig. 11. When k0 = –7.5 N/mm, influence of kn on vibration

isolation: (a) Analytical results; (b) numerical simulations. 
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共振现象能在基波为 40—60 Hz的宽带范围内观

察到, 证明了 1/2次谐波共振在较宽的带宽下均可

产生.

为从实验中验证激励幅值对系统次谐波共振

的影响规律, 本文以 40 Hz为例开展实验研究, 结

果如图 14和图 15所示.

图 14呈现了激励幅值逐渐增加时基波和

1/2次谐波的传递率. 随激励幅值的增加, 系统的

基波传递率整体呈下降的趋势, 1/2次谐波传递率

在激励幅值较小时为 0, 在激励幅值为 1.251 mm

时向上跳变, 然后逐渐降低直至消失. 这一规律与

图 7呈现的特性完全一致, 证明了 1/2次谐波共振的

耦合特性以及次谐波的“产生-增强-衰退-消失”过程.

图 15呈现了跳变前后的响应特性. 在跳变发

生前 (见图 15(a)激励幅值 U = 1.251 mm), 响应

信号中仅包含基波成分. 但只需将激励幅值进一步

增加 (图 15(b)U = 1.351 mm), 响应频谱 (图 15(c))

除在 40 Hz处有峰值外, 在 20和 60 Hz处也有明

显的共振峰, 且 20 Hz的频谱值更高, 1/2次谐波

成分对系统响应的影响最大, 此时, 其时域波形产

生 2倍周期的显著畸变, 如图 15(d)所示.
 

5.2    隔振特性验证

U1, U2 (U1<U2),

为验证激励幅值对双稳态屈曲梁结构隔振特性

的影响, 实验中施加扫频激励信号 
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图 12    (a)实验示意图; (b)实验装置

Fig. 12. (a) Experimental schematic diagram; (b) experimental setups. 

 

0 20 40 60 80

/Hz

35

30

25

20

15

10

5

0


/
m
m
S
s-

1

(a)

0 0.05 0.10 0.15 0.20

/s

50

0

-50


/
m
m
S
s-

1

(b)

图 13    频率为 55 Hz的正弦激励信号下系统的响应　(a)频域响应; (b)时域响应

Fig. 13. Response under sinusoidal excitation signal with frequency of 55 Hz: (a) Frequency domain; (b) time domain. 
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得到结构在不同激励幅值下的隔振特性, 实验与数

值仿真结果对照如图 16所示, 实验结果与数值仿

真结果符合得较好. 实验证明, 随激励幅值增加,

双稳态屈曲梁结构的共振频率向低频移动且共振

峰峰值降低. 因此, 适当提高非线性系统的激励幅

值, 能有效改善系统的隔振特性. 

6   结　论

本文利用谐波平衡、数值积分和实验研究了典

型双稳态系统—屈曲梁结构中的 1/2次谐波共

振、演化过程、参数调节规律及其对隔振的影响,

得到如下结论.

非线性强度增加到一定程度时会使系统产生

显著的 1/2次谐波共振, 使二倍固有频率附近的幅

值传递率增加, 降低隔振效果, 且 1/2次谐波共振

能在一定带宽的激励下产生. 激励幅值较小时, 无

次谐波共振现象; 激励幅值增加到一定程度时次谐

波共振传递率急速增加, 但继续增加激励幅值会使

次谐波传递率降低. 在激励幅值变化的过程中, 次

谐波共振条件下基波和次谐波传递率产生分岔: 无

阻尼时 1/2次谐波的产生伴随着基波传递率增强

过程, 但 1/2次谐波传递率达到峰值并不会引起基

波传递率的突变; 有阻尼时, 随着幅值增加, 1/2次

谐波并不会在产生后一直存在, 而是遵循着“产生-

增强-衰退-消失”的过程. 在这一过程中, 系统的峰
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图 15    系统 40 Hz处的次谐波共振现象　(a) U = 1.251 mm时的响应和激励频谱; (b), (c)U = 1.351 mm时的响应和激励频谱;

(d)U = 1.351 mm时的时域波形

Fig. 15. Sub-harmonic resonance phenomena at 40 Hz: (a) Response and excitation spectrum with U = 1.251 mm; (b), (c) response

and excitation spectrum with U = 1.351 mm; (d) time-domain waveform with U = 1.351 mm. 
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值频率和峰值传递率先降低, 但是 1/2次谐波传递

率大于基波传递率时就引起峰值频率和峰值传递

率的跳变增加.

负刚度参数 k0 对系统主共振特性影响较大,

在给定激励幅值下, 随着|k0|的增大, 系统共振峰向

高频偏移且传递率升高; 非线性系数 kn 主要影响

系统次谐波共振特性, 对系统共振峰的峰值和共振

点频率影响较小. 实验验证了理论分析结果.

非线性系统的次谐波共振会影响系统隔振区

的隔振效果, 使系统在该频段的隔振效果变差, 在

实际使用中应避开次谐波共振传递率增强的幅值

区间; 而当需要应用次谐波的幅值增强效应时, 需

调节参数使系统运行在“增强”幅值区间. 本文研究

所揭示的规律和特性为双稳态结构的设计和应用

提供指导. 

附录A  系统 (1) 的两个重要参数

利用 (2)式求解双稳态屈曲梁机械结构理论模型的参

数, 将其化为普通形式 
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将零点位置化到原点 

p (x) =
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, (A2)

取屈曲梁双稳态结构的几何、材料参数, 代入 (A2)式得

x3 项系数 

3π4EI

2l3t2
= 0.28

(
N/mm3) , (A3)

x 项系数 

−
(
3π4EIh2

2t2l3
− 2π4EI

l3

)
= −7.5 (N/mm). (A4)
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Abstract

In the extensive modern applications, the low-frequency and heavy-load isolators are needed to reduce the

vibration  transmissions.  The  unique  properties  of  nonlinear  systems,  such  as  jumping,  bifurcation  and  chaos,

provide new ideas for designing the new functional  structures.  Bistable system is  a typical  non-linear system,

features highly static and low dynamic stiffness, which promises to realize a low-frequency isolator with ensuring

heavy  load  capacity.  However,  more  studies  are  necessary  to  clarify  the  sub-harmonic  resonance  and  its

generation process, parameter influences, vibration isolation characteristics of the bistable structure.

By  adopting  the  equivalent,  analytical,  numerical  and  experimental  methods,  we  study  the  1/2  sub-

harmonic resonance, evolution process and its influence on the vibration isolation characteristics of the bistable

structure in this  paper.  When the amplitude or nonlinear stiffness coefficient kn  increases to a certain extent,

1/2  sub-harmonic  resonance  appears,  where  the  response  contains  high-amplitude w/2  component  under  the
excitation  frequency  w,  so  the  energy  is  transferred  from  high  frequency  to  low  frequency.  We  study  the
bifurcation  and  varying  processes  of  the  fundamental  and  1/2  sub-harmonic  transmission  by  increasing  the

amplitude. At critical bifurcation amplitude, the sub-harmonic transmission rapidly increases from 0 to a large

peak value. And then, it decreases gradually when the damping is absent. However, the peak value of 1/2 sub-

harmonic does not cause the fundamental transmission to change suddenly. When considerable damping appears

with the increase of  the amplitude,  1/2 sub-harmonic does not always exist,  instead,  it  follows an interesting

“ generation-enhancement-degeneration-disappearance”   process.  This  process  possesses  great  significance  in

applying the 1/2 sub-harmonic to vibration manipulation or avoiding the resonant enhancement induced by it.

Moreover,  in  this  process,  both  the  peak  frequency  and  the  peak  transmission  of  the  bistable  isolation

system descend first. The optimal combination of the parameters can reduce the resonance frequency by 17.8%

through increasing the driving amplitude. However, they jump to large values when 1/2 sub-harmonic plays a

dominant role.

Additionally,  the negative stiffness k0 has a significant effect on the primary resonance characteristics:  as

|k0| increases under a specified excitation amplitude, the resonance peak shifts toward higher frequency and the

transmission increases.  Besides  the main effect  on the sub-harmonic  resonance and the equilibrium point,  the

nonlinear coefficient kn also affects the peak and resonance frequency of the system, but the effect is much less

than the influence caused by k0.
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Furthermore,  the  sub-harmonic  resonances,  bifurcations  and  vibration  isolation  characteristics  of  the

bistable bulking beam structure are demonstrated experimentally.  The experimental  results  show that:  1) the

1/2 sub-harmonic resonance can appear in a certain bandwidth and it is not monochromic; 2) the increase of

the  driving  amplitude  can  reduce  the  transmission  of  the  fundamental  wave;  3)  the  transmission  of  1/2  sub-

harmonic jumps from 0 upward to a large value at a critical amplitude, and then it decreases gradually. The

experimental results are consistent with the analytical and numerical results. The experiment also demonstrates

the law of frequency shifting and the transmission reduction of peak values. Therefore, the appropriate increase

of the amplitude can improve the vibration isolation capacity. However, sub-harmonic resonance will reduce the

isolation  effect.  In  practical  engineering,  the  strong  sub-harmonic  resonance  should  be  avoided  in  a  nonlinear

vibration isolation system.
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