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相干与路径信息*

吕鑫†

(六盘水师范学院物理与电气工程学院, 六盘水　553000)

(2019 年 11 月 3日收到; 2020 年 1 月 21日收到修改稿)

近年来, 随着对相干性量化的发展, 相干与路径信息间的互补关系渐渐引起人们注意. 这样的互补关系

不仅在基础量子力学方面有重要的理论意义, 同时也在量子信息技术中有实际应用. 本文从 Bures距离和明

确量子态区分出发, 系统地研究了二路径干涉仪中的相干与路径信息, 并建立了一个全新的互补关系. 与已

知的类似工作相比, 本文的研究更为一般: 既考虑纯态, 也考虑混合态; 既探讨了干涉仪本身的路径不对称性

所提供的路径可预测性, 也探讨了因路径探测器而生的路径可区分度. 具体地说, 路径可预测性的讨论只依

赖于密度矩阵的半正定性质, 而路径可区分度的讨论还需要利用保真度和 Schur-Weyl不等式等工具.

关键词：相干, 互补性, 波粒二象性, 明确量子态区分
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1   引　言

波粒二象性作为玻尔互补性原则 [1,2] 最重要的

例证, 在量子力学的理论发展中扮演着重要的角

色. 上世纪八十年代以来, 随着量子信息技术的涌

现和发展, 人们开始关注量化波粒二象性, 或更一

般的互补性原则的量化问题, 并建立了一系列不等

式关系 [3−17]. 其中, 最基本和最重要的是由 Jaeger

等 [5] 和 Englert[6] 针对二路径干涉仪建立的下面的

关系
 

D2 + V2 ⩽ 1, (1)

D
V

其中粒子性的量度  描述了路径的可区分度, 而波

动性的量度  则描述了干涉条纹的强度. 值得注意

的是, (1)式中的等号当且仅当量子态为纯态时达

到. 从量子态纯化的角度, 任一混合态都可以看作

某个更大空间的纯态. 这样对于混合态, (1)式严

格地小于 1是由于约化过程中损失了部分信息. 量

化波粒二象性的理论框架在本世纪初已经发展成

形, 在文献 [8,9]中, 作者提出了合理的粒子性和波

动性量度所应具有的归一性和凸性等性质. 目前,

实验学家已经进行了许多关于二路径干涉仪, 即波

粒二象性的验证实验 [18−29]. 值得注意的是, 在以上

验证中, 出现过一次“违背”(1)式的情况 [26], 具体

的解释和讨论可以参阅文献 [28,29].

最近, 因为利用资源理论量化相干性取得的一

系列结果 [30−43], 人们开始试图从相干性的角度重

新审视量化波粒二象性的问题. 具体而言, 因为相

干性与干涉对比度密切相关, 自然而然地可以作为

波动性的量度. 由此出发, 人们得到了一系列关于

相干性和路径可区分度的互补关系 [14−17]. 在这些

工作中, 量子态区分的概念开始与量化互补性原理

联系起来. 但目前这方面的工作都缺乏一般性, 有

的工作专注讨论纯态而忽略混合态 [14,17], 而且大多

只关心从路径探测器 (which-path detector)中获
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取的路径区分度 [14−17], 而忽略干涉仪本身不对称

性中隐含的路径可预测性. 本文的目的即在于从最

一般的角度研究二路径干涉仪中相干与路径信息

的互补关系. 为此, 我们利用 Bures距离 [44−46] 量

化路径信息, 并利用明确量子态区分 [47−50], 赋予其

清晰的物理意义. 我们将看到, 干涉仪本身的互补

性是密度矩阵半正定性质的直接推论; 而路径探测

器的应用并不能增大同时可能获取的粒子性信息

和波动性信息, 二者此涨彼消, 体现出互补性. 因

此, 我们的工作是对已知结果, 特别是文献 [14,17]

中关于互补性结果的推广.

本文剩余部分安排如下: 第 2节中将讨论一般

情况下的路径信息和相干. 针对干涉仪本身的路径

不对称性, 我们得到一个全新的、类似于 (1)式的

量化波粒二象性关系. 而讨论路径探测器的应用所

需的明确量子态区分的概念将在第 3节中简要介

绍, 该节也将提出并证明路径可区分度与相干的互

补关系. 

2   二路径干涉仪中的粒子性和波动性

{|1⟩, |2⟩} |i⟩

ρ ρ

ρ

ρdiag

考虑一般的二路径干涉仪中的量子自由度. 以

粒子性的基  作为计算基. 其中  表示粒子

通过第 i 个路径的态. 这样, 以此表示的密度矩阵

 的对角元便描述了量子态  分别通过两个路径的

概率, 即   中可能蕴涵的所有路径信息, 或路径可

预测性 (Predictability)[4−9]. 所以在定义路径信息

的时候, 只需要考虑  , 即可以人为地忽略所有

的非对角元. 参照文献 [17]中提到的种种优点, 我

们希望利用 Bures距离, 即 

D2
B(ρ1,ρ2) = 2− 2Tr

√√
ρ1ρ2

√
ρ1 (2)

ρi

作为路径可预测性的量度. 注意到路径的不对称性

是获取路径信息的资源, 因而 (2)式中所比较的两

个态  应直接反映出这种不对称性. 为此, 引入颠

倒路径的算符 

X = |2⟩⟨1|+ |1⟩⟨2|, (3)

并定义可预测性 

P(ρ) =
1

2
D2

B(ρdiag,XρdiagX
†) (4)

 

= 1− 2
√
ρ11ρ22. (5)

ρ11 = ρ22

P
简单的计算可以验证, 只有当  , 也便是路

径完全对称时, 可预测性   才等于 0; 也只有当某

ρii = 1 P个  , 也便是路径完全不对称时,   才等于 1.

这与我们物理上的考虑完全相符, 也符合文献 [8,9]

中提出的粒子性量度归一性的要求.

在波动性方面, 如引言中所讲, 可以直接利用

相干来描述, 即干涉对比度 (Visibility)[4−9] 

V(ρ) = C(ρ) = 2Tr |ρ12|. (6)

ρ ⩾ 0

从 (5)式和 (6)式容易看出, 密度矩阵的半正定性

质, 即  可以推出 

P(ρ) + V(ρ) ⩽ 1, ∀ρ, (7)

即针对干涉仪的量子自由度本身的量化波粒二象

性关系, 或路径可预测性与相干之间的互补关系.

同时 ,  Bures距离和相干函数的凸性使 (5)式和

(6)式定义的路径可预测性和干涉对比度为合理的

粒子性和波动性的量度. 另外, 当不等式 (7)式得

到上限 1时也正好对应着纯态 . 因此 , 关系式

(7)式是一个合理的波粒二象性的表达式. 事实上,

也不难证明 (7)式与经典的 (1)式等价. 只是这里

我们利用了 Bures距离, 为其更好地应用在量子信

息领域, 也为赋予其明确量子态区分的物理意义奠

定了基础.

除了利用干涉仪本身的路径不对称性获取路

径信息, 人们也可以利用路径探测器, 即额外的量

子自由度来增加对路径的预测以获取更多粒子性

的信息. 一般而言, 引入路径探测器自由度后, 我

们考虑的量子态变为 [7]
 

ρQW =

(
ρ11ρ

(1)
W

√
ρ11ρ22χ

†
W

√
ρ11ρ22χW ρ22ρ

(2)
W

)
, (8)

式中下标 Q表示原先的量子自由度, 而W则表示

路径探测器的量子自由度. 这样, 通过取偏迹, 可

以获得 

ρQ = TrWρQW

=

(
ρ11

√
ρ11ρ22 TrWχW

†
√
ρ11ρ22 TrWχW ρ22

)
, (9)

以及 

ρW = TrQρQW = ρ11ρ
(1)
W + ρ22ρ

(2)
W . (10)

ρQ相干只与约化的密度矩阵  有关, 所以 

V(ρQW) = C(ρQ) = 2
√
ρ11ρ22|TrWχW|. (11)

|TrWχW|可以看到  的引入一般使相干变小, 这意味

着部分波动性信息被粒子探测器变作了粒子性信

息. 而为了量化新的粒子性信息, 即路径可区分度 [7,9],
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我们需要引入明确量子态区分的概念. 

3   明确量子态区分 (unambiguous

quantum state discrimination)

p1, p2 ρ1,ρ2

{M1,M2,M3}

考虑一个量子体系 (ensemble), 已知它分别以

概率  包含两个量子态  , 对这样的量子体

系的明确量子态区分是指寻找一般的量子测量

(POVM)  , 满足下面的要求 

Tr(Mjρk) = δjkTr(Mkρk), j, k = 1, 2,

并令 pf = Tr(M3(p1ρ1 + p2ρ2))取到最小值. (12)

i = 1, 2

ρi

pf

ρ1 ρ2

p1 p2

ρ3

1− pf

即当第 i 个测量结果出现时 (  ), 百分百确定

量子态为  ; 但当第三个测量结果出现时, 我们不

对量子态做出预测. 于是第三个测量结果出现的概

率  便是明确量子态区分失败的概率. 明确量子态

区分自然地与量子信息传递联系在一起. 比如对于

图 1所示的有噪信道, 假设 Alice把量子态  ,  

分别以  ,   的概率传给 Bob, 但是信道中的噪音

会使信号失真, 于是在 Bob处还出现了多余的  .

在此, 明确量子态区分的成功概率  即是该有

噪信道无错误地传递信息的概率.

 
 

Alice Bob

有噪信道

1
2

1
2
3

图 1    明确量子态区分在有噪信道中的体现

Fig. 1. Unambiguous  quantum  state  discrimination  in  a

noisy quantum channel.
 

事实上这样的 POVM有时候根本不存在. 但

是一般而言有下面的不等式关系 [50]
 

pf ⩾ 2
√
p1p2

√
F (ρ1,ρ2), (13)

其中保真度 [45,51,52] 定义为 

F (ρ1,ρ2) =

[
Tr(
√√

ρ1ρ2
√
ρ1)

]2
. (14)

于是 Bures距离可以表示为 

D2
B(ρ1,ρ2) = 2− 2

√
F (ρ1,ρ2). (15)

(ρ+XρX†)/2注意到如果明确区分量子体系  , 那

么由定义式 (5)式可以看出 

P(ρ) = 1−
√
F (ρ,XρX†) ⩾ 1− pf. (16)

P
(ρ+XρX†)/2

ρ11ρ
(1)
W + ρ22ρ

(2)
W

于是路径可预测性   可以看作对量子体系

 做明确量子态区分成功概率的上

限. 当增加了路径探测器后, 由 (10)式我们需要区

分的体系变为   , 直接利用不等式

(13)式, 得到 

pf ⩾ 2
√
ρ11ρ22

√
F
(
ρ
(1)
W ,ρ

(2)
W

)
, (17)

D(ρQW)

ρ11ρ
(1)
W + ρ22ρ

(2)
W

从而可以定义路径可区分度  为明确量子态

区分系统  的成功概率上限
 

D(ρQW)=1−2
√
ρ11ρ22 TrW

√√
ρ
(1)
W ρ

(2)
W

√
ρ
(1)
W . (18)

ρQW ⩾ 0由 (8)式可以看出  , 意味着 [53]
  √

ρ
(2)
W ρ

(1)
W

√
ρ
(2)
W ⩾ χWχ

†
W, (19)

所以 

TrW

√√
ρ
(1)
W ρ

(2)
W

√
ρ
(1)
W =TrW

∣∣∣∣√ρ
(1)
W

√
ρ
(2)
W

∣∣∣∣ , (20)
 

⩾ TrW|χW|, (21)
 

⩾ |TrWχW|. (22)

其中 (21)式是因为 (19)式, 及半正定矩阵的性质[53,54]
 

A ⩾ B ⩾ 0 ⇒ A1/2 ⩾ B1/2; (23)

而 (22)式是因为 Schur-Weyl不等式 [55−58].

ρQW

这样将 (11)式和 (22)式代入 (18)式便得到

量子态  的路径可区分度和相干的互补关系 

D(ρQW) + V(ρQW) ⩽ 1, ∀ρQW. (24)

ρ11 = ρ22 = 1/2

容易看出 , 文献 [17]中关于互补性的结果是

(24)式在   时的特例. 同样, 我们的

结果也是文献 [14]关于纯态结果对混合态自然的

推广. 我们看到利用路径探测器所获得的更多路径

信息, 必然伴随着干涉对比度的减弱; 而同时可获

取的粒子性信息与波动性信息并不会因为路径探

测器的使用而增加.

|mi⟩, i = 1, 2 mi

BS2

为了说明上面抽象的计算, 我们来看几个具体

的例子. 在文献 [10]中, 作者讨论了利用非对称分

束器的Mach-Zehner干涉仪中的波粒二象性关系.

如图 2所示, 以  表示经过镜子  的路

径, 假设第二个分束器   为非对称, 整个干涉仪

在路径上的效果可以总结为下面的幺正矩阵 

B =

( √
r

√
t

√
t −

√
r

)
. (25)
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BS1 ρ

ρW BS2

而路径探测器的效果利用幺正矩阵 U表示. 当经

过第一个分束器  的量子态为  时, 而探测器的

初始态为   时 , 最后通过分束器   的量子态

即为 

ρQW =

1∑
j,k=0

ei(k−j)ϕB|mj⟩ρjk⟨mk|B† ⊗U jρWU
†k,

(26)

ρjk ρ {|m1⟩, |m2⟩}其中的   表示   在基矢量   下的矩阵

元. 按照第 2节中的讨论, 通过取偏迹, 得到 

ρQ =

(
ρ00 eiϕρ01TrWρWU †

e−iϕρ10TrWUρW ρ11

)
.

(27)

{B|m1⟩, B|m2⟩}
|j⟩ = B|mj⟩

注意上面的矩阵是在基矢量   下的

表示, 即第 2节中定义的  . 而 (10)式中

所需区分的量子体系为 

ρ00ρW + ρ11UρWU
†. (28)

于是 , 按照上文 (11)式和 (18)式的定义 , 可以

得到 

V = 2|ρ01||TrWρWU †|, (29)
 

D = 1− 2
√
ρ00ρ11TrW

√√
ρWUρWU †√ρW. (30)

D + V ⩽ 1

这样, 通过类似于 (22)式的证明, 我们可以得到互

补关系式  .

再看两个简单的例子, 从而更好地理解量子纠

缠在 (24)式中的体现. 首先考虑量子态 

|Φa⟩ =
1√
2
(|1⟩Q|a1⟩W + |2⟩Q|a2⟩W) , (31)

|a1⟩W, |a2⟩W其中  为不一定相互正交的归一量子态.

可以得到 

ρQ =
1

2

(
1 ⟨a2|a1⟩W

⟨a1|a2⟩W 1

)
, (32)

ρ
(i)
W = |ai⟩⟨ai|, i = 1, 2

ρ
(1
W ,ρ

(2)
W

而   . 这样 , 明确区分量子态

 的最大成功概率, 也就是上文所定义的路

径可区分度, 及相干分别为： 

D = 1− |⟨a1|a2⟩W|, V = |⟨a1|a2⟩W|. (33)

两者之和为 1, 这即是文献 [17]中所说的信息守恒.

但注意到这里的理论框架较之文献 [17]更为抽象,

也因而更为简单和一般.

将上面的例子稍微复杂化, 我们考虑下面的量

子态 

|Φab⟩ =
1√
2
(|1⟩Q|a1⟩W|b1⟩E + |2⟩Q|a2⟩W|b2⟩E) , (34)

式中下标 E表示无法控制的量子自由度. 这样, 可

以得到 

ρQW =
1

2

(
|a1⟩⟨a1| ⟨b2|b1⟩E|a1⟩⟨a2|

⟨b1|b2⟩E|a2⟩⟨a1| |a2⟩⟨a2|

)
.

(35)

将 (35)式与 (8)式比较, 即得到 

ρ
(i)
W = |ai⟩⟨ai|, χW = ⟨b1|b2⟩E |a2⟩⟨a1|. (36)

即需要区分的两个量子态与第一个例子相同, 所以

路径可区分度与上例一样; 而相干则变为 

V = |⟨a1|a2⟩W||⟨b1|b2⟩E|. (37)

|⟨b1|b2⟩| ̸= 1如果假设   , 即自由度 E与自由度 QW

是纠缠的, 那么因为对于自由度 E无法控制, 部分

有用的信息损失掉了, 而互补关系 (24)式此时变

成了严格的不等式. 

4   结　论

P

本文利用 Bures距离和明确量子态区分研究

了二路径干涉仪中相干与路径信息的关系, 得到了

两个互补关系 (7)式和 (24)式. 其中 (7)式可以看

作标准的量化波粒二象性关系, 同时粒子性的量度

 也被赋予了明确的物理意义; 而 (24)式可以看

作对已知结果的一般性推广. 从信息的角度而言,

两个式子都意味着路径信息和相干是互补的. 同

时, 我们注意到这样的互补关系与密度矩阵半正定

的性质密切相关.

 

1

D1

D2

2
WPD

BS1

BS2


2


2

-

图 2    利用路径探测器 (WPD)的Mach-Zehnder干涉仪

Fig. 2. The Mach-Zehnder interferometer with a which-path

detector. 
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Abstract

Complementarity,  or  more  specifically,  the  wave-particle  duality,  and  quantum  coherence  are  two

fundamental  concepts  in  quantum  mechanics.  Recently,  motivated  by  the  progress  of  the  quantification  of

quantum  coherence,  the  complementary  relation  between  coherence  and  path  information  is  investigated  by

many  authors,  and  various  duality  relations  between  them  are  established.  Such  relations  not  only  provide

insights  into  fundamental  problems  of  quantum mechanics,  such  as  the  understanding  of  quantum coherence

and wave-particle duality; but also are important in applications of quantum technologies. In this paper, based

on  the  Bures  distance  and  unambiguous  quantum  state  discrimination,  systematic  analysis  of  the

complementarity between the quantum coherence and path information in two path interferometers is carried

out. Similarly as other related works, the wave aspect, or the visibility of the interferometer, is quantified by

the  l1-norm measure of quantum coherence, and the path information is considered via unambiguous quantum

state  discrimination.  In  this  way,  a  novel  duality  relation in  two path interferometers  is  obtained.  Compared

with  known results,  our  work  considers  mixed  states  as  well  as  pure  states;  considers  the  path  predictability

resulting  from  the  intrinsic  path  asymmetry  of  the  quantum  state,  as  well  as  the  path  distinguishability

resulting from the use of a which-path detector. Therefore, our work systematically generalizes known results in

two  path  interferometers  by  removing  all  the  unnecessary  restrictions.  Specifically,  the  most  general  form  of

quantum states in two path interferometers is considered and the duality relation between quantum coherence

and  path  information  is  proved  based  on  the  positivity  property  of  density  matrices.  The  cases  of  path

predictability  and  path  distinguishability  are  considered  separately.  For  path  predictability,  the  proof  is

straightforward;  whereas  some  advanced  mathematical  techniques,  such  as  the  Schur-Weyl  inequality,

properties of the fidelity and properties of positive matrices, are required in order to give a rigorous proof of the

duality relation between coherence and path distinguishability. Concrete examples are provided to illustrate the

abstract method and results. Our work concerns about two path interferometers exclusively and depends heavily

that the dimensionality is two, therefore it would be an interesting task to generalize the results in this paper to

n-path interferometers.
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