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基于多尺度熵的 Duffing 混沌系统阈值确定方法*

黄泽徽    李亚安†    陈哲    刘恋

(西北工业大学航海学院, 西安　710072)

(2019 年 10 月 28日收到; 2020 年 4 月 27日收到修改稿)

熵是热力学中表征物质状态的参量之一, 是体系混乱程度的度量. 一个信号的熵可以用来表示信号的复

杂度. Duffing混沌系统从临界混沌状态向大尺度周期状态跃变的阈值是混沌系统分析的一个重要参数, 它的

求解方法是混沌理论目前亟待解决的问题之一. 然而传统的实验分析法或者定量分析法存在一定的局限性.

本文在研究中发现, 系统处于混沌态和周期态时输出的多尺度熵值存在较大差异, 且当系统进入周期态后多

尺度熵值趋于平稳, 基于这一现象结合遗传算法提出了基于多尺度熵的 Duffing混沌系统阈值确定方法. 利

用该方法对正弦信号和方波信号的检测系统跃变阈值进行了计算, 结果表明该方法快速准确且计算简单.

关键词：微弱信号检测, Duffing系统, 多尺度熵, 遗传算法
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1   引　言

混沌系统的初值敏感性和噪声免疫性使它在

微弱信号检测领域得到了广泛的关注, 为微弱信号

的检测提供了新的思路. 美国的 Birx博士在他的

博士论文中最先提出将混沌理论应用于弱信号的

检测. 王冠宇等 [1] 在国外学者研究工作的基础上,

利用 Duffing振子对白噪声背景下的微弱正弦信

号进行了检测研究, 实现了对频率已知的待测信号

幅值的估计, 检测信噪比可以达到–26 dB, 推动了

信号检测领域的发展. 李月等 [2−5] 研究了强噪声下

混沌振子对微弱正弦信号、方波信号的检测, 色噪

声背景下混沌振子对微弱正弦信号、方波信号的检

测, 指出混沌振子系统对零均值噪声具有很强的免

疫力. 之后大量学者对 Duffing检测系统进行改进,

赖智慧等 [6] 对基于 Homles-Duffing振子的混沌检

测进行了改进, 提出变尺度微弱信号检测方法; 丛

超等 [7] 提出了一种基于适应步长型间歇混沌振子

的信号检测方法, 用一个振子系统可以实现对任意

频率任意相位的微弱周期信号的搜索检测; 牛德智

等 [8] 针对同频微弱信号检测时存在的盲区, 提出了

一种策动力移相法予以消除; 陈志光等 [9] 利用间歇

混沌现象对频率未知信号进行检测并取得较好的

效果; 时培明等 [10]提出了一种基于双耦合 Duffing

混沌振子与变尺度相结合的微弱信号检测新方法,

将其用于检测任意多频微弱信号具有明显优势.

通过大量学者的不懈努力, Duffing检测不断趋于

成熟.

Duffing混沌系统提供了与传统方法不同的检

测途径, 在实际应用中, 混沌系统跃变阈值的确定

是利用 Duffing系统准确进行微弱信号检测的关

键, 但是传统的时序图方法不利于计算机的自动处

理. Lyapunov指数法算法复杂, 且容易受到噪声

的影响. 近年来有大量学者对阈值求解方法进行了

研究, 提出了相图分割法[11]、二分法[12]、0-1方法[13,14]、

基于庞加莱界面的定量判别方法 [15] 等来计算混沌

系统跃变阈值, 但仍具有一定的局限性. 本文将熵
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引入到阈值求解, 熵可以用来表征信号复杂度, 已

有不少学者利用熵对信号复杂度进行分析, 梁涤青

等 [16] 利用小波包能量熵来判断混沌序列的复杂度;

杨孝敬等 [17] 利用模糊近似熵对磁共振信号复杂度

进行分析; 陈祥龙等 [18] 利用多尺度样本熵对压缩

机工作时的振动信号进行了分析; 王鸿姗等 [19] 利

用小波包样本熵通过分析声信号的复杂度进行异

常音提取. 本文发现 Duffing系统在不同状态下多

尺度熵的明显差别, 利用这一现象通过分析系统多

尺度熵与策动力幅值的变化关系, 提出一种基于多

尺度熵的 Duffing混沌系统跃变阈值确定方法, 并

通过仿真计算说明其可行性. 

2   Duffing混沌系统微弱信号检测原理

Duffing振子检测系统模型为:  {
ẋ = w × y,

ẏ = w×[−ky+x− x3+(r+h) cos(wt)+z],
(1)

x−x3 r cos(wt)其中 k是阻尼比;   是非线性恢复力;  

是周期性策动力, r是策动力幅值, h是目标信号的

幅值, w是待测信号的频率, z为白噪声.

rd

rd

rd

调节策动力幅值使 r从 0逐渐增大, 系统将会

遍历同宿轨道状态、分叉状态、混沌状态、临界混

沌状态, 当 r大于某一值  时, 系统由临界混沌状

态进入大尺度周期状态, 相轨迹图将发生明显的变

化, 如图 1所示, 其中  便是本文所要求解的混沌

系统跃变阈值. 使用 Duffing混沌系统检测微弱信

号正是基于这一跃变现象: 将系统的策动力幅值

r调为   , 再将待测信号添加到系统, 观察待测信

号添加前后系统的相轨迹是否发生跃变, 如果发生

了跃变则说明待测信号中有目标信号的存在. 可知

利用这一现象检测微弱信号时, 跃变阈值的确定非

常关键, 跃变阈值选取过小, 将会严重影响到系统

的检测信噪比; 跃变阈值选取过大, 会导致系统状

态发生跃变, 造成对检测结果的误判.

现有计算混沌系统跃变阈值的方法存在一定

的局限性, 直观的相轨迹分析方法简单直观、判别

方便并且不需要复杂的计算, 但是该方法受到诸多

因素的影响, 并且在判别过程中会受到实验人员主

观因素的影响, 精度低误差大; Melnikov和 Shilnikov

方法可以计算 Duffing系统的混沌范围, 但是都只

能说明当策动力幅值处于这个范围时, 系统可能处

于混沌状态, 而不能确定系统一定处于混沌状态;

Lyapunov指数用来度量动力学性态的规则性程

度, 描述了系统轨迹收敛或发散的比率, 但是精确

的 Lyapunov指数难以得到且容易受到噪声的影

响. 为此本文基于多尺度熵提出一种简单有效的计

算系统跃变阈值的方法.
 

3   基于多尺度熵的混沌系统跃变阈
值确定方法

熵是系统混乱或无序程度的度量, 系统混乱或

者无序的程度越高, 熵值越大, 反之越小. 分析熵

值随策动力幅值变化关系后发现, 系统由混沌状态

进入周期状态后, 系统熵值明显变小且趋于平稳,

本 文 利 用 该 现 象 基 于 多 尺 度 熵 ((multi-scale

sample entropy, MsEn)来求解系统跃变阈值.
 

3.1    多尺度熵算法

m, s, τ

多尺度样本熵 (MsEn)用于描述在不同尺度

上时间序列的无规则程度, 包含参数  , 其中
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图 1    系统状态跃变　(a) 临界混沌状态; (b) 周期状态

Fig. 1. System state transition: (a) System state transition;

(b) periodic state. 
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τ

τ

τ

m是嵌入维数, s是相似系数,   是尺度因子. 多尺

度样本熵由两部分构成: 一是对输入的时间序列按

照尺度  进行粗细化操作得到新的时间序列; 一是

计算尺度  下新时间序列的样本熵 (sample entropy,

SampEn). 具体步骤为 [20]:

τ步骤 1　对原始时间序列按照尺度  进行粗细

化操作

x1, x2, x3, · · · , xM

τ

假定有一离散时间序列   共

有 M个点, 在尺度为  时对时间序列进行粗-断点

变换得到新的时间序列为: 

y
(τ)
j =

1

τ

jτ∑
i=(j−1)τ+1

x(i), (2)

N = M/τ

经过粗 -断点变换后得到的新时间序列长度为

 .

τ步骤 2　计算尺度  下新时间序列的样本熵

Y (τ)(1) Y (τ)(N−
m+ 1) Y τ (i)

1)将 新 的 时 间 序 列 从   到  

 组成一组 m维矢量, 第 i个矢量  为: 

Y τ (i) = [yτ (i), yτ (i+ 1), ..., yτ (i+m− 1)], (3)

i = 1 ∼ N −m+ 1式中  .

d[Y τ (i),Y τ (j)] Y τ (i)

Y τ (j)

2)定义   为矢量   与矢量

 对应元素中差值最大的一个, 即: 

d[Y τ (i),Y τ (j)]

= max |yτ (i+ k − 1)− yτ (j + k − 1)| , (4)

k = 0 ∼ m− 1 i, j = 1 ∼ N −m+ 1式中  ,   .

d[Y τ (i),Y τ (j)] ⩽ s

Di N −m

Dτ,m
i (s)

3)给出相似系数 s, 计算  

的数目   , 及该数目与总的矢量数目   的比

值, 记作  : 

Dτ,m
i (s) =

Di

N −m
. (5)

Dτ,m
i (s) Dτ,m (s)对所有  求平均得到  为 

Dτ,m (s) =
1

N −m+ 1

N−m+1∑
i=1

Dτ,m
i (s) . (6)

m+ 1

Dτ,m+1
i (s) Dτ,m (s)

4)将嵌入维数变成   , 重复前面的过程,

得到  和  :
 

Dτ,m+1
i (s) =

Di

N −m− 1
, (7)

 

Dτ,m+1 (s) =
1

N −m

N−m∑
i=1

Dτ,m+1
i (s) . (8)

τ5)时间序列为有限长时, 得到在尺度  下的样

本熵为 

SampEn(m, s, τ) = − ln[Dτ,m+1 (s) /Dτ,m (s)]. (9)

τ对原始时间序列计算每个尺度   所对应的样

本熵值, 得到多尺度样本熵的计算公式为 

MsEn = {τ |SampEn(m, s, τ)

= − ln[Dτ,m+1 (s) /Dτ,m (s)]
}
. (10)

 

3.2    阈值求解

研究中发现系统混沌态和周期态输出的时间

序列多尺度熵值明显不同, 且当系统进入周期态

后, 系统输出序列的多尺度熵趋于平稳, 基于此通

过描述系统多尺度熵值随策动力幅值变化情况可

以确定系统跃变阈值. 

3.2.1    方波信号检测系统跃变阈值求解

求解方波信号检测系统的跃变阈值, 系统所采

用检测方程为:  {
ẋ = w × y,

ẏ = w × [ky+x− x3+(r+h)g(w×t)+z].
(11)

r ⩽ 0.605

r > 0.605

r > 0.605

rd = 0.605 r = 0.603

取 w = 1 rad/s, k = 0.5, 初值 x0 = (1, 1), 时

间序列长度 N = 30000, 尺度因子 t = 10, 嵌入维

数 m = 2, 相似容限 s = 0.1 SDx (时间序列标准

差), 分析多尺度熵值随策动力幅值 r变化情况如

图 2所示. 对图 2进行分析可知, 系统策动力幅值

 , 多尺度熵值较大且会随着策动力幅值

r波动,   后多尺度熵值趋于平稳且较之前

明显变小, 根据熵的含义及系统变化规律可以判定

 后系统处于周期状态, 所以确定该系统的

跃变阈值为   . 注意在   时, 系统

多尺度熵值为极小值, 如果只以熵值的大小作为评
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图 2    方波信号检测系统多尺度熵变化情况

Fig. 2. Variation  of  multi-scale  entropy  in  square  wave

signal detection system. 
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r = 0.605

判标准, 忽略平稳性的评判, 会认为此时系统已处

于周期状态, 但从图中可以看到此时系统熵值并未

趋于平稳, 在之后系统的熵值仍在波动, 所以仅根

据熵值大小来求解阈值并不准确. 对该系统进行

仿真实验, 通过分析系统相轨迹图对比该方法计

算结果的准确性, 结果如图 3所示, 策动力幅值

 时系统处于左图所示的混沌状态, 幅值

增加到 0.606时系统便跃变至右图所示的周期

状态, 通过仿真实验确定的系统跃变阈值为 0.605,

多尺度熵方法所求结果与其一致. 可见, 多尺度

熵方法可以准确确定方波信号检测系统跃变阈值. 

3.2.2    正弦信号检测系统跃变阈值求解

k = 0.5

τ = 10 m = 2

s = 0.1SDx

rd = 0.826

求解正弦信号检测系统的跃变阈值 , 利用

Duffing系统 (1)式 , 取 w = 1 rad/s,    , 初

值 x0 = (1, 1), 对于多尺度熵算法取时间序列长

度 N = 30000, 尺度因子   , 嵌入维数   ,

相似容限  , 分析该系统多尺度熵值随策

动力幅值 r变化情况, 结果如图 4所示, 可知该系

统的跃变阈值为   . 通过图 5所示的仿真

实验可以确定该系统的阈值为 0.826, 与多尺度熵

方法所求结果一致.
 

3.2.3    真实信号检测系统跃变阈值求解

为了验证多尺度熵方法对真实信号检测系统

的阈值求解效果, 选取一组真实的舰船信号作为样

本数据, 真实待检测信号的波形如图 6所示, 频域

波形如图 7所示, 分析可知真实水声信号包含频率

为 50.27 Hz的正弦信号 . 在系统中内置频率为
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图 3    仿真实验求解方波信号检测系统阈值

Fig. 3. Simulation  experiment  to  solve  the  threshold  of

square wave signal detection system. 
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图 5    仿真实验求解正弦信号检测系统阈值

Fig. 5. Simulation experiment to solve the threshold of sinusoidal

signal detection system. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 16 (2020)    160501

160501-4

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


rd=0.825

rd = 0.825

50.27 Hz的正弦信号, 求得该系统阈值为  ,

结果如图 8所示, 进行仿真实验也得到  

的阈值, 如图 9所示.

将策动力幅值 r调节至 0.825, 也即使系统处

于临界混沌状态, 将真实水声信号加入检测系统,

系统相轨迹图由图 10(a)所示混沌状态跃变至
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图 6    真实水声信号

Fig. 6. Real underwater acoustic signal. 
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Fig. 7. Spectrum of real underwater acoustic signals. 
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tion system. 
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图 9    仿真实验求解真实水声信号检测系统阈值

Fig. 9. Simulation experiment to solve the threshold of real

underwater acoustic signal detection system. 
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图  10    对真实水声信号的检测　(a) 系统未添加真实信

号; (b)系统添加真实信号

Fig. 10. Detecting real underwater acoustic signals: (a) The

system did not add a real signal; (b) system adds real signal. 
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图 10(b)所示周期状态, 成功实现对实测水声信号

中目标信号的检测. 所以多尺度熵方法可以很准确

地计算系统阈值.
 

4   最大多尺度熵算法

利用系统 (1)将频率参数改为 5 rad/s, 其他

rd = 0.825

rd = 0.826

参数不变, 得到多尺度熵变化情况如图 11所示,

分析可知多尺度熵方法求得系统阈值为  .

进行仿真实验, 仿真结果如图 12所示, 可知仿真

实验求得的系统阈值为  , 与多尺度熵方

法求解结果有偏差, 说明多尺度熵方法存在一定问题.

我们分析是时间序列段的随机选取造成了阈

值计算的偏差, 第三部分中计算采用的时间序列是

在整个 Duffing序列中随机选取的长度为 30000

的子序列段, 在一般状态下随机选取的子序列段可

以代表整个时间序列的复杂度, 但是当系统在接近

或处于临界混沌状态时会有部分序列段已经处于

周期状态, 如图 13所示, 该状态下随机选取的时

间序列段不能代表整个时间序列的状态.

图 13表示系统正处于混沌状态 , 但右图中

a段序列为周期序列, 取用 a序列进行多尺度熵计

算会得到较小熵值, 误认为系统已经进入周期状

态, 导致所求系统跃变阈值偏小, 这便是在前述计

算中多尺度熵方法计算结果与仿真实验计算结果

存在偏差且偏小的原因. 针对这一现象考虑在整个
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Fig. 11. Variation of  multi-scale  entropy  in  5 rad/s   sinus-

oidal signal detection system. 
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图 12    仿真实验求解 5 rad/s正弦信号检测系统跃变阈值

Fig. 12. Simulation  experiment  to  solve  the  threshold  of

5 rad/s sinusoidal signal detection system. 
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Fig. 13. Critical chaotic state of the system. 
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序列中寻找复杂度最大的子序列及其对应的多尺

度熵值, 用复杂度最大的子序列代表整个时间序

列, 当系统复杂度最大的子序列对应的熵值处于较

小值且趋于平稳时, 则系统必定已经进入周期状

态, 可更加精确计算系统阈值. 为此引入遗传算法,

利用遗传算法寻找 Duffing序列最大多尺度熵. 

4.1    遗传算法

遗传算法 (genetic algorithm, GA)是基于生

物的自然选择和遗传机理而形成的一种全局寻优

算法, 其本质是一种基于概率的随机搜索算法. 一

般认为 GA的计算流程为 [20]:

1) 问题解的遗传表示;

2) 产生初始染色体;

3) 设计适应度函数, 根据适应值对个体进行

优劣判断;

4) 进行选择操作, 选出适应值高的染色体, 使

它们成为新一代种群中的染色体;

5) 对新种群进行交叉操作, 产生新的染色体;

6) 进行变异操作, 避免算法陷入局部最优解

的情况;

7) 对新的种群重复进行选择、交叉、和变异操作;

8) 经过给定次数的迭代或满足给定的条件后,

把最好的染色体作为优化问题的最优解. 

4.2    最大多尺度熵算法步骤

基于遗传算法的思想, 本文提出一种最大多尺

度熵算法, 算法具体步骤为:

X = [x1, x2, x3, · · · , xm]

1) 利用 Duffing系统方程迭代产生一组时间

序列  , 将 X作为一个种群,

时间序列的长度为 m;

CC = [C1,

C2, C3, · · · , Cl]

l = m/n CC

C = [C1, C2, C3, · · · , Ci]

N = l − i

2) 将 X分成 l个染色体 , 分别为  

 , 每个染色体的长度为 n, 染色体的

数目   .    中前 i个染色体构成的种群

 作为算法的初始种群 , 循

环次数为  ;

3) 选取多尺度样本熵作为适应度函数, 通过

计算种群中每个染色体的多尺度样本熵值来判断

各个染色体的优劣, 作为选择的依据;

C = [C1, C2, C3, · · · , Ci]

M = [M1,

M2,M3, · · · ,Mi]

4) 对初始种群  进行适

应度测试, 计算每个染色体的适应度值, 得到种群

中每个染色体所对应的适应度值分别为 

 ;

C ′ = [C ′
1,

C ′
2, C

′
3, · · · , C ′

i] M ′ = [M ′
1,M

′
2,

M ′
3, · · · ,M ′

i ] C ′

w (0 < w < n) g (0 < g <

i/2) C′
i Ci+1

5) 按照得到的适应度值, 从大到小对染色体

进行排序 , 重新排序后得到的种群为  

 , 对应的适应度值为  

 . 对重新排序后的种群   按照随机数

 进行交叉操作, 使用参数  

 来控制交叉次数.   由  替换完成淘汰工作;

C ′′ = [C ′′
1 , C

′′
2 , C

′′
3 , · · · , C ′′

i ]

6) 得 到 由 i个 新 的 染 色 体 组 成 的 种 群

 , 返回到步骤 (4)进行循

环迭代计算, 直到满足循环条件;

7) 得到 Duffing时间序列中熵值最大的子序

列及其对应的熵值.
 

4.2.1    最大多尺度熵算法有效性

r = 0.826

r = 0.826

第三部分 5 rad/s正弦信号检测系统中, 策动

力幅值  , 系统处于混沌状态, 多尺度熵方

法求得MsEn = 0.0778, 利用最大多尺度熵算法计

算   时 Duffing序列最大多尺度熵值 , 取

Duffing序列长度为 400000, 每个子序列长度为

30000, 初始染色体个数为 6, 交叉点为随机数, 每

次循环淘汰的染色体数目为 1, 循环结束后得到

6个复杂度较大的子序列段, 其对应的熵值结果如

表 1所列.

r = 0.827

r = 0.827

分析表 1可知, 程序经过遗传进化找到了 4组

熵值大于 0.0778的混沌子序列, 最大多尺度熵值

为 0.1188.    时, 系统处于周期状态, 多尺

度熵方法求得 MsEn=0.0754, 利用最大多尺度熵

算法计算  时 Duffing子序列熵值, 结果如

表 2所列.

从表 2中看到, 经过遗传进化找到了 5组大

于 0.0754的子序列 , 最大 MsEn为 0.0822, 但因

r = 0.827时系统已经处于周期状态, 所求结果与

 

r = 0.826表 1    Duffing子序列段熵值 (  )

r = 0.826

Table 1.    Entropy value of the Duffing subsequence

segment (  ).

序列 1 2 3 4 5 6

MsEn 0.1188 0.0779 0.0768 0.0796 0.0766 0.0780

 

r = 0.827表 2    Duffing子序列段MsEn值 (  )

r = 0.827

Table 2.    Entropy value  of  the  Duffing   sub-

sequence segment(  ).

序列 1 2 3 4 5 6

MsEn 0.0820 0.0822 0.0802 0.0790 0.0777 0.0753
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多尺度熵方法所求结果相差不大. 结合表 1和表 2

可以知道, 最大多尺度熵算法可以很有效地寻找到

复杂度较大的子序列, 得到最大多尺度熵, 可更加

精确地求解系统的跃变阈值.

针对 5 rad/s正弦信号检测系统的偏差问题,

现用最大多尺度熵方法求该系统阈值, 分析偏差是

否仍旧存在. 取 Duffing序列长度为 400000, 每个

子序列长度为 30000, 初始染色体数目为 6, 交叉

点为随机数, 结果如图 14所示, 分析可以确定系

统跃变阈值为 0.826, 与图 12仿真实验所求阈值

0.826相同, 所以最大多尺度熵方法可以很好地解

决序列段的选取问题, 准确求解系统跃变阈值. 

5   结　论

本文针对 Duffing系统跃变阈值难以确定这

一问题进行了研究, 首次提出利用 Duffing系统周

期态和混沌态多尺度熵值差异明显这一现象, 通过

分析多尺度熵与策动力幅值的关系对阈值进行求

解, 对于该方法存在的问题, 结合遗传算法进行了

改进, 通过对正弦信号与方波信号检测系统的阈值

求解, 证明该方法可以快速准确得到系统跃变阈

值, 解决了阈值难以快速准确得到的问题, 为混沌

振子检测低信噪比信号的实际应用奠定了很好的

基础.
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图 14    5 rad/s正弦信号检测系统最大多尺度熵变化情况

Fig. 14. Variation  of  maximum  multi-scale  entropy  of

5 rad/s sinusoidal signal detection system. 
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Abstract

Entropy  is  one  of  the  parameters  describing  the  state  of  matter  in  thermodynamics,  it  can  be  used  to

measure the degree of confusion. The entropy of the signal can be used to express the complexity of the signal.

The threshold for the transition of the Duffing chaotic system from the critical chaotic state to the large-scale

periodic state is called the transition threshold. It is an important parameter for the analysis of chaotic systems,

and its solution method is one of the problems urgently to be solved in chaos theory. If the jump threshold is

smaller  than  the  real  threshold  of  the  system,  it  will  affect  its  detection  signal-to-noise  ratio.  If  the  jump

threshold is  larger than the real  threshold,  it  will  cause incorrect detection results,  so it  is  very important to

accurately determine the jump threshold. In this study, we found that the multiscale sample entropy value of

the Duffing system is significantly different when the system is in the chaotic state and the periodic state, when

the system is in a chaotic state, the entropy value is larger, when the system is in a periodic state, the entropy

value is smaller, and when the system enters the periodic state, the multiscale entropy value tends to be stable,

this paper proposes to use this phenomenon to determine the transition threshold by analyzing the relationship

between the entropy of the system and the amplitude of the driving force. When the entropy value is obviously

smaller  and  tends  to  be  stable,  the  corresponding  driving  force  amplitude  is  the  jump  threshold.  using  this

method, the jump threshold of the sinusoidal signal and square wave signal detection system is calculated, the

results  show  that  the  method  is  fast,  accurate  and  simple  to  calculate.  However,  this  method  may  have  a

problem that  the  calculated threshold  value  is  smaller  than the  real  threshold  value,  our  analysis  is  that  the

random selection of the subsequence used for calculation causes the calculation threshold value to be too small,

so  the  method  is  improved  in  conjunction  with  genetic  algorithm,  using  genetic  algorithm  to  find  the  most

complicated subsequence in the whole sequence, then this subsequence is used to solve the threshold, Through a

large  number  of  calculations  and  analysis,  it  can  be  seen  that  the  problem of  a  small  threshold  is  no  longer

present, and the improved method can obtain the jump threshold of the Duffing system very accurately.
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