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湍流热对流温度剖面双参数拟合及其变化特性*

方明卫    何建超    包芸†

(中山大学航空航天学院, 广州　510275)

(2020 年 1 月 12日收到; 2020 年 5 月 5日收到修改稿)

Nu/Ra0.3

采用高效并行的直接数值模拟方法计算了三个 Pr 数的系列 Ra 数的二维热对流. 对所有计算结果的平

均场温度边界层特性进行研究, 采用考虑脉动作用的双参数温度边界层理论对温度边界层剖面进行拟合, 得

到了拟合参数 a 和参数 c 的分布. 参数 a 决定了温度剖面的基本特性, 而参数 c 起到了对温度剖面外区的修

正作用, 使得在 5个边界层厚度温度边界层剖面的计算值与理论解符合良好. 参数 c 的变化特性与参数 a 的

相反, a 值增大则 c 值减小. 不同的 Pr 数拟合参数 a 随 Ra 数变化具有不同的分布特性, 但都存在突然减小的

间断. 参数 a 的间断变化是由湍流热对流流动状态由椭圆形大尺度环流突变到圆形大尺度环流造成的, 且随

着 Pr 数变大间断点的特征 Ra 数增高. 相同 Ra 数时 Pr 数越大温度剖面的拟合参数 a 值越小, 表明温度边界

层中脉动的影响越小. 传热特性   、表征羽流运动特性的大尺度环流路径周长, 及温度边界层拟合参

数 a 三者随 Ra 数的变化都存在转折或间断, 且对应相同的特征 Ra 数, 显示三者具有很好的相关性并与流动

形态变化直接关联.
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1   引　言

热对流现象通常指在空间中通过流动介质传

递热量, 普遍存在于自然界和工业界中. 从众多热

对流现象中抽取出来的 Rayleigh-Bénard(RB)热

对流系统是研究热对流问题的经典模型之一 [1].

RB热对流系统由一个充满流体介质的封闭腔体组

成, 下底板恒温加热, 上顶板恒温冷却, 流体介质

在热浮力驱动下形成对流运动. 在 RB系统的研究

中 , 一个核心问题是湍流流动的热量运输机制 .

2000年 Grossmann和 Lohse[2,3] 提出著名的 GL理

论, 对系统的传热特性随 Ra 数和 Pr 数的变化规

律给出了很好的预测.

湍流热对流中温度边界层特性是研究的重点

问题之一. Lui和 Xia[4] 对三维圆柱 RB系统的温 κt

度边界层空间结构进行研究, 发现不同 Ra 数下温

度边界层沿横向呈现 V形分布. Zhou和 Xia[5] 在

实测瞬时速度边界层时, 引入动态重构法, 发现平

均速度剖面分布与 Prandtl-Blasius层流边界层剖

面一致. 文献 [6−8]在进行极高 Ra 数的系列实验

中发现经典区间和终极区间的温度剖面都存在对

数律. Zhou等 [9,10] 通过直接数值模拟 (DNS)方法

对二维 RB系统进行模拟, 分别讨论了速度剖面和

温度剖面特性. Stevens等 [11] 对三维圆柱系统进行

数值模拟, 指出温度边界层更容易受到速度边界

层引起的体积波动影响 . Shishkina等 [12] 在层流

假设下求解出热对流温度边界层方程的 PBP

(Prandtl-Blasius-Pohlhausen)解 , 发现与实验和

数值计算的温度边界层剖面都有较大的差别 .

Shishkina等 [13,14] 考虑加入温度脉动对边界层的作

用, 引入涡热扩散系数 (  ), 推导出新的温度边界
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层理论剖面, 包括单参数和双参数解, 大大改善了

理论解与实际温度剖面的符合程度. 何鹏等 [15] 研

究了二维 RB系统中温度边界层拟合参数的分布

特性. 黄茂静和包芸 [16] 对二、三维 RB系统进行了

对比研究, 讨论了流态特征、近底板温度分布和温

度边界层等特性. Wang等 [17] 从温度边界层方程

出发, 对温度脉动边界层方程及其剖面分布展开研

究. 包芸等 [18] 进行了 Ra = 1010 系列 Pr 数的计算,

发现温度边界层厚度和 Re 数随 Pr 数变化都存在

一定的标度率关系.

本文采用并行直接求解方法 (PDM-DNS)计

算了三个典型 Pr 数系列 Ra 数的二维 RB热对流.

采用 Shishkina等 [13,14] 提出的双参数温度边界层剖

面理论, 对计算的热对流温度边界层剖面进行拟

合, 得到拟合参数的分布特性, 对拟合参数 a 值随

Ra 数和 Pr 数变化规律进行讨论. 并结合已有研究

成果, 讨论温度边界层拟合参数 a 值、传热 Nu 数

及羽流运动特性三者随 Ra 数的典型变化规律. 

2   DNS数值计算与双参数拟合原理
 

2.1    DNS 数值模拟

在 Oberbeck-Boussinesq近似下, 无量纲的热

对流方程为:  

∇ · u = 0,

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇p+ 1√

Ra/Pr
∇2u+ θk,

∂θ

∂t
+ (u · ∇) θ =

1√
Ra · Pr

∇2θ,

(1)

k p

Ra =
(
βg∆θH3

)
/ (κυ) Pr = υ/κ

Γ =W/H β

g ∆θ

H W υ

κ

其中 u为无量纲速度矢量, q 为无量纲温度, t 为无

量纲时间,   为单位垂向矢量,   为压力. 无量纲参

数  为瑞利数,   为普

朗特数,   反映了对流系统的几何尺寸.  

为热扩散系数,   为重力加速度,   为上下壁面温

差,    为系统装置的高度,    为宽度,    为运动黏

性系数,   为热扩散率. 计算的边界条件为四壁无滑

移, 侧壁绝热, 上、下底板恒温, 分别为–0.5和 0.5.

本文采用 PDM-DNS方法 [19] 对二维 RB热对

流系统进行直接数值模拟. 利用投影法求解热对流

方程, 其中的压力泊松方程求解需要全流场联立,

利用 FFT解耦泊松方程 , 结合并行三对角占优

(PDD)算法并行求解三对角泊松方程. 使用“天河

1× 107 ⩽ Ra ⩽ 5× 1012
二号”超级计算机计算了 Pr = 0.7,  4.3和 20.0,

 的 51个算例 . 获取系列

RB热对流时间平均场数据, 用于研究一系列湍流

热对流的传热特性、温度边界层特性、流动特性以

及其他物理特性. 

2.2    温度边界层双参数拟合原理

温度边界层特性是湍流热对流的主要研究课

题之一, 它的研究成果对理解湍流热对流的传热特性,

以及增强和控制传热效率等研究都具有重要的价值.

κt

ξ (x, z) = z/λ (x) λ (x)

针对热对流温度边界层的理论研究工作 ,

Shishkina等 [13] 在原有层流假设下, 热对流温度边

界层 PBP理论解 [12] 的基础上, 推导湍流温度边界

层时加入脉动的作用, 并引入涡热扩散系数  和相

似变量   ,    为局部边界层厚度,

得到了温度边界层剖面的单参数控制理论. 受到线

性速度边界层假设的约束, 认为温度边界层的单参

数拟合不适用于小 Pr 数的情况. 何鹏等 [15] 应用这

一理论对系列的二维湍流热对流温度边界层剖面

进行了研究, 发现新的理论相较于 PBP解在拟合

温度边界层的结果上有了显著的改善, 并且拟合参

数有明显的变化规律.

Shishkina等 [14] 重新改进对流动的假设, 引用

Prandtl的混合长度理论模型和新的涡热扩散系数

分布关系 

(κt/κ)ξ ≈ KBψ,
(κt

κ

)
ξ
≈ 3a3ξ2

1 + b2ξ2
, (2)

推导出全 Pr 数下温度边界层方程 

θ (ξ) =
1

b

∫ bξ

0

[
1 +

3a3

b3
(η − arctanη)

]−c

dη, (3)

其中 a, b, c 为常数, 但这三个常数并不完全独立.

ξ = 0

θ (0) = 0 ξ → ∞ θ (∞) = 1

由温度边界层分布的边界条件得知, 当  

时  , 当  时  . 将边界条件代

入 (3)式, 可以很容易导出三个常数 a, b, c 满足下

列函数关系: 

b =

∫ ∞

0

[
1 +

3a3

b3
(η − arctan η)

]−c

dη, (4)

(3)式和 (4)式中的温度边界层剖面方程包含了两

个可调参数. 由此, 建立了温度边界层剖面的双参

数控制理论. 与单参数理论相比, 双参数理论中的

速度分布突破了线性假设, 适用于全 Pr 数, 因此

可以用来分析 Pr < 1的情况, 以及改善温度边界
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层的外区解.

κt/κ ≈ a3ξ3

双参数理论的温度边界层剖面拟合工作有两

个参数可以调整, 加大了拟合工作的不确定性. 仔

细分析单参数和双参数理论的假设发现, 在 x →

0时, 两个理论的涡热扩散系数有同样的渐进解

 . 而且即使是小 Pr 数情况, 在近壁面

速度线性假设仍然成立. 由此在进行双参数理论剖

面拟合的过程中, 先采用单参数拟合确定参数 a 的

值, 然后再调整 c 值拟合整个温度边界层剖面.

ξ (z) = z/λ

考虑到参数 a 和参数 c 的不同作用, 首先讨论

参数 a 对温度边界层剖面理论解的影响. 图 1(a)

给出了不同参数 a 时理论温度剖面分布和 PBP温

度剖面, 给定的空间范围为 5倍温度边界层厚度,

相似变量   . 从图 1(a)可以看到 , 不同

a 值的温度剖面与 PBP理论曲线在近壁面处一致,

而后在不到 0.5个边界层厚度处逐渐分开. 随着控

制参数 a 逐渐减小, 理论温度剖面形状以单调趋势

不断上升, 逐渐接近 PBP曲线. 由此表明, 参数

a 的值越小, 温度边界层中脉动的影响越小, 理论

解越接近层流的 PBP解.

双参数温度边界层剖面拟合的具体步骤为, 在

确定参数 a 时采用 Shishkina等 [13] 中的单参数方

法, 目标是修改参数 a 的值, 使温度剖面在 2倍边

界层厚度内理论解和计算值的误差达到最小值. 确

定参数 a 后采用本文讨论的双参数理论, 调整参

数 c 使温度剖面在 4倍边界层厚度内的误差最小.

图 1(b)给出了 Pr = 4.3, Ra = 109 时双参数

拟合和单参数拟合的温度剖面, 可见两者都远好于

层流 PBP理论解, 说明温度边界层湍流脉动的影

响不可忽略. 双参数拟合的效果在 5倍边界层厚度

范围内好于单参数的拟合效果, 尤其是在温度边界

层的外区. 依据理论及本文拟合过程, 参数 a 直接

反映近壁面温度的变化情况以及温度边界层剖面

的总体走向和基本特性, 参数 c 则修正了温度边界

层剖面的外区解. 因此, 双参数拟合理论在流动假

设上的改进是有效的.

本文采用双参数拟合理论研究三个 Pr 数的系

列 Ra 数二维湍流热对流温度边界层特性, 分析讨

论温度边界层拟合参数变化特性与物理流动特性

之间的关系. 

3   不同 Pr 数温度剖面特性及其与流
态特性的关联

在 RB对流系统中, 温度边界层拟合控制参数

大小及变化规律反映了脉动对温度边界层的影响

程度. 下面将详细讨论不同 Pr 数和 Ra 数下拟合

控制参数值变化特性, 以及与温度剖面分布和流态

特性之间的关系.

Ra < 1× 109

Ra ⩾ 1× 109

Ra < 1× 109

Ra ⩾ 1× 109

图 2给出了 Pr = 0.7系列 Ra 数的热对流温

度边界层拟合参数 a 和参数 c 的变化特征. 可以看

到 , 在   时参数 a ≈ 2.2附近 , 参数

a 随 Ra 的变化呈现出略为下降的特征, 而后出现

明显的间断,   之后参数 a ≈ 1.6附近

出现波动, 反映出此时的温度边界层剖面形状基本

不变化. 参数 c 的值小于参数 a 的值, 且变化特性

相反,   时参数 c ≈ 0.6附近呈现略为上

升的变化特征, 同样有分布的间断,   

之后参数 c ≈ 0.7附近出现波动.
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=4.3, =109

The first fitting (=0.77)
The second fitting (=0.80, =1.51)
PBP profile (=4.3)

图 1    (a) 不同控制参数 a, 双参数理论温度剖面分布 , 黑

色实线为 PBP理论解; (b) Pr = 4.3, Ra = 109, 单、双参数

温度剖面拟合

Fig. 1. (a)  Two-parameter  theoretical  temperature  profile

distribution for  different  parameters a,  the  black solid  line

is the Prandtl-Blasius predictions; (b) Pr = 4.3, Ra = 109,

one and two-parameter temperature profile fitting. 
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Ra < 1× 109

Ra ⩾ 1× 109

拟合参数值的变化直接反映温度边界层剖面

的变化特性. 图 3给出 Pr = 0.7时温度边界层剖

面拟合线的分布, 明显可以看出, 在  

时温度剖面偏低并基本重合, 而  时温

度剖面偏高基本重合. 拟合参数的间断分布导致归

一化的温度剖面分布出现了两组明显的不同形态.

温度边界层理论解中参数 a 的值越小越接近

层流 PBP解 . 但在 Pr =  0.7低 Ra 数时 , 参数

a 的值较大而高 Ra 数时较小, 而且出现间断分布,

与 Ra 数高湍流强度大的特点不一致. 由此, 温度

边界层剖面形态的变化可能与热对流的流动形态

发生根本性变化相关.

给出这两组典型的温度边界层剖面形态对应

的不同热对流流动形态, 如图 4所示 [20].

图 4给出两组形态变化中对应的典型 Ra 数

热对流的平均温度场和流线, 其中红色流线是最大

速度所在流线, 定义为大尺度环流特征周长. 图 4(a)

中较低 Ra 数时大尺度环流呈现椭圆状, 底板左右

两侧角涡大小差异较大, 最大速度流线带起的边界

附近高温层明显堆积, 使得温度在边界附近变化减

缓. 图 4(b)中较高 Ra 数时大尺度环流呈现为圆

形, 下底板两侧角涡大小基本一致, 大尺度环流周

长远离边界附近并且明显减小, 温度在边界附近变

化很快. 两个典型热对流的流动形状完全不同. 因

此, 在本文研究的 Pr = 0.7的 Ra 数范围内, 不同

的流动形态导致热对流的温度边界层产生了两种

不同的剖面形状, 并可由剖面的拟合参数变化特性

反映.

由此可见, 温度边界层剖面形状以及拟合参数

的变化, 与热对流的流动形态变化有着密切的关

联. 温度边界层拟合参数的变化特性可直接反映出

这些典型的变化特征.

图 5给出的是 Pr = 4.3和 20.0时的温度剖面

拟合参数随 Ra 数的变化情况. 图 5(a)显示的是

Pr = 4.3时参数 a 和参数 c 随 Ra 数的变化过程.
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Fig. 2. Distribution of control parameter with Ra number. 
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图 4    两个典型热对流平均温度场和流线图, 颜色表示温度分布, 带有箭头的曲线为流线, 其中红色流线代表大尺度环流路径周

长 [20]　(a) Ra = 1 × 108; (b) Ra = 1 × 109

Fig. 4. The time-averaged temperature fields and streamlines in two typical RB convection, the temperature is coded in color, and

the arrow indicates the flow direction. The red streamline represents the length of the large-scale circulation path[20]: (a) Ra = 1 × 108;

(b) Ra = 1 × 109. 
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a≈1.7 Ra≈1×1010

与 Pr = 0.7相比 , 两个参数之间的数值差减小 .

当 Ra ≤ 5 × 108 时 , 参数 a 随 Ra 数变化很小 ,

a ≈ 1.5, 当 5×108 < Ra ≤ 5×109 时, 参数 a 随 Ra

增大而逐渐略为增大到   , 在  

时参数 a 突然减小, 出现间断, 当 Ra ≥ 1 × 1010

时, 参数 a 相对比较稳定, a ≈ 1.5, 随着 Ra 数增

高无明显波动. 参数 c 的值小于参数 a 的值, 且变

化特性相反, c ≈ 0.85. 总体上参数 a 随 Ra 的变

化幅度较小, 表明此时的温度剖面形状变化不大.

Ra ≈ 1× 1011

图 5(b)给出了 Pr = 20时参数 a 和参数 c 随

Ra 数的分布图. 可以看出, 参数 a 的值在低 Ra 数

时相对较小并随着 Ra 数增高而增加, 从 a ≈ 1.0

连续变化到 a ≈ 1.35, 表明此时的温度边界层剖

面形状也是连续变化的. 从图 2的结果可知, 大

Pr 数时温度边界层剖面存在从弱湍流化向强湍

流化形态连续过渡的变化规律 . 这种变化直到

 时参数 a 突然减小出现间断, 此时流

动形态同样发生了变化. 参数 c 的变化与参数 a 的

变化特性相反, 只是由于参数 a 减小而参数 c 增

大, 在图中出现了两者相交的分布.

大 Pr 数温度边界层拟合参数的这种不同分布

的物理含义, 还有待更多的研究.

下面结合三个典型 Pr 数, 讨论温度边界层拟

合参数值随 Ra 数变化规律及间断位置特征.

图 6给出了三组 Pr 数下拟合参数 a 随 Ra 数

的变化分布, 其中小图是 c 值的分布. 可以看出,

相同 Ra 数时 Pr 数越大, 温度边界层的拟合参数

a 值越小, 表明温度边界层中脉动的影响越小. 不

同 Pr 数的参数 a 随 Ra 数分布规律有明显差异.

总体变化趋势上, Pr = 0.7时参数 a 值由大变小,

Pr = 4.3时参数 a 的变化在中间有明显抬高但总

体呈现水平, Pr = 20时参数 a 值由小变大, 三者

都存在突变式间断. 间断之后三者的拟合参数 a 值

都呈现小幅波动, 变化幅值不大. 小图中 c 值的变

化特点与 a 值成相反趋势, Pr 数越大 c 值也越大,

随 Ra 数的变化为 a 值增加 c 值减小.
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图 6    控制参数 a 随 Ra 数的分布

Fig. 6. Distribution of control parameter a with Ra number.
 

总结以上三个典型 Pr 数的温度边界层剖面拟

合特性发现, 拟合参数ɑ虽然随 Ra 数的变化不完

全一致, 但都存在一个共同的特性, 即出现了间断

的现象, 并与热对流的大尺度环流形态从椭圆变为

圆形的流态特性变化相关联.

拟合参数及其变化规律在温度边界层特性中

的作用, 还需要更深入的研究. 

4   传热特性、大尺度环流路径周长
及参数 a 值之间的相关性

Nusselt(Nu)数反映 RB系统的整体传热. 在

较大范围内, GL理论预测了传热 Nu 数与 Ra 数
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Fig. 5. Distribution of fitting parameter a with Ra number: (a) Pr = 4.3; (b) Pr = 20.0. 
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Nu/Ra0.3

Nu/Ra0.3

和Pr 数的关系. 包芸等 [21] 发现二维热对流 

数随 Ra 数变化具有两个转折点, 并在极高 Ra 数

时其变化与 GL理论的预测倍数线走向一致, 而反

映羽流运动特性的大尺度环流路径周长变化和

 数随 Ra 数的转折有很好的相关性.

进一步分析温度边界层拟合参数 a 值与大尺

度环流路径周长和传热 Nu 数随 Ra 数变化规律,

发现三个典型 Pr 数的温度边界层拟合参数 a 值的

间断变化对应的 Ra 数与其他两者的变化特征都

有着很好的对应关系.

图 7分别给出了 Pr = 0.7, 4.3, 20.0时大尺度

环流路径周长、传热 Nu 数及参数 a 值随 Ra 数的

变化, 红色圆点、深蓝色三角和绿色方块分别是

Pr = 0.7, 4.3, 20.0的计算结果. 可以看出, 不同

Pr 数的三个物理量, 大尺度环流路径周长、传热

Nu 数及温度边界层拟合参数 a 值在红线标出的特

征 Ra 数都具有相同的变化特性. 在红线处, 大尺

度环流路径周长随着 Ra 数变化出现突然的减小,

导致传热 Nu 数随 Ra 数变化出现转折. 包芸等 [21]

在分析 Pr = 0.7和 4.3的结果时指出, 这是由于二

维热对流的流动形态由椭圆变为圆形造成大尺度

环流路径周长变化产生的. 同样本文 Pr = 20的结

果也有类似现象. 大尺度环流路径周长的突然减小

由羽流运动特性的变化引起, 造成了传热 Nu 数随

Ra 数变化的标度关系改变. 而这个流动形态的突

然变化在热对流的温度边界层中也引起相应变化,

温度剖面的拟合参数 a 随 Ra 数的变化特性出现

间断, 即温度剖面的形状变化出现不连续性. 三个

物理量随 Ra 数变化具有很好的相关性.

综上所述, 二维湍流热对流流动形态的变化导

致热对流的诸多物理量都发生了改变. 不同 Pr 数

下大尺度环流路径周长、传热 Nu 数及温度边界层

拟合参数 a 值随 Ra 数变化过程中, 都存在相关的

典型变化, 其对湍流热对流特性的研究价值将进行

更多深入的探讨. 

5   结　论

温度边界层特性是 Rayleigh-Bénard热对流

研究的重点问题之一, 与传热机制紧密相关. 本文

采用高效并行的 DNS方法, 计算了 Pr = 0.7, 4.3,

20.0在系列 Ra 数下的二维方腔热对流 , 并采用

Shishkina提出的双参数温度边界层理论, 对所有

Pr 数和 Ra 数的温度边界层剖面进行拟合, 得到了

拟合参数 a 和参数 c 的分布. 通过分析和研究不

同 Pr 数系列 Ra 数的控制参数 a 值、温度剖面特

性、流态特性及传热特性, 得到的结论如下.

1)不同的 Pr 数温度剖面拟合参数 a 随 Ra 数

变化具有不同的分布特性. Pr = 0.7, 参数 a 值基

本分布在 2.2和 1.6两个值处, 中间出现突变减小,

由此造成温度剖面形成两组不同的剖面形状, 并且

与热对流的流动特性大尺度环流的形状相关联.

Pr = 4.3, 参数 a 值在 1.4附近微小波动然后逐渐

增加到 1.6, 同样出现突降至 1.4附近并保持基本
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图 7    大尺度环流路径周长、传热 Nu 数及参数 a 随 Ra 数变化, 其中红色空心圆点和蓝色空心三角是包芸等 [21] 的计算结果, 黑

色虚线是 GL理论预测倍数线, 红线是特征 Ra 数位置　(a) Pr = 0.7; (b) Pr = 4.3; (c) Pr = 20

Fig. 7. The variation of large scale circulation path length, Nu number, and parameter a with Ra number, among which the red hol-

low dots and blue hollow triangles are calculated by Bao Yun[21], etc. The black dotted line is the multiple predicted by the GL the-

ory, the red line is the characteristic Ra number position: (a) Pr = 0.7; (b) Pr = 4.3; (c) Pr = 20. 
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不变, 此时的温度剖面将重叠在一起. Pr = 20, 参

数 a 值随 Ra 数增高而增大 , 直到 Ra 数增加到

1 × 1011 时, 参数 a 同样突变减小而后基本不变.

参数 c 的变化特性和参数 a 的变化特性相反.

2)三个 Pr 数的温度剖面拟合参数 a 随着

Ra 变化, 在总体趋势上, Pr = 0.7时参数 a 值由

大变小, Pr = 4.3时参数 a 的变化在中间有明显抬

高但总体呈现水平, Pr = 20时参数 a 值由小变大.

三者都存在突变减小间断, 且随着 Pr 数变大, 间

断点的特征 Ra 数增高. 相同 Ra 数时, Pr 数越大

温度剖面的拟合参数 a 值越小, 表明温度边界层中

脉动的影响越小.

Nu/Ra0.33)在同一 Pr 数下, 传热特性的  、反

映羽流运动特性的大尺度环流路径周长, 以及温度

边界层特性的参数 a 都存在共同的特征, 由于二维

热对流的流动形态由椭圆变为圆形造成大尺度环

流路径周长变化, 三者在随 Ra 数的变化中出现明

显的转折或间断, 且对应相同的特征 Ra 数. 三个

典型 Pr 数系列 Ra 数的计算结果表明, 都存在传

热、大尺度环流路径周长和温度剖面拟合参数 a 在

同一特征 Ra 数发生转折或间断的特性, 三个物理

量具有很好的相关性. 

附录

1)不考虑脉动影响的温度边界层 PBP理论解

Shishkina等 [12] 从无限长平板的二维流动出发, 得到

温度方程 
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考虑定常问题消去时间项   , 并且假设温度在 x 方向

的二阶偏导远小于 z 方向的二阶偏导, 即 

 , 方程 (A1)可化为
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通过雷诺分解, 将瞬时量分解为时间平均项和时间脉

动项. 即   ,    和   , 并引

入脉动连续性方程. 代入 (A2)式后沿时间平均, 可得到 

⟨u⟩ ∂ ⟨θ⟩
∂x

+⟨v⟩ ∂ ⟨θ⟩
∂z

+
∂ ⟨u′θ′⟩
∂x

+
∂ ⟨v′θ′⟩
∂z

= κ
∂2 ⟨θ⟩
∂z∂z

, (A3)

|∂⟨u′θ′⟩/∂x| ≪ |∂⟨v′θ′⟩/∂z|进一步假设  , 有
 

⟨u⟩ ∂ ⟨θ⟩
∂x

+ ⟨v⟩ ∂ ⟨θ⟩
∂z

+
∂ ⟨v′θ′⟩
∂z

= κ
∂2 ⟨θ⟩
∂z∂z

, (A4)

忽略脉动的影响, 通过直接对方程 (A4)进行求解, 可以推

导得到经典的 PBP理论解 [12], 解的形式如下: 

θ (ξ) =

∫ ξ

0

exp[−Γω(1 + ω−1 )ηω] dη, (A5)

Γ ω Pr ≪ 1 ω = 2

Pr ≫ 1 ω = 3 2 ⩽ ω ⩽ 3

其中   为伽马函数 ,    为常数 . 当   时 ,    ; 当

 时,   . 当为任意 Pr 数时,   .

2)考虑脉动的单参数温度边界层理论

与 PBP理论不同, Shishkina等 [13] 考虑脉动的影响,

引入涡热扩散系数  ⟨
v′θ′

⟩
t
= −κt

∂ ⟨θ⟩
∂z

, (A6)

代入方程 (A4)整理后得 

⟨u⟩ ∂ ⟨θ⟩
∂x

+

(
⟨v⟩ − ∂κt

∂z

)
∂ ⟨θ⟩
∂z

= (κ+ κt)
∂2 ⟨θ⟩
∂z∂z

. (A7)

ξ (x, z) = z/λ (x) λ (x)

z → ∞ ⟨u⟩ (x, z) → ⟨u⟩0
Ψ = ⟨u⟩0λ (x)ψ (ξ) ψ (ξ)

引入相似变量  , 其中  为温度局

部边界层厚度. 当  时,   . 设平均速

度的流函数  (其中  为流函数)可得
  

⟨u⟩ = ∂Ψ

∂z
,

⟨v⟩ = −∂Ψ
∂x

,

⟨θ⟩ = θbot −
(
∆

2

)
θ (ξ) .

(A8)

同时, 给出温度和流函数的边界条件  
θ (0) = 0,

∂θ

∂ξ
(0) = 1, θ (∞) = 1,

ψ (0) = 0,
∂ψ

∂ξ
(0) = 0,

∂ψ

∂ξ
(∞) = 1.

(A9)

将平均速度的流函数公式 (A8)式代入方程 (A7)中得 

(κ+ κt)
∂2θ

∂ξ2
+

[
∂κt

∂ξ
+ U

0

ψλ (x)
∂λ (x)

∂x

]
∂θ

∂ξ
= 0, (A10)

A = (∂κt/∂ξ)/κ B = ⟨u⟩0λ (x) (∂λ(x)/∂x)/κ

λ(x) ∝

(vx/U0)
1/2 → λ (x) ∝ x1/2

令   ,    . 由于

GL理 论 标 度 律 假 设 , 存 在 局 部 边 界 层 厚 度  

 , 代入 B 的定义式可得 B 为常

数. 此时, 方程 (A10)可化为以下形式: 

(1 + κt/κ)
∂2θ

∂ξ2
+ [A+Bψ]

∂θ

∂ξ
= 0. (A11)

κt ξ

κt ∝ ξ3

大量三维 DNS的计算结果拟合得出, 近底板处  与 

存在标度律关系, 即  . 由壁面处所有脉动为 0的条

件, 可以进一步得到 

κt ≈ a3ξ3κ. (A12)

(A12)式是该理论的另一个重要假设, 称为涡热扩散

系数分布假设. 将其代入方程 (A10)可以得到 
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(
1 + a3ξ3

) ∂2θ

∂ξ2
+

(
3a3ξ2 +Bψ

) ∂θ
∂ξ

= 0. (A13)

上述方程中包含了速度和温度的影响.

⟨u⟩ ∝ z

对于大 Pr 数, 热对流的温度边界层嵌入在速度边界层

内, 流动速度变化假设为线性, 即  . 化简后可以得到 

ψ ≈ bξ2, (A14)

b

c = bB/(3a3) + 1

其中   为常数 , 将 (A14)式代入方程 (A13)中 , 并令

 , 方程 (A13)的解为
 

θ (ξ) =

∫ ξ

0

(1 + a3η)
−cdη. (A15)

θ (∞) = 1将边界条件   代入 (A15)式中, 得到常数 a 与常

数 c 的关系为 

a =
Γ (1/3)Γ (c− 1/3)

3Γ (c)
. (A16)

(A15)式和 (A16)式称为考虑脉动影响的单参数理论剖面

公式.
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Two-parameter fitting of temperature profile and its
characteristics in turbulent convection*
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Abstract

The two-dimensional thermal convection with three-Pr series Ra number is calculated by using the highly

efficient  parallel  DNS  method.  The  two-parameter  temperature  boundary  layer  theory,  with  the  pulsation

influence taken into account, is used to fit the temperature boundary layer profile for the field averaged over all

calculations. The distributions of the fitted parameters a and c are obtained. Parameter a determines the basic

characteristics  of  the  temperature  profile,  and  parameter  c  plays  a  role  in  correcting  the  outer  area  of  the

temperature profile. Therefore, the simulation results of the temperature boundary layer profile is well matched

with  the  theoretical  solution  in  the  5  boundary  layers.  The  variation  characteristic  of  parameter  c  is  the

opposite to that of parameter a, and the c value decreases as the a value increases. The fitting parameters for

the different Pr numbers have different distribution characteristics as the Ra number changes, but they have all

suddenly decreasing interruptions, and as the Pr number becomes large, the characteristic Ra number for the

interruption increases. The variation characteristic of parameter c is the opposite to that of parameter a. With

the same Ra number, the larger the Pr number, the smaller the fitting parameter of the temperature profile is,

indicating  that  the  influence  of  pulsation  in  the  temperature  boundary  layer  is  smaller.  The  heat  transfer

characteristic  Nu/Ra0.3,  the  large-scale  circulation  path  circumference  for  the  characteristics  of  plume

movement, and the temperature boundary layer fitting parameter all have the interruptions with the change of

Ra number, and their corresponding characteristic Ra numbers are identical.  The results show that the three

have good correlation and are directly related to the change of flow pattern.

Keywords: 2-dimentional  turbulent  convection,  thermal  boundary  layer  profile,  interruption  characteristics,
heat transfer characteristics, large scale circulation path circumference
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