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垂直振动水柱中气泡下沉机理*

赵小刚 1)†    杨浩然 1)‡    张琪 2)    程琳 1)    张翔宇 1)    王凤龙 1)

段丞博 1)    卓伟 1)    徐春龙 1)    侯兆阳 1)

1) (长安大学理学院, 西安　710064)

2) (长安大学材料科学与工程学院, 西安　710064)

(2020 年 4 月 18日收到; 2020 年 6 月 17日收到修改稿)

对装有水的容器施加垂直振动, 水中的气泡可能出现下沉的现象. 针对球形气泡构建了基于理想气体方

程的气泡运动学模型, 该模型考虑了 Basset力对气泡运动的影响. 观察到气泡的运动呈振荡形式, 存在一个

临界深度, 气泡在临界深度时稳定振荡, 在临界深度以上时上升, 在临界深度以下时下沉. 采用分离气泡运动

和引入收敛因子的方法对 Basset力进行理论求解, 并通过等步长复合梯形公式对 Basset力进行数值求解. 模

型的数值模拟结果表明: 附加质量力是气泡下沉的关键因素, 而 Basset力对气泡下沉的临界深度和气泡下沉

的前期轨迹无明显影响, 但对气泡下沉的后期轨迹有较大影响. 采用去噪、二值化、填充图像等数字图像处

理的办法提取气泡的特征尺寸, 可提高实验参数测量的准确性, 使气泡下沉的临界深度与理论值相匹配.

关键词：垂直振动, 气泡下沉, 稳定振荡, Basset力
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1   引　言

当水柱在外界激励下做垂直振动时, 水中气泡

可能不会上浮, 而是出现下沉的现象. 气泡下沉的

现象主要分为两种: 当振动产生的压强远小于大气

压强时, 气泡以相对分散的形式下沉; 当振动产生

的压强远大于大气压强时, 气泡以聚集成团的形式

下沉 [1,2]. 文献 [3, 4]给出了气泡运动的微分方程,

认为在非饱和流体中气泡下沉是由于气泡体积变

化导致附加质量变化, 从而产生一个累积效应向下

的力所引起的, 并发现存在一个临界深度, 使得气

泡在临界深度以下下沉, 在临界深度以上上浮. 文

献 [5−7]从共振的角度研究了振荡流体中气泡悬

浮的现象, 并通过实验验证了气泡悬浮的位置. 文

献 [8−11]认为在饱和流体中气泡下沉是由流体中

驻波推动一个比共振尺寸小的气泡作高速直线运

动所引起的. 文献 [12, 13]研究了振荡流体中的固

体颗粒, 发现在流体的驻波场中固体颗粒会上升.

文献 [14, 15]对垂直振动下气泡产生的机理进行研

究, 指出当振动加速度大于临界值时气泡将分裂成

更小的部分, 并最终在形态和数量上趋于稳定. 文

献 [16−19]讨论了气液传质条件和 Basset力对上

浮气泡运动学行为的影响, 发现 Basset力和传质

条件对于易溶气泡有明显影响. 当振动产生的瞬时

压强远大于大气压时, 会出现空化的现象, 空化的

程度取决于气泡形状、大小、数量等因素 [20−22]. 因

此对于非饱和流体中气泡下沉、Sorokin临界深度
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进行验证、以及 Basset力对气泡下沉的影响是研

究气泡下沉的热点问题. 本文通过构建非饱和流体

中气泡的运动方程, 阐明气泡下沉的物理本质, 并

研究 Basset力的理论求解及 Basset力对振荡非饱

和流体中气泡运动的影响, 希望为火箭、船舶箱体

中气泡的去除提供理论基础. 

2   理论模型
 

2.1    模型准备

以静止时的液面所处的位置为 0点, 竖直向下

为正建立坐标系, 以 x 表示气泡和液面之间的距

离, 在正弦函数的激励下, 气泡在 x 处的内压强可

以表示为 [4]
 

Px = P0 + ρgx+
2σ

R
+ ρxAω2 sinωt, (1)

P0 ρ

σ ω

式中,   为大气压强为,   为水的密度, g 为重力加

速度,   为液体表面张力系数, R 为气泡半径,   为

振动的角频率, A 为振动的振幅. 考虑到气泡内气

体的温度和压强都不太高, 且所观测的气泡半径

R 在 0.5—1.5 mm, 忽略表面张力所产生的压强,

将其看作理想气体, 并忽略温度的变化, 满足 

P0V0 = PxVx, (2)

V0  为气泡的初始体积, 则在 x 处的气泡体积可以

表示为 

Vx =
P0V0

P0 + ρx(g +Aω2sinωt)

=
V0

1+
ρx

P0
(g +Aω2sinωt)

. (3)

ρx

P0
(g +Aω2) ≈ 0.26

当 r = 998 kg/m3, x = 0.17 m, A = 0.0015 m, P0 =

101.325 kPa, w  =  100π  rad/s,  g  =  9.8 m/s2 时 ,

 , 对 (3)式进行 Taylor展开, 保

留一次项, 得到 

Vx ≈ V0

[
1− ρx

P0
(g +Aω2sinωt)

]
. (4)

Tadaki Ta

气泡体积的舍去误差约为 3%. 考虑到惯性力、浮

力、表面张力和黏性阻力都会对气泡的形状产生影

响, 这里采用  
[23] 提出的无量纲数  来描述

气泡的形态, 其表达式为 

Ta = ρlvd

[
(ρl − ρg)g

σ3ρ2l

]0.23
≈ 0.704, (5)

其中, d 为气泡的当量直径, v 为气泡运动的相对速

ρl ρg Ta度,   表示液相密度,   表示气相密度. 当  小于 1

时, 根据刘柳 [24] 的实验结果, 气泡的横纵比不低

于 0.9, 因此可以近似认为气泡呈球形. 将气泡假

设为球形, 得到位于 x 处的气泡半径: 

Rx =
3

√
3

4π
Vx = R0

 1

1+
ρx

P0
(g+Aω2sinωt)


1
3

. (6)

对 (6)式进行 Taylor展开, 保留一次项, 得到 

Rx ≈ R0

[
1− ρx

3P0
(g +Aω2sinωt)

]
, (7)

R0

ρx

3P0
(g +Aω2) ≈ 0.09

式中,   为气泡初始半径. 当 r = 998 kg/m3, g =

9.8 m/s2, w = 100π rad/s, P0 = 101.325 kPa, x =

0.17 m, A  =  0.0015 m时 ,    ,

气泡半径的舍去误差约为 1%. 

2.2    气泡的运动分析

对于水中变速运动的气泡, 我们主要考虑黏性

阻力、浮力、水的推力、附加质量力和 Basset力,

忽略气泡自身重力.

1) 黏性阻力

当气泡与周围的水存在相对运动时, 由于气泡

表面与水之间存在摩擦, 气泡表面对液相有阻力作

用, 反过来气泡也会受到周围水带来的阻力, 气泡

黏性阻力公式可以由下式给出 [4]: 

FD = 4ψρR2v2sgnv. (8)

对于气泡阻力系数的确定, 需要对雷诺数 Re 进行

估计: 

Re = 2ρRv/µ, (9)

ψ ≈ 0.2

其中µ是液体动力黏度系数. 在本实验中, 雷诺数

的取值范围为 1000—5000, 根据标准阻力系数曲

线, 在该范围内阻力系数变化不大,   .

2) 浮力

由于水中压强随深度的增大而增大, 气泡下表

面的压强大于上表面的压强, 因此存在一个向上的

浮力, 浮力等于气泡排开水的重力: 

Fv = ρgVx. (10)

3) 水流推力

瓶子中的水在激振器的激励下做正弦函数的

上下运动, 产生一个周期性的推力, 其表达式为 

Fp = ρVx
dul
dt

= ρVxAω
2 sinωt, (11)
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ul其中  表示水流的速度.

4) 附加质量力

F > mẍ

F = (m0 +m)ẍ = Fm +mẍ, Fm

m0

对于水中变速运动的气泡, 推动气泡运动的力

除了要推动气泡本身, 还要将周围的水一起推动,

这意味着推动气泡运动的力 F 就会满足,   ,

可以将其写成  定义

为附加质量力,   定义为附加质量, 且它们可以表

示为 

Fm = CmρVx
dẋ
dt
, (12)

 

m0 = CmρVx, (13)

Cm式中  为附加质量系数, 它跟气泡的形状有关 [25]: 

Cm = 0.62χ− 0.12, 1 <χ< 2.5, (14)

χ

χ= 1, Cm = 0.5

ṁẋ

其中   为气泡的横纵比. 考虑将气泡假设为球形,

故  . 此外, 当附加质量发生变化时,

还会产生一个额外的附加力   
[4]. 将附加质量力

和额外的附加力合在一起, 记成: 

Fk = m0ẍ+ ṁ0ẋ. (15)

附加质量力的意义在于突然加速分散相周围的连

续相的表面质量所需要的力, 如果分散相的密度与

连续相的密度之比远大于 1, 附加质量力的影响可

以忽略不计 [26]. 模型中分散相为空气, 其密度远小

于连续相为水的密度, 因此附加质量力不能忽略.

可以看到附加质量力的大小为气泡所受浮力的一半.

5) Basset力

Basset力是指当气泡与周围的水存在相对加

速度时, 气泡的运动与气泡表面附着层的运动存在

滞后, 由此产生一个黏性附加力, 与气泡的加速过

程有关, 其表达式采用 Basset的研究结果: 

FB = CBR
2√πρlµ

∫ t

t0

dẋ/dτ√
t− τ

dτ, (16)

t0 CB

CB= 6

其中,    是气泡开始加速时刻;    为 Basset力系

数, Basset通过理论计算得到  .

对于水中的气泡而言 , 在加速运动的初期

Basset力较为重要, 当运动达到稳定后可以忽略此

力. 本实验中气泡以振荡的形式运动, 会出现很多

个加速运动的初期, 所以对 Basset力进行考虑.

给出气泡的运动方程: 

mẍ = −FD − Fv − Fp − Fk − FB. (17)

Px此外, 对于任意时刻气泡的内压强  应满足: 

Px > Pd, (18)

其中 Pd 为水的饱和蒸汽压, 否则会出现空化的现

象, (17)式就不再成立.
 

3   模型的求解分析
 

3.1    Basset 力

对于 Basset力的数值求解, 注意到 Basset力

是以奇异积分的形式出现, 黄社华和程良骏 [17] 证

明了 Basset力的收敛性, 并通过等步长复合梯形

公式将 Basset力离散成以下形式:
 

FB =
1
2
Bh

[
g(0)√
t

+ 2

n−2∑
i=1

g(ih)√
t− ih

+
g(t− h)√

h

]

+ 2Bg(t)
√
h, (19)

h= t/n g(τ)=dẋ/dτ B=6R2√ρlµπ其中,   是步长,   ,   .

对于 Basset力的理论求解, 根据振动力学中

直接分离运动的方法, 将气泡的运动 x 分解成 [4]:
 

x(t) = X(t) + η(t), (20)

X(t)

η(t)

其中,   表示气泡的平均运动, 也称为气泡的慢

运动;   表示气泡的脉动, 也称为气泡的快运动.

将 (20)式代入 (16)式得到:
 

FB = 6R2
0

[
1− ρ

3P0
(X(t) + η(t))(g +Aω2sinωt)

]2
×√

πρlµ
∫ t

t0

Ẍ(τ) + η̈(τ)√
t− τ

dτ. (21)

η̇ ≫ Ẋ, η̈ ≫ Ẍ,X ≫ η,

[
ρx

P0
(g+Aω2)

]2
≪1考虑到   ,

舍去 (21)式中的较小量进一步得到:
 

FB = 6R2
0
√
πρlµ

∫ t

t0

η̈(τ)√
t− τ

dτ. (22)

求解 (22)式的关键在于求解式中的奇异积分项,

将奇异积分项单独提出, 并假设气泡的脉动方程具

有以下形式的解:
 

η = B sin(ωt+ φ), (23)

φ其中  为相位, 则
  ∫ t

t0

η̈(τ)√
t− τ

dτ = −Bω2

∫ t

t0

sin(ωt+ φ)√
t− τ

dτ

= −Bω2

√
2π
ω

[
cos(ωt+φ)S

(√
2ω

π
t

)

−sin(ωt+ φ)C

(√
2ω

π
t

)]
, (24)

S(α) C(α)其中   和   为菲涅耳积分, 且菲涅耳积分无

法用初等函数的形式表示:
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S(α) =

∫ α

0

sin q2dq, (25)
 

C(α) =

∫ α

0

cos q2dq. (26)

e−βq2将收敛因子  引入 (25)和 (26)式 [27], 得到: 

G(β) =

∫ α

0

e−βy2

sin y2dy, (27)
 

F (β) =

∫ α

0

e−βy2

cos y2dy. (28)

则可以通过计算二重积分来间接计算菲涅耳积分:
 

 

(F (β))2 − (G(β))2 =

∫ α

0

∫ α

0

e−β(y2+z2) cos(y2 + z2)dydz

=

(∫ π
2

0

∫ α

0

e−βr2r cos r2drdθ +
∫ π

2

0

∫ √
2α

0

e−βr2r cos r2drdθ

)/
2

=
πe−βα2

β

8(β2 + 1)

[
eβα

2

− cosα2 +
sinα2

β
+ e−βα2

(
e2βα

2

− cos 2α2 +
sin 2α2

β

)]
= k1(β), (29)

 

2F (β)G(β) =
∫ α

0

∫ α

0

e−β(y2+z2) sin(y2 + z2)dydz

=

(∫ π
2

0

∫ α

0

e−βr2r sin r2drdθ +
∫ π

2

0

∫ √
2α

0

e−βr2r sin r2drdθ

)/
2

=
πe−βα2

β

8(β2 + 1)

[
eβα

2

β
− sinα2 − cosα2

β
+ e−βα2

(e2βα2

β
− sin 2α2 − cos 2α2

β

)]
= k2(β), (30)

  [
(F (β))

2
+ (G(β))

2
]2

=
[
(F (β))

2 − (G(β))
2
]2

+ 4(F (β)G(β))2. (31)

β = 0当  时, 

G(0) = S(α) =

√√√√√(k1(0))
2
+ (k2(0))

2 − k1(0)

2
=

√
π
16

√√
6− 2 cosα2 − 4 cos 2α2 − sinα2 − sin 2α2, (32)

 

F (0) = C(α) =

√√√√√(k1(0))
2
+ (k2(0))

2
+ k1(0)

2
=

√
π
16

√√
6− 2 cosα2 − 4 cos 2α2 + sinα2 + sin 2α2. (33)

将 (24)式、(32)式、(33)式代入 (22)式中即得到

垂直振动下气泡所受 Basset力的近似解析表达式.

当气泡运动到某一深度时, 气泡会出现稳定振

荡的现象, 这一深度被称为临界深度, 当气泡在临

界深度以上时, 气泡上升, 在临界深度以下时, 气

泡下沉, Sorokin等 [4] 给出了不考虑 Basset力时气

泡的慢运动方程: 

(m+m01)Ẍ +
1

T

∫ T

0

FDdt

= γρV0w
Aω2X

2H0
− (ρV0 −m)g, (34)

m01= 0.5ρV0, γ =
ρH0g

P0
, w =

Aω2

g
其中 T 是周期,   .

进一步考虑 Basset力, 只需在 (34)式等号右端加

− 1

T

∫ T

0

FBdt入  这一项, 考虑到附加质量的平均累

积效应比 Basset力的平均累积效应高出两个数量

级, 即: 

1

T

∫ T

0

FBdt≪
1

T

∫ T

0

Fmdt, (35)

因此, 可以忽略 Basset力对慢方程的影响, 即仍然

采用 Sorokin等 [4] 提出的临界深度: 

X0 =
2H0

γw2

2

(
1 +

√
1 + κ

A2

R2
0

)
+ κ

A2

R2
0

2

(
1 +

√
1 + κ

A2

R2
0

)
+
κ

3

A2

R2
0

, (36)

κ =
256ψ2

π4C4
m

其中  .
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3.2    模型的数值模拟

ẋ(0) = 0

为了进一步分析气泡长时间运动后的规律, 以

及比较不同初始位置对数值求解的影响, 将求解

(17)式转化为求解一阶常微分方程组初值问题, 采

用向前差分格式将微分方程组转化为差分方程组,

并进行迭代求解. 选取参数 r = 998 kg/m3, x =

0.17 m, A = 0.002 m, P0 = 101325 Pa, w = 100π

rad/s, g = 9.8 m/s2, µ = 1.01 × 10–3 Pa·s, R0 =
0.001 m, 并给定初始速度  , 得到图 1所示

的结果.

对于图 1(a), 气泡的初始位置为 0.1 m, 气泡

从该位置开始运动一直下沉到底部; 对于图 1(b),

气泡的初始位置为 0.05 m, 气泡从该位置开始运

动一直上升至液面; 对于图 1(c), 气泡的初始位置

为 0.076 m, 气泡在该位置附近振荡了一段时间后

开始下沉到底部. 数值结果表明, 存在一个临界深

度 X0, 使得气泡在临界深度以上时上升, 在临界深

度以下时下沉, 在临界深度处稳定振荡. 此外, 从

图 1(b)可以观察到气泡下沉是一个周期性累积的

结果.

将 Basset力的数值解 (19)式和解析解 (22)式

进行对比分析, 选取参数 R0 = 0.001 m, rl = 998 

kg/m3, µ = 1.01 × 10–3 Pa·s, w = 100π rad/s, j =
0, A = 0.002 m, g = 9.8 m/s2, P0 = 101325 Pa,

B = 1/3A, x(0) = 0.1, x(0) = 0进行数值模拟, 结

果如图 2所示.

φ= 0本文选取   , 所以和数值解存在一定的相

位差, 但在周期和振幅上两者基本保持一致. 

3.3    Basset 力对气泡运动的影响

为了研究 Basset力对气泡运动的影响, 首先

采用以下参数对气泡的运动方程进行数值模拟, 分

析 Basset力对气泡运动的影响, 其中µ =1.01 ×
10–3  Pa·s,  R0  =  0.001 m,  g  =  9.8 m/s2,  P0  =

101325 Pa, rl = 998 kg/m3, w = 100π rad/s, A =
0.002 m, x(0) = 0.1, x(0) = 0, 结果如图 3所示.

对两条运动轨迹进行比较, 在第 3 s时两者偏

移了 6%, 在第 4 s时两者偏移了 20%. 结果表明,

Basset力对气泡下沉前期的运动轨迹无明显影响,
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图  1    气泡运动方程的数值模拟　 (a) 气泡初始位置为

0.1 m; (b) 气泡初始位置为 0.05 m; (c) 气泡初始位置为

0.076 m

:Fig. 1. Numerical simulation of the bubble motion equation 

(a) The initial  position of the bubble is 0.1 m; (b) the  ini-

tial position of the bubble is 0.05 m; (c) the initial position

of the bubble is 0.076 m. 
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图 2    Basset力解析解和数值解的比较

Fig. 2. Comparison  between  the  analytical  and  numerical

solutions of Basset forces. 
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但对后期的运动轨迹会产生较大的偏移. 为了进一

步分析气泡轨迹偏移的原因, 将气泡运动前期和后

期的附加质量力、Basset力、黏性阻力、浮力和水

流推力进行对比, 选取与图 3相同的参数进行数值

模拟, 结果如图 4所示.

Fjoint

xjoint xB xk xD xv xp

图 4(a)中   表示气泡受到的合力, 图 4(b)

中   ,    ,    ,    ,    ,    分别表示气泡受到的

合力、Basset力、附加质量力、黏性阻力、浮力、水

流推力对气泡位移的贡献, 其中合力对气泡位移的

贡献就是气泡下沉的位移. 图 4(a)可以观察到气

泡下沉前期和后期各个分力的变化形式, 图 4(b)

可以观察到各个分力对位移的贡献, 其中附加质量

力对气泡位移贡献的方向向下且贡献量最大, 因此

附加质量力是气泡下沉的关键. 而 Basset力对气

泡位移贡献的大小约为附加质量力的 1/20, 方向

向下, 使得气泡轨迹相应的向下偏移一段距离, 在

数值仿真误差允许范围里, 可以选择忽略此力. 此

外, 可以观察到黏性阻力、浮力、水流推力对气泡

的下沉起到阻碍作用, 且它们对气泡位移贡献的大

小从大到小依次是: 浮力、黏性阻力和水流推力. 

4   实　验
 

4.1    实验装置

考虑到液体不同会对实验产生影响, 采用工业

蒸馏水作为实验液体; 为了避免容器的振动迟滞对

实验产生影响, 采用玻璃瓶作为实验容器, 其直径

为 30 mm, 高 200 mm; 控制瓶子中空气柱的长度

为 30 mm.

⊥

采用型号为 GF-100B型功率放大器, 型号为

332DA Agilent型的信号示波器以及型号为 JZ-5

6  2的振动台, 选用恒压模式, 并对容器施加正弦

波激励. 实验的频率范围为 50—100 Hz, 振幅范围

为 0.5—5.0 mm; 振幅的测量通过型号为 ISV2010

的测振仪实现, 对于振动台和瓶子的连接, 自制了

连接器, 并通过磁铁吸引, 保证瓶子和振动台的稳

固连接, 通过水平仪对瓶子的垂直固定进行校准.

通过型号为 DSC-RX100 M4的高速摄像机进行拍

摄 , 实验像素为 1080 × 1920, 帧数范围为 60—

1000帧, 运用 Tracker软件进行视频分析. 实验仪

器如图 5. 

4.2    基于图像处理的气泡体积测量

为了更好地提取气泡特征尺寸, 首先要得到清

晰的气泡图像, 采用逆光拍摄的方法 [28], 将柔光纸

作为背景, 用强光逆向照射柔光纸, 从正面进行拍
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图 3    Basset力对气泡运动方程的影响

Fig. 3. Effect  of  Basset  force  on  the  equation  of  motion  of

bubbles. 
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图 4    气泡受力分析　(a)气泡下沉前期和后期各个分力的对比; (b) 气泡分力对气泡位移的贡献

Fig. 4. Force analysis of bubble: (a) Comparison of component forces in the early and late stages of bubble sinking; (b) contribu-

tion of bubble component force to bubble displacement. 
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摄, 并通过数字图像处理来提取气泡特征尺寸.

图像处理的过程如下:

matlab

1)预处理. 将背景图像图 6(a)和带有气泡的

图像图 6(b)转化为灰度图像, 对两个灰度图像采

用剪影法处理 [26], 即对像素矩阵进行减法运算得

到图 6(c), 并通过  交互式地截取带有气泡的

局部图像得到图 6(d).

2)去噪、滤波. 先通过小波分解的方法对处理

后的图像做平滑处理, 去除图像噪声得到图 6(e),

再使用 3 × 3的滤波器对图像进行中值滤波得到

图 6(f), 处理后气泡边缘一圈的像素灰度值变为 0,

但不影响后续处理.

3)增强图像. 对处理后的图像进行线性变换,

以实现将区间内的像素拉伸到 [0, 1]区间, 初始阈

值选为 [0.05, 0.3], 调整步长为 0.005, 得到图 6(g).

对增强后的图像选取阈值为 0.3, 将像素灰度值在

阈值以下的变为 0, 阈值以上的变为 1, 调整步长

为 0.03, 得到图 6(h). 并对图像进行填充得到图 6(i).

4)通过对像素灰度值为 0的像素点计数得到

气泡的像素面积 S, 以等效半径来近似计算气泡的

半径 [29,30], 其公式为 

R =
√
S/π. (37)

 

4.3    实验测量的不确定性

χ

以等效半径计算气泡的半径, 考虑到气泡形

状、空间分辨率等因素会影响气泡尺寸的提取, 需

要对气泡尺寸测量的不确定度进行说明. 由于气泡

的横纵比  在 0.85—1之间, 对应的椭球离心率在

0—0.5之间, 采用 (37)式计算气泡半径的不确定

度为 ± 2.6%[31]. 受拍摄像素的限制, 气泡边界的

像素点提取存在误差, 最大误差为 ± 1像素, 气泡

半径的不确定度为 ± 6.5%, 在长度的标定过程中,

刚尺与相机无法完全平行, 标尺读数和实际长度存

在误差, 实验中使用的刚尺为 100 mm, 钢尺偏移

不超过 1 mm, 气泡半径的不确定度为 ± 0.3%. 

4.4    理论模型的检验

当水柱受到外界激励垂直振动时, 水面振动带

动空气入水产生气泡, 气泡在水中以振荡的形式运

动; 当气泡运动到临界深度 X0 时, 其将在该深度

附近稳定地上下振荡, 这种稳定的现象在不受到外

界干扰时能持续很长时间. 保持水柱的振动频率不

 

(a) (b) (c)

图 5    实验仪器　(a)振动台和瓶子; (b)功率放大器; (c)信号示波器

Fig. 5. Experimental instrument: (a) Shaker and bottle; (b) power amplifier; (c) signal oscilloscope. 

 

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

(g) (h) (i)

3× 3图 6    气泡图像处理　(a)背景图像; (b)带有气泡的图像; (c)差影法处理; (d)截取带有气泡的局部图像; (e)去噪; (f)  滤波;

(g)局部拉伸; (h)二值化处理; (i)填充图像

3× 3

Fig. 6. Bubble  image processing:  (a)  Background image;  (b)  image with bubbles;  (c)  subtraction processing;  (d)  local  image with

bubbles; (e) denoising; (f)    filtering; (g) local stretching; (h) image binarization; (i) image filling. 
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变, 当调高水柱振动的振幅, 稳定上下振荡的气泡

将向更深处运动; 若降低振幅, 稳定上下振荡的气

泡将向上运动.

从附加质量累积效应的角度分析气泡下沉的

原因, 振动开始时, 液面的上下晃动给气泡带来一

个向下的初速度, 气泡速度第一次变为 0时, 其已

经运动到了一定深度, 若气泡位于稳定振荡位置

X0 以上, 气泡所受的压强变化较小, 气泡的体积变

化也较小, 在一个周期内, 附加质量引起的累积效

应不足以引起气泡下沉, 气泡开始上升; 若气泡位

于稳定振荡位置 X0 以下, 其所受的压强变化较大,

气泡的体积变化和附加质量的累积效应增大, 此时

气泡开始下沉.

5%

为减少水面扰动和气泡间的相互影响, 选取瓶

子中下部的气泡作为观测对象, 测量气泡稳定振荡

时的位置, 与 (36)式给出的临界深度 X0 进行对

比, 得到图 7. 结果表明, 在受到其他气泡影响较小

的情况下, 气泡存在一个稳定振荡的位置, 实验中

气泡稳定振荡的位置与 (36)式给出的临界深度

X0 相符, 相对误差在  以内.
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图 7    理论值与实际值的对比

Fig. 7. Comparison  between  theoretical  value  and  actual

value.  

5   结　论

通过对装有水的容器施加垂直振动, 观察气泡

下沉的现象, 针对球形气泡构建了基于理想气体方

程的气泡运动模型, 与前人的工作相比, 该模型引

入了 Basset力. 基于该模型, 本文研究了 Basset

力的理论求解, 与数值求解进行对比, 模拟出气泡

所受 Basset力的形式, 并详细分析了 Basset力存

在下气泡下沉的动力学特征. 模型的数值模拟结果

表明垂直振动容器的水中气泡存在三种运动状态:

位于临界深度以下时气泡下沉, 位于临界深度以上

时气泡上升, 位于临界深度附近时气泡稳定振荡.

阐明了气泡下沉的物理本质: 附加质量力降低气泡

下沉的临界深度, 有利于气泡下沉; Basset力对气

泡下沉的临界深度和气泡下沉的前期轨迹无明显

影响, 但对气泡下沉的后期轨迹有较大影响. 对于

气泡体积的测量, 采用数字图像处理的办法, 提高

了气泡特征尺寸提取的精确性, 为工程应用提供指

导意义.
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Abstract

When a container filled with water is subjected to vertical vibration, bubbles in the water may sink. This
phenomenon  exists  widely  in  the  field  of  engineering,  and  has  a  non-negligible  influence  on  aerospace
engineering and ship engineering. Therefore, it is of great significance to study the movement of bubble sinking
in order to reduce the adverse effect caused by bubble sinking in the project. In previous papers, the effect of
Basset force on bubble motion was usually ignored. In this paper, the bubble motion model based on the ideal
gas  equation  is  built  for  spherical  bubbles,  and  the  influence  of  the  Basset  force  on  the  bubble  motion  is
considered  in  the  model.  In  the  process  of  solving  Basset  force,  the  motion  is  directly  separated  and  the
convergence factor is introduced in theoretical solution. The equal step composite trapezoid formula is applied
to the numerical solution. The results of numerical calculation show that the added mass force is important for
bubble sinking. We find that the Basset force has no effect on the stable oscillation position of bubble, but it
can accelerate the later trajectory of bubble motion. Importantly, we demonstrate that the bubble is hindered
by the following component forces: buoyancy, viscous resistance, and flow thrust (which are ordered from large
to  small  value).  The movement  of  the  bubble  is  observed to  be  in  the  form of  oscillation,  and there  exists  a
depth, i.e. a critical depth: the bubble oscillate steadily at this depth, specifically, the bubble rises above this
depth  and  sinks  below  this  depth.  When  the  vibration  pressure  changes,  the  location  of  the  bubble’ s  stable
oscillation will  also  be  affected.  The origin  can be  ascribed to  the  change  of  added mass  force  caused by the
change of vibration pressure.  Meanwhile,  on the basis of digital  image processing method, denoising, filtering,
local stretching, image binarization and image filling are used to extract the characteristic dimension of bubbles.
The theoretical value of the critical depth of bubble sinking matches the experimental result and their relative
error is  less  than 5%. These new findings enrich the understanding of  the moving bubbles in liquid materials
used in nuclear reactors, rocket propulsion fuels and chemical experiments.

Keywords: vertical vibration, bubble sinking, stable oscillation, Basset force

PACS: 46.40.–f, 62.30.+d                          DOI: 10.7498/aps.69.20200571

 

*  Project  supported  by  the  Fundamental  Research  Funds  for  the  Central  Universities  (Grant  Nos.  300102128301,

300102128302), the Natural Science Basic Research Program of Shaanxi Province, China (Grant No. 2019JQ-507), and the

National for the Innovative University Student Foundation of China (Grant No. 201910710174).

†  Corresponding author. E-mail:  zxg_205@163.com
‡  Corresponding author. E-mail:  2587687051@qq.com 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 24 (2020)    244602

244602-9

http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1063/1.4948628
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1080/00029890.1982.11995429
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2013.04.013
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.1016/j.ces.2014.02.027
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.11991/yykj.201809012
http://doi.org/10.7498/aps.69.20200571
http://doi.org/10.7498/aps.69.20200571
mailto:zxg_205@163.com
mailto:zxg_205@163.com
mailto:2587687051@qq.com
mailto:2587687051@qq.com
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1

