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基于图形处理器加速数值求解三维
含时薛定谔方程*

唐富明    刘凯    杨溢    屠倩    王凤    王哲    廖青†

(武汉工程大学, 光学信息与模式识别湖北省重点实验室, 武汉　430205)

(2020 年 5 月 11日收到; 2020 年 7 月 10日收到修改稿)

量子力学领域中对强激光场与原子分子相互作用的理论研究非常依赖于数值求解含时薛定谔方程. 本

文在强场电离的背景下并行求解氢原子的三维含时薛定谔方程. 基于球极坐标系, 采用分裂算符-傅里叶变换

方法将含时薛定谔方程进行了离散化. 由此可得到长度规范下的光电子连续态波函数. 图形处理器 (GPU)可

以依托多线程结构充分发挥细粒度并行的优势 , 实现整体算法的并行加速 . 计算表明 , 相对于中央处理器

(CPU), GPU并行计算有着最高约 60倍的加速比. 由此可见, 基于 GPU加速数值求解三维含时薛定谔方程

能够显著缩短计算耗费的时间. 这一工作对利用 GPU快速求解三维含时薛定谔方程有着重要的指导意义.

关键词：三维含时薛定谔方程, 强场电离, 并行计算
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1   引　言

强场激光物理是过去二十多年随着超短强激

光技术的发展而快速发展起来的前沿学科, 主要研

究超强超短激光与电子的相互作用. 早在 1917年,

爱因斯坦的辐射理论就提出了受激辐射的基本概

念, 预测到光可以产生受激辐射. 直至 1960年, 世

界上第一台激光器诞生, 此后的几十年间激光技术

飞速发展, 从自由输出到调 Q 技术 (Q-switch)、锁

模技术 (mode locking), 再到啁啾脉冲放大技术,

激光的脉冲宽度越来越短, 功率越来越大. 利用先

进激光技术获得的超快强激光脉冲与物质相互作

用, 成为了研究物质基本性质的一种重要手段. 其

中, 强场中一些非线性现象, 如高次谐波的产生

(HHG)[1−5]、次序和非次序双电离 [6−8] 等, 受到了

广泛的关注.

强场激光物理的主要理论方法是数值求解含

时薛定谔方程 (TDSE)[9−11]、强场近似 (SFA)[12−14]

和半经典模型 [15−17]. 求解三维含时薛定谔方程得

到的结果可以认为相当于发生在数值上的实验. 但

是求解三维含时薛定方程并非一项简单的任务, 无

法获得解析解, 只能借助计算机数值求解. 在直角

坐标系下哈密顿算符的表示很直观, 但由于正交网

格在三个维度上均较为致密, 因此对存储空间和计

算量的需求十分巨大. 而在球极坐标系中只有径向

网格较为致密, 另外两个维度相对稀疏. 尽管如此,

求解三维含时薛定谔方程的计算量也是十分巨大.

为了缩短计算的时间, 更快地得到计算结果, 就有

必要使用并行方法去加速计算.

在过去的一段时间里 , 对基于图形处理器

(GPU)并行求解三维含时薛定谔方程的优化与加

速主要体现在两个方面. 一方面, 不断改进 TDSE

算法或者引入其他方法以减小计算量, 如在柱坐标
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系下采用的混合数值迭代格式[18]. 另一方面, 采用不同

的并行平台, 比如: 使用 CUDA (compute unified

device architecture)平台编写 TDSE程序 [19], 使

用 OpenCL(open computing language)语言编写

TDSE程序 [20−22]. 但在 CUDA架构或 OpenCL架

构下对算法并行计算进行加速, 使用起来难度较高.

基于硬件的不同 , 并行加速有中央处理器

(CPU)并行和 GPU并行两种方法. CPU中多条

指令构成指令流水线, 且每个线程都有独立的硬件

来操纵整个指令流. 采用复杂的分支预测技术来达

到并行计算目的. GPU是图形处理器, 图形运算的

特点是大量同类型数据的密集运算—如图形数

据的矩阵运算, 正因为如此, GPU的微架构就是面

向适合于矩阵类型的数值计算而设计的, 这类计算

可以分成众多独立的数值计算—大量数值运算

的线程, 而且数据之间没有像程序执行的那种逻辑

关联性. GPU并行计算的崛起得益于大数据时代

的到来, 而传统的 CPU并行计算已经远远不能满

足大数据的需求. CPU的核处理器相对较少, 并行

的效率较低. GPU最大的特点是拥有超多计算核

心, 往往成千上万核. 而每个核心都可以模拟一个

CPU核心的计算功能. 因此GPU的并行效率比CPU

并行效率高.

本文基于 GPU加速数值求解三维含时薛定谔

方程, 通过在 GPU上并行加速求解三维含时薛定

谔方程, 并且与 CPU并行加速做对比, 得到 GPU

相对于 CPU的加速比. 在 GPU加速的应用程序

中, 工作负载的顺序部分运行在 CPU上 (这是为

单线程性能优化的), 而应用程序的计算密集型部

分并行运行在数千个GPU内核上. 正是如此, GPU

并行计算可以得到很好的加速效果. 

2   理论方法
 

2.1    三维含时薛定谔方程求解方案

Ψ(t)物理系统的时间演化由波函数  来描述, 满

足含时薛定谔方程 

i
∂

∂t
Ψ(t) = H(t)Ψ(t). (1)

本文以线偏振激光电场作用下的氢原子为例, 在球

极坐标中系统的哈密顿量为 (如无特殊说明, 下文

一律使用原子单位): 

H (t) = T + V +W (r, θ, t)

= − 1

2

∂2

∂r2
+
L2

2r2
− 1

r
− E(t)r cos θ, (2)

H (t) Φ (t) = rΨ (t)

L2 E(t)

这里   指作用在约化波函数   上的

算符, 其中  为系统的总角动量算符,   为线偏

振入射激光电场.

Ψ(r, t) Ylm(θ, φ)将波函数  在球谐函数  下展开, 

Ψ (r, t) =
1

r

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Φlm (t)Ylm (θ, φ). (3)

φ

Φ(t = 0)

∆t t+∆t

由于 m 是一个好量子数, 通过对方位角   进行积

分并把角动量算符数值求解.含时薛定谔方程的一

般步骤是先给定一个初始波函数  , 然后将

时间演化算符作用在该初始波函数上, 反复迭代直

至得到任意时刻的末态波函数. 假设将波函数向前

推进   时间增量, 那么 t 时刻和   时刻的波

函数关系为 

Φ(t+∆t) = e−iH(t)∆tΦ(t). (4)

利用分裂算符法 [23] 将 (2)式代入 (4)式, 可以

得到 

Φ(t+∆t) = e−i∆t
2 T e−i∆t

2 V e−i∆tW (r,θ,t)e−i∆t
2 V

× e−i∆t
2 TΦ(t) +O(∆t3), (5)

∆t

φ

Lz

m = 0

这里产生的变换误差为   的三阶误差项 . 由于

m 是一个好量子数, 通过对方位角  进行积分并把

角动量算符   替换为它的本征值 m, 可以使问题

大为简化. 为了方便起见, 下文只讨论   的情

况. 假设波函数可以在有限勒让德多项式下展开: 

Φ(ri, xj , t) =

L∑
l=0

fl(ri, t)Pl(xj), xj = cos θj . (6)

Pl Yl0 fl(ri, t)  为球谐函数   ,    可以由高斯-勒让德求

积法数值计算得出, 

fl(ri, t) =

L+1∑
j=1

wjPl(xj)Φ(ri, xj , t), (7)

xj PL+1(xj) L+ 1

wj

fl(ri, t)

这里   为勒让德多项式   的   个零点,

 为与之对应的求积权重. 对于 l 的不同取值, 一

维径向波函数  均定义在 R 点等距径向网格

上, 它的网格表示为 

fl(t) = {fl(r0, t), fl(r1, t), · · · , fl(rR−1, t)}T,

ri − ri−1 = ∆r, i = 1, 2, · · · , R− 1. (8)

(4)式中时间演化算符的作用可以分为三步.
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T = (−1/2)∂2/∂r2

fl(ri, t)

1) 径向动能算符   独立作用

在每个一维径向波函数   上, 利用带边界条

件的傅里叶谱方法 [24], 得到 

e−i∆t
2 T fl(r, t)=̇ F sin · diag

(
e−i∆t

2
k2

2

)
· F sin · fl(t),

kj =
π

R∆r
j. (9)

O(Rlog2(R)L)

上述操作中, 由于对所有径向波函数都进行了一维

正弦变换 , 应用径向动能算符的计算复杂度为

 .

L2/(2r2)

−1/r L2

l(l + 1)

2) 等效势能算符 V 分为离心势能项  

和库仑势能项  , 其中总角动量算符  在球谐

函数表象下是对角化的 , 对角元为它的本征值

 , 因此可以得到 

e−i∆t
2 V fl(ri, t) ≈ e

i∆t
2

[
l(l+1)

2r2
i

− 1
ri

]
fl(ri, t),

i = 0, 1, 2, · · · , R− 1. (10)

W (r, θ, t)

{r, θ} Φ(r, x, t)

3) 相互作用势能算符   在坐标表象

 下是对角化的, 利用 (5)式重构波函数  ,

得到 

e−i∆t
2 W (r,θ,t)Φ(r, x, t)

.
=ei∆tE(t)rixj ·Φ(ri, xj , t). (11)

上述对应算法步骤如表 1所列.

fl(ri, t)

∆t

通过 (6)式再次展开成径向波函数  , 接

下来只需要依次执行步骤 2)和步骤 1), 就完成了波

函数向前推进   的一次迭代. 在含时演化中, 重

复执行上述步骤, 能够得到任意时刻的末态波函

数. 步骤 1)中的快速傅里叶变换操作以及 (5)式

和 (6)式中的变换操作都可以通过向量化提高计

算效率.

连续态波函数在球谐函数表象下可以写成 

ψk (r) =
1

k
√
2π

∑
l,m

ei(σl+δl)Y∗
lm (θ, φ)

× Φlm (r, t)Yl′m′ (θ′, φ′) , (12)

σl = argΓ (1 + l − iZ/k)

δl

其中是   是库仑散射相移 ,

 是除去长程库仑势的短程势产生的相移.

电子与电场相互作用后的末态动量分布是 

dP
dk

= |⟨ψk (r)| Ψ (r, t)⟩|2

=

∣∣∣∣∣ 1

k
√
2π

∑
l,m

(−i)lei(σl+δl)Ylm (θ, φ)

×
∫ ∞

0

drΦlm (r, t) rfl (r, t)

∣∣∣∣∣
2

. (13)
 

2.2    并行计算方案

本文在 Matlab环境下调用设备端 (GPU)来

实现并行计算, 离散化的初始波函数以及传播算符

均保存在主机端 (CPU), 如图 1所示. GPU上数

组的创建和传输通过Matlab并行计算工具箱的相

关函数完成, 使用 gpuArray()函数从主机端向设

备端发送 Matlab数组, 即将 Matlab工作区内的

数组传输到设备端内存. 在 GPU中进行数值计算

完毕以后, 再通过 gather()函数从设备端向主机端

发送 Matlab数组, 即将设备端内的 Matlab数组

传输到主机端内存.

 

表 1    TDSE算法步骤
Table 1.    TDSE algorithm steps.

Φ(t+∆t) = e−iH(t)∆tΦ(t)算法　　　 

fl(ri, t)　Input:  

fl(ri, t)　Output:  

　1. for n do

　2.　for l do

fl(ri, t) = ifft

(
diag

(
e−i∆t

2
k2

2

)
· fft (fl(ri, t))

)
　3.　　 

　4.　end for

　5.　for i and l do

fl(ri, t) = e
−i∆t

2

[
l(l+1)

2r2i
− 1

ri

]
· fl(ri, t)　6.　　 

　7.　end for

　8.　for i and j do

Φ(ri, xj , t) =
L∑

l=0
fl(ri, t)Pl(xj)　9.　　 

　10. end for

　11.　for i and j do

|Φ(ri, xj , t)⟩ = ei∆tE(n)rixj · |Φ(ri, xj , t)⟩　12.　 

　13.　end for

　14.　for i and j do

fl(ri, t) =
L+1∑
j=1

wjPl(xj)Φ(ri, xj , t)　15.　 

　16.　end for

　17. for i and l do

fl(ri, t) = e
−i∆t

2

[
l(l+1)

2r2i
− 1

ri

]
· fl(ri, t)　18.　 

　19. end for

　20. for l do

fl(ri, t) = ifft

(
diag

(
e−i∆t

2
k2

2

)
· fft (fl(ri, t))

)
　21.　 

　22. end for

　23. end for
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在求解含时薛定谔方程时, 具体需要并行计算

的部分是: 快速傅里叶变换、逆快速傅里叶变换、

矩阵乘法和数组点乘. 将需要进行变换的数组从

CPU传输到 GPU, 然后在 GPU上对数组按列分

别进行快速傅里叶变换. 不同的列在进行快速傅里

叶变换时是相互独立的, 所以可以在不同的线程内

对不同的列同时进行快速傅里叶变换, 这样就达到

了并行的目的. 计算得到的数组存储在 GPU内存

中, 将计算结果传输回 CPU后, 可以释放在 GPU

中占用的内存. 逆快速傅里叶变换与快速傅立叶变

换类似. 矩阵乘法的思路是将左乘矩阵的任一行和

右乘矩阵的任一列做点积, 得到目标矩阵的任一元

素. 每个目标矩阵元素的计算都是相互独立的, 因

此可以同时计算多个目标矩阵元素, 以达到并行计

算的目的. 数组点乘是Matlab中的一种运算方式,

直接对两个数组中相同位置的元素做乘法, 即可得

到目标数组的对应元素. 因此, 数组点乘本质上是

一种标量运算, 非常便于利用多线程进行并行计算. 

3   结果与讨论
 

3.1    测试环境与测试算例

I =

9× 1013 W/cm2 λ = 800 nm

rmax = 1000 a.u. ∆t = 0.0037 a.u.

本文所有计算使用的并行环境包含 1个 CPU

(Intel Xeon E7-8880 v4, 22核, 主频 2.2 GHz)和

NVIDIA  Tesla  P100卡中的 1个 GPU (3584核

心, 主频 1.3 GHz). 程序的实现基于 Matlab环境,

GPU中的矩阵向量操作调用了重载的 Matlab函

数. 本次测试算例以线偏振红外激光电场作用下氢

原子的阈上电离为背景. 红外激光电场强度  

 , 波长   , 具有正弦平方

脉冲包络, 共 8个光学周期. 其中计算采用的空间

范围  , 时间步长  . 

3.2    实验结果

为获取 GPU并行的优化表现, 需要给出 CPU

上的并行性能作为基准. 通过改变角量子数 L 和

径向网格点 R 计算演化时间结束后的末态波函数,

比较不同参数下 GPU相对于 CPU的加速比 (单

个 CPU计算时间与单个 GPU计算时间的比值): 

S =
TCPU
TGPU

. (14)

首先, 设置径向网格点 R = 1024 × 32不变,

选取不同的角量子数 L, 计算结果如表 2和图 2所示.
 
 

表 2    不同角量子数下 CPU与 GPU的计算时间比较

Table 2.    Computation time of CPU and GPU under dif-

ferent angular quantum numbers.

角量子数L
计算时间/s

CPU GPU

4 2164.309 159.368

9 4120.602 164.418

19 7922.537 205.440

39 17682.308 378.104

79 36774.347 757.198
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图 2    加速比随着角量子数的变化

Fig. 2. Speedup  ratio  as  a  function  of  angular  quantum

number.
 

角量子数 L = 19保持不变, 改变径向网格点

R 的大小, 然后将 CPU与 GPU的计算时间对比,

如表 3和图 3所示.

同时改变径向网格点和角量子数的大小, 也就

是改变径向波函数集{fl (ri, t)}的矩阵大小, 比较

CPU和GPU的计算时间, 结果如表 4和图 4所示.

I = 1× 1013 W/cm2 λ = 1600 nm

此外, 为了进一步测试 GPU的加速性能, 又

进行了一组 1600 nm中红外激光的实验, 中红外激

光电场强度  , 波长  ,

 

Results

Data

CPU GPU

Multiple

cores Hundreds of cores

图 1    数据传输流程图

Fig. 1. The flowchart of data transmission. 
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rmax = 1000 a.u. ∆t =

0.0037 a.u.

具有正弦平方脉冲包络, 共 8个光学周期. 其中计

算采用的空间范围  , 时间步长 

 . 此时与第三组实验相同, 同时改变径向

网格点和角量子数的大小, 也就是改变径向波函数

集{fl (ri, t)}的矩阵大小, 比较 CPU和 GPU的计

算时间, 结果如表 5和图 5所示.

选取一组 800 nm激光电场作用下氢原子的

阈上电离 , 由 CPU计算得到的末态波函数与

GPU的计算结果对比, 如图 6所示, 电子末态动量

分布保持一致.

5× 10−21 2× 10−18

同时计算两种方法得到的约化波函数的误差

为  , 动量分布误差为  . 其中波函

数误差计算公式为
 

L∑
l=0

r∑
r=0

|(fl(ri, t)CPU − fl(ri, t)GPU)|
2
,

动能谱的误差计算公式为
 

200∑
jx=0

π∑
jz=0

∣∣(YYS(jx, jz)CPU − YYS(jx, jz)GPU)
∣∣2.

 

 

表 3    不同径向网格点下 CPU与 GPU的计算时

间比较
Table 3.    Computation time of CPU and GPU un-

der different radial grid points.

径向网格点数R
计算时间/s

CPU GPU

212 1118.348 148.302

213 1871.128 154.614

214 3846.120 160.763

215 7922.537 205.440

216 16862.467 354.554

 

表 4    不同矩阵大小下 CPU与 GPU的计算时间 

比较
Table 4.    Computation time of CPU and GPU un-

der different matrix sizes.

矩阵大小
计算时间/s

CPU GPU

5 × 212 199.158 149.895

10 × 213 965.276 166.039

20 × 214 3846.120 160.763

40 × 215 17682.308 378.104

80 × 216 74761.695 1524.669

 

表 5    不同矩阵大小下 CPU与 GPU的计算时间

比较        
Table 5.    Computation time of CPU and GPU un-

der different matrix sizes.

矩阵大小
计算时间/s

CPU GPU

5 × 212 437.584 315.448

10 × 213 2075.667 463.183

20 × 214 9252.539 629.088

40 × 215 40617.723 814.985

80 × 216 182135.643 3024.669
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图 3    加速比随着径向网格点的变化

Fig. 3. Speedup ratio as a function of radial grid point. 
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图 4    加速比随着矩阵大小的变化

Fig. 4. Speedup ratio as a function of the size of matrix. 
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图 5    加速比随着矩阵大小的变化

Fig. 5. Speedup ratio as a function of the size of matrix. 
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3.3    实验结果讨论

通过上述的计算可以得出: 1)相同计算量下

CPU与 GPU的计算时间有很大的差距, 当计算

量较小时加速比急剧升高, 随着计算量的增大加速

比趋于一个稳定值, 最高达到了约 60倍的加速提

升, 加速效果十分明显; 2)从不同的计算量对比也

可以看出, 当计算量越大时, 加速的效果也就越好.

并不是所有的计算都要选取 GPU来计算, CPU

将数据传输到 GPU需要一定的时间, 当数据比较

大时, 采用 GPU来并行计算, 能够获得更大的加

速比; 3)如果只是改变一个维度的大小, 所得到的

实际加速效果有时候并不理想 , 这和 CPU以及

GPU存储数据、读取数据的方式有关. 所以在计算

的时候为了获得最好的加速比, 需要同时在至少两

个维度上调整矩阵的大小; 4)无论采用 CPU计算

还是 GPU计算, 都能得到相同的计算结果, 计算

误差也在可接受的范围内, 并且该结果也符合现有

的阈上电离物理规律. 

4   结　论

本文详细分析了在强场电离的背景下数值求

解氢原子三维含时薛定谔方程基于不同硬件的并

行速度. 借助于分裂算符-傅里叶变换方法, 在球极

坐标下得到了三维含时薛定谔方程的末态解. 同

时, 依托于 GPU的多线程结构, 使得 GPU发挥细

粒度方面的并行优势, 实现整体算法的并行加速.

采用了 CPU并行和 GPU并行两种加速计算模式,

探讨了两者并行加速的性能. 通过与现有的物理规

律相对比, 验证了程序的正确性. 计算结果表明,

当计算量较小时 GPU相对于 CPU的加速效果不

突出, 随着计算量的增大加速比迅速增加, 然后趋

于一个稳定值. GPU并行对于数值求解三维含时

薛定谔方程有着相对于 CPU最高约 60倍的加速.

可见, 计算量越大, 采用 GPU并行获得的加速比

越大. 这一工作对利用 GPU高效数值求解含时薛

定谔方程有着重要的指导意义.
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图 6    氢原子的光电子末态动量分布　(a) CPU计算结果; (b) GPU计算结果

Fig. 6. Photoelectron final-state momentum distributions of hydrogen atom: (a) Calculation results of CPU; (b) calculation results

of GPU. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 23 (2020)    234202

234202-6

http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.71.1994
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.71.1994
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.71.1994
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.71.1994
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.71.1994
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.053202
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.053202
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.053202
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.053202
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.053202
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.49.2117
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.49.2117
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.49.2117
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.49.2117
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.49.2117
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.99.013414
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.99.013414
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.99.013414
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.99.013414
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.99.013414
http://doi.org/10.1088/0953-4075/41/13/132001
http://doi.org/10.1088/0953-4075/41/13/132001
http://doi.org/10.1088/0953-4075/41/13/132001
http://doi.org/10.1088/0953-4075/41/13/132001
http://doi.org/10.1007/s11082-018-1620-z
http://doi.org/10.1007/s11082-018-1620-z
http://doi.org/10.1007/s11082-018-1620-z
http://doi.org/10.1007/s11082-018-1620-z
http://doi.org/10.1007/s11082-018-1620-z
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.96.063408
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.96.063408
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.96.063408
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.96.063408
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.96.063408
http://doi.org/10.1364/JOSAB.36.002624
http://doi.org/10.1364/JOSAB.36.002624
http://doi.org/10.1364/JOSAB.36.002624
http://doi.org/10.1364/JOSAB.36.002624
http://doi.org/10.1364/JOSAB.36.002624
http://doi.org/10.1016/j.cpc.2005.11.001
http://doi.org/10.1016/j.cpc.2005.11.001
http://doi.org/10.1016/j.cpc.2005.11.001
http://doi.org/10.1016/j.cpc.2005.11.001
http://doi.org/10.1016/j.cpc.2005.11.001
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.063407
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.063407
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.063407
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.063407
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.063407
http://doi.org/10.1088/0022-3700/6/4/011
http://doi.org/10.1088/0022-3700/6/4/011
http://doi.org/10.1088/0022-3700/6/4/011
http://doi.org/10.1088/0022-3700/6/4/011
http://doi.org/10.1088/0022-3700/6/4/011
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.22.1786
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.22.1786
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.22.1786
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.22.1786
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.22.1786
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.61.2304
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.61.2304
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.61.2304
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.61.2304
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.61.2304
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.62.1259
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.62.1259
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.62.1259
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.62.1259
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.1016/j.procs.2020.04.032
http://doi.org/10.1016/j.procs.2020.04.032
http://doi.org/10.1016/j.procs.2020.04.032
http://doi.org/10.1016/j.procs.2020.04.032
http://doi.org/10.1016/j.procs.2020.04.032
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.71.1994
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.71.1994
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.71.1994
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.71.1994
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.71.1994
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.053202
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.053202
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.053202
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.053202
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.053202
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.49.2117
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.49.2117
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.49.2117
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.49.2117
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.49.2117
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.99.013414
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.99.013414
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.99.013414
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.99.013414
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.99.013414
http://doi.org/10.1088/0953-4075/41/13/132001
http://doi.org/10.1088/0953-4075/41/13/132001
http://doi.org/10.1088/0953-4075/41/13/132001
http://doi.org/10.1088/0953-4075/41/13/132001
http://doi.org/10.1007/s11082-018-1620-z
http://doi.org/10.1007/s11082-018-1620-z
http://doi.org/10.1007/s11082-018-1620-z
http://doi.org/10.1007/s11082-018-1620-z
http://doi.org/10.1007/s11082-018-1620-z
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.96.063408
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.96.063408
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.96.063408
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.96.063408
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.96.063408
http://doi.org/10.1364/JOSAB.36.002624
http://doi.org/10.1364/JOSAB.36.002624
http://doi.org/10.1364/JOSAB.36.002624
http://doi.org/10.1364/JOSAB.36.002624
http://doi.org/10.1364/JOSAB.36.002624
http://doi.org/10.1016/j.cpc.2005.11.001
http://doi.org/10.1016/j.cpc.2005.11.001
http://doi.org/10.1016/j.cpc.2005.11.001
http://doi.org/10.1016/j.cpc.2005.11.001
http://doi.org/10.1016/j.cpc.2005.11.001
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.063407
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.063407
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.063407
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.063407
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.063407
http://doi.org/10.1088/0022-3700/6/4/011
http://doi.org/10.1088/0022-3700/6/4/011
http://doi.org/10.1088/0022-3700/6/4/011
http://doi.org/10.1088/0022-3700/6/4/011
http://doi.org/10.1088/0022-3700/6/4/011
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.22.1786
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.22.1786
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.22.1786
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.22.1786
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.22.1786
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.61.2304
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.61.2304
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.61.2304
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.61.2304
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.61.2304
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.62.1259
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.62.1259
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.62.1259
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.62.1259
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.7498/aps.65.220203
http://doi.org/10.1016/j.procs.2020.04.032
http://doi.org/10.1016/j.procs.2020.04.032
http://doi.org/10.1016/j.procs.2020.04.032
http://doi.org/10.1016/j.procs.2020.04.032
http://doi.org/10.1016/j.procs.2020.04.032
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


 Penfold T J 2017 Phys. Chem. Chem. Phys. 19 19601[20]
 Broin  C  Ó2015  Ph. D.  Dissertation  (Dublin:  Dublin  City
University)

[21]

 Broin C Ó, Nikolopoulos L A A 2014 Comput. Phys. Commun.[22]

185 1791
 Feit M D, Fleck J A, Steiger A 1982 J. Comput. Phys. 47 412[23]
 Kjeldsen T K 2007 Ph. D. Dissertation (Arhus: University of
Arhus)

[24]

Numerical solution of three-dimensional time-dependent
Schrödinger equation based on graphic

processing unit acceleration*

Tang Fu -Ming     Liu Kai     Yang Yi     Tu Qian     Wang Feng 

Wang Zhe     Liao Qing †

(Hubei Key Laboratory of Optical Information and Pattern Recognition, Wuhan Institute of Technology, Wuhan 430205, China)

( Received 11 May 2020; revised manuscript received 10 July 2020 )

Abstract

In the field of quantum mechanics, the theoretical study of the interaction between intense laser field and
atoms and molecules depends very much on the numerical solution of the time-dependent Schrödinger equation.
However,  solving  the  three-dimensional  time-dependent  Schrödinger  equation  is  not  a  simple  task,  and  the
analytical solution cannot be obtained, so it can only be solved numerically with the help of computer. In order
to shorten the computing time and obtain the results quickly, it is necessary to use parallel methods to speed up
computing. In this paper, under the background of strong field ionization, the three-dimensional time-dependent
Schrödinger equation of hydrogen atom is solved in parallel, and the suprathreshold ionization of hydrogen atom
under the action of linearly polarized infrared laser electric field is  taken for example.  Based on the spherical
polar  coordinate  system,  the  time-dependent  Schrödinger  equation  is  discretized  by  the  splitting  operator-
Fourier transform method, and the photoelectron continuous state wave function under the length gauge can be
obtained.  In  Graphics  processing  unit  (GPU) accelerated applications,  the  sequential  portion  of  the  workload
runs on central processing unit (CPU) (which is optimized for single-threaded performance), while the compute-
intensive part of the application runs in parallel on thousands of GPU cores. The GPU can make full use of the
advantage  of  fine-grained  parallelism  based  on  multi-thread  structure  to  realize  parallel  acceleration  of  the
whole algorithm. Two accelerated computing modes of CPU parallel and GPU parallel are adopted, and their
parallel  acceleration performance is  discussed.  Compared with the results  from the existing physical  laws,  the
calculation error is  also within an acceptable range, and the result is  also consistent with the result from the
existing physical laws of suprathreshold ionization, which also verifies the correctness of the program. In order
to  obtain  a  relatively  accurate  acceleration  ratio,  many  different  experiments  are  carried  out.  Computational
experiments show that under the condition of ensuring accuracy, the GPU parallel computing speeds by up to
about 60 times maximally based on the computational performance of CPU. It can be seen that the accelerated
numerical  solution of  three-dimensional  time-dependent  Schrödinger  equation based on GPU can significantly
shorten  the  computational  time.  This  work  has  important  guiding  significance  for  rapidly  solving  the  three-
dimensional time-dependent Schrödinger equation by using GPU.
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