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弹性介质包围的球形液体腔中气泡
和粒子的相互作用*

张陶然    莫润阳    胡静    陈时    王成会†    郭建中

(陕西师范大学超声学重点实验室, 西安　710062)

(2020 年 5 月 20日收到; 2020 年 7 月 20日收到修改稿)

为探究外层弹性介质对液体腔内气泡和粒子相互作用的影响, 从速度势分布理论出发, 结合拉格朗日方

程得到了腔内气泡和粒子的运动方程, 分析了气泡的共振频率及声波作用下粒子和气泡间的相互作用对其

平动行为的影响. 结果表明, 介质弹性和密度等特性均可改变腔内气泡的共振频率, 表现为气泡的共振频率

随着球腔的半径增大有先减小后增大的变化趋势, 且逐渐趋于无界液体中单泡的共振频率. 气泡和粒子在球

形液体腔中的平动受到声场参数、外层弹性介质特性、气泡和粒子本身特征等因素的影响, 总体特征表现为

粒子有向腔壁运动的趋势, 气泡的平动与气泡和粒子间相互作用特征密切相关.

关键词：气泡, 粒子, 径向振动和平动, 球形液体腔
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1   引　言

弹性介质包围的液体腔内部气泡动力学研究

在地质 [1]、生物学 [2,3] 等领域有比较广的应用. 气泡

在液体中的非线性振动可引起空化效应, 形成局部

高温高压和冲击波等极端现象, 在一定程度上可促

进化学反应和物质交换等. 近年来, 许多学者对超

声波作用下气泡的空化现象进行了广泛而深入的

研究, 发展了气泡处于无界液体中 [4,5] 或液体内的

界面附近 [6] 等情形下的气泡动力学. 为简化分析,

在研究螺旋桨面 [7,8]、血管壁 [9,10] 附近的气泡振动

时近似将界面简化为无限大硬壁面后, 借助于镜像

理论等研究气泡与界面间的相互作用. 在生物学

中, 液体中微泡运动通常受到血管或软介质的约

束, 因此, 血管内气泡的动力学行为的研究对分析

空化气泡的生物学影响尤为重要. 在特定的环境

中, 液体可能存在于封闭腔体内, 当液体空化时,

空化气泡的振动行为将呈现出不一样的特征 .

Wang[11] 和 Doinikov[12] 等的理论研究表明弹性介

质中一定大小的球形液体腔内气泡的共振频率随

着气泡半径的增大而增大, 与在无界液体中气泡振

动的自然频率的变化趋势完全相反, Vincent等 [13]

通过实验得出弹性介质中气泡由于约束作用呈现

快速振荡的运动趋势. 这预示着球形液体腔周围介

质的特性将对气泡的动力学行为形成显著影响.

Rayleigh为解释螺旋桨的空化腐蚀现象, 最早

建立了不可压缩液体内气泡动力学的理论模型, 定

性地分析了空化产生的机理, 为以后的空化研究奠

定了基础. 在此基础上考虑液体压缩性、黏性及表

面张力后对其修正得到 R-P方程, Keller等 [14] 考

虑声辐射、黏性、表明张力和声波的影响对气泡动

力学进行了研究. 由于液体中的气泡大多以多气泡

的形式存在, 人们利用牛顿力学和分析力学处理动

力学问题的手段提出了两个和多个气泡间相互作
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用的理论模型, 如 Doinikov[15] 构建了两气泡体系

的拉格朗日函数并结合拉格朗日方程得到了气泡

径向和平动的动力学方程, Ilinskii等 [16] 研究了考

虑气泡间相互作用后的耦合声辐射, 以及通过构建

系统哈密顿函数结合正则方程得到气泡径向振动

和平动的动力学方程. 王成会等 [17] 考虑了气泡间

次级声辐射的影响, 探讨了气泡的径向振动和平动

规律. 为了解释冲击波碎石术中肾结石碎片和空化

团簇的作用, 发展了无界液体中气泡和粒子相互作

用的模型. Hay等 [18] 在模型中假设气泡和粒子都

可以自由移动并精确到五阶来描述气泡-粒子的相

互作用. Li 等 [19] 利用边界积分法和实验研究了气

泡和悬浮球之间的相互作用. 超声波作用下液体中

的气泡和悬浮颗粒物等均可能与附近的空泡产生

相互作用并形成空化影响, 因此, 人们发展了无界

液体中粒子与气泡的运动模型. 然而, 在超声萃取

或者干燥等过程中 , 可能存在生物组织 (弹性

体)包围的液体腔内的空化行为以及空化泡与粒子

间的相互作用. 因此, 有必要发展受限条件下空化

气泡和粒子间的相互作用的动力学模型, 为解释超

声促进物质交换等奠定理论基础. 现有的理论和实

验研究表明 [11,13], 负压或者声波作用下, 弹性介质

包围的封闭液体腔内的气泡可生长并振荡, 其动力

学行为将影响周围介质的力学性能等. 事实上, 包

裹液体腔的介质也会影响腔内气泡的平动, 而密闭

液体腔内的多泡体系或者粒子的存在也会影响气

泡径向振动和平动行为, 为探索密闭腔内液体中气

泡和粒子间的相互作用, 本文将发展气泡-粒子系

统的动力学方程, 并分析气泡和粒子的平动特征. 

2   理论推导

为探究弹性介质包围的液体腔内气泡和粒子

的动力学行为, 从气泡、粒子及液体腔三者的速度

势分布函数出发, 借助坐标变换得到速度分布及系

统的动能和势能表达式, 进一步基于拉格朗日方程

导出气泡和粒子的动力学方程. 

2.1    速度势函数

zj

(r, θ, φ)

如图 1所示, 气泡和粒子位于由弹性介质包裹

的球形液腔内. 为简化分析, 假定二者在运动过程

中始终保持球形, 且二者球心均位于直径 z 轴上,

相对位置坐标为   (j = 1, 2); 以球腔中心为坐标

原点, 建立球坐标系  ; 分别以气泡和粒子中

(rj , θj , φj)

∆φ = 0 φ

心为坐标原点建立局部球坐标系   . 若腔

内充满理想液体, 则其运动将满足拉普拉斯方程

 , 其中  为标量速度势.

  




2
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图 1    充满液体的空腔中的气泡和粒子

Fig. 1. The bubble and particle in a liquid-filled cavity.
 

液体速度势可表示为 

φl = φ1 + φ2 + φc, (1)

φ1 φ2

φc

式中,   和  分别为与气泡和粒子运动相关的液

体速度势,   为腔内壁面运动相关的液体速度势;

求解拉普拉斯方程, 有 

φj =

∞∑
n=0

a(j)n (t)

(
Rj

rj

)n+1

Pn(cos θj),

=

∞∑
n=0

b(j)n (t)
(r3−j

d

)n
Pn(cos θ3−j), j = 1, 2, (2)

 

φc =

∞∑
n=1

An(t)

(
r

Rc0

)n

Pn(cos θ), (3)

Rj Rc0

Pn b
(j)
n (t)

b
(j)
n

式中,   是为瞬时气泡 (粒子)半径,   是静止时

空腔的半径,   是 n 阶勒让德多项式,   是与

时间相关的函数,   可表示为 [20]
 

b(j)n =

∞∑
m=0

(−1)
n
(n+m)!

n!m!
ξm+1
j a(j)m , (4)

ξj = Rj/d d(t) = z2(t)− z1(t)式中   ,    是气泡与粒子

中心的距离 .

φj φc

φj

为在气泡、粒子及球腔表面应用边界条件, 需

将速度势   及   的表达式进行坐标变换. 在球腔

中心为坐标原点的球坐标系中, 速度势  为 [20]
 

φj =

∞∑
n=0

c(j)n (t)

(
Rc0

r

)n+1

Pn(cos θ), (5)
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式中 

c(j)n =

∞∑
m=0

n!zn−m
j Rm+1

j

m!(n−m)!Rn+1
c0

a(j)m . (6)

φc

在以气泡和粒子中心为坐标原点的局部坐标

系中, 速度势  表示为 [20]
 

φc =

∞∑
n=0

A(j)
n (t)

(
rj
Rj

)n

Pn(cos θj), (7)

式中 

A(j)
n =

∞∑
m=1
m⩾n

m!zm−n
j Rn

j

n!(m− n)!Rm
c0
Am. (8)

气泡和粒子表面法向速度对应的边界条件为 

∂φl

∂rj
= Ṙj + żj cos θj (r1 = R1), (9)

 

∂φl

∂rj
= żj cos θj (r2 = R2), (10)

Ṙj żj  和  为运动速度. 将 (2)式代入 (9)式、(10)式,

得 

a(1)n = −R1Ṙ1δn0−
1

2
R1ż1δn1+

n

n+1

(
ξn1 b

(2)
n +A(1)

n

)
,

(11)
 

a(2)n = −1

2
R2ż2δn1 +

n

n+ 1

(
ξn2 b

(1)
n +A(2)

n

)
, (12)

由于腔体外侧弹性介质层仅发生微小形变, 故腔内

表面法向速度关系近似为 

∂φl

∂r
= Ṙc(r = Rc0), (13)

Rc(t)式中  是空腔的瞬时半径. 将 (3)式和 (7)式代

入 (13)式, 得 

c(1)n + c(2)n = −Rc0Ṙcδn0 +
n

n+ 1
An, (14)

将 (8)式代入 (14)式中, 得 

−Rc0Ṙcδn0 +
n

n+ 1
An

=
n!

Rn+1
c0

n∑
m=0

Rm+1
1 zn−m

1 a
(1)
m +Rm+1

2 zn−m
2 a

(2)
m

m!(n−m)!
.

(15)

由于液体具有不可压缩性, 故液体体积守恒, 有 

R2
c0Ṙc = R2

1Ṙ1. (16)

基于速度势分布以及边界条件可得到气泡周围介

质中速度分布, 进而可以求气泡径向振动和平动过

程中引起的系统动能变化, 其推导过程参见附录. 

2.2    气泡和粒子的运动方程

L = T − U

基于拉格朗日方程可以求得径向振动气泡和

粒子平动动力学方程. 系统拉格朗日函数  ,

其中 T 和 U 是系统的动能和势能. 系统动能包括:

腔内液体动能 Tl、刚性粒子平动动能 Tp 和弹性介

质层动能 Ts, 即 T = Tl + Tp + Ts. 由附录知腔

体内液体动能可近似表示为 

Tl = 2πρl
[
R3

c0Ṙ
2
c0 +R3

1

(
Ṙ2

1 +
ż21
6

)
+R3

2

ż22
6

+ 2πρl

[
−R2

1R
2
2R2Ṙ1ż2
d2

− R3
1R

3
2ż1ż2
d3

]

+
πρl
R3

c0
(4R4

1Ṙ
2
1z

2
1 + 4R5

1Ṙ1z1ż1 +R6
1ż

2
1 +R6

2ż
2
2)

+
2πρlR2

1R
2
2

R3
c0

(2R2Ṙ1z1ż2 +R1R2ż1ż2), (17)

粒子的动能为 [21]
 

Tp =
1

2
m2ż

2
2 =

2πρpR3
2ż

2
2

3
, (18)

ρl Vl ρp式中,    为液体的密度,    为液体所占体积,    为

粒子的密度.

Rc0 Rs

空腔外分布有球壳状弹性介质层, 其壳层内外

半径分布为  和  . 由于液体不可压缩, 空腔内

气泡的径向体积脉动必然引起弹性壳层的运动, 其

动能可以表示为 [20]
 

Ts =
ρs
2

∫
Vs

(
∂u

∂t

)2

dVs = 2πρsR3
c0

(
1−Rc0

Rs

)

×

[
Ṙ2

c−
Ṙc

...
RcRc0Rs

c2s

(
1−Rc0

Rs

)]
. (19)

ρs

U = U1 + U2

U1

式中  为固体的密度. 系统势能包括气泡体积势能

和腔壁外层介质弹性势能, 即   , 其中

 可表示为 [21]
 

U1 =
4π
3
R3

1P1(t) + z1FD1 + z2FD2, (20)

P1(t) FDj

P1

式中  是气泡表面的压力,   是气泡和粒子所

受的黏性阻力, 在液体势能表达式中加入气泡和粒

子在平动时受到黏性阻力相关的项; 声压   和黏

滞力可以表示为 [21]: 

P1=Pg1

(
R10

R1

)3γ
(
1− 3γṘ1

cl

)
−4ηlṘ1

R1
−2σl

R1
−P0−Pac,

(21)
 

FDj = −12πηRj (ẋj − υ3−j) , (22)
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Pac (t) = Pa sin (2πft) e−(2ft/N)4 , (23)

Pg1 = P0 + 2σl/R10

R10 cl γ

σl ηl P0

Pac

υj

式中  是气泡内部的平衡蒸气压;

 是气泡 1的平衡半径;   是液体中的声速;   是

液体的比热;    是表面张力;    是液体的黏度;   

是液体中的静态压力;   是驱动声压; f 是声波频

率; N 是循环数, 其取值决定高斯波的作用时间;

 表示气泡 (粒子)所在位置与彼此相互作用有关

的液体体元振速, 其表达式为 [15]
 

υj = −
(−1)

j
R2

j Ṙj

d2
+

R3
j ẋj

d3
, (24)

Ṙ2 = 0

需要特别说明的是, 对粒子 (j = 2), 在 (23)式中

有  .

Us空腔外弹性介质层的势能  可表示为 [20]
 

Us = 8πµRc0 (Rc −Rc0)

[
(Rc −Rc0)

(
1− R3

c0
R3

s

)

+
R3

c0R̈c

c2sRs

(
1− R2

c0
R2

s

)]
, (25)

µ式中  为固体的剪切模量.

将动能表达式 (17)式—(19)式和势能表达式

(20)式和 (24)式代入拉格朗日方程
 

d
dt

∂L

∂Ṙ1

− ∂L

∂R1
= 0,

d
dt

∂L

∂żj
− ∂L

∂zj
= 0, (26)

可得密闭球形液体腔内气泡和粒子的动力学方程

分别为:
 

R1R̈1 [1 + F (R1, z1)] + Ṙ2
1

[
3

2
+ 2F (R1, z1)

]

− ż21
4

(
1 +

R3
1

R3
c0

)
− P1

ρl
+

4µ

ρl

(
Rc

Rc0
− 1

)(
1− R3

c0
R3

s

)

− H

c2s
+

R3
1z1z̈1
R3

c0
−R2z̈2

(
R2

2

2d2
− R2

2z1
R3

c0

)

+
R3

2ż2 (ż1+2ż2)

2d3
+
8R2

1Ṙ1z1ż1−R3
2ż1ż2

2R3
c0

=0, (27)
 

R1z̈1
3

(
1 +

3R3
1

R3
c0

)
+ Ṙ1ż1

(
1 +

6R3
1

R3
c0

)

+
2R2

1z1

(
R1R̈1 + 3Ṙ2

1

)
R3

c0
+R2

2

(
R1R2z̈2 + ż2R2Ṙ1

)
×
(

1

R3
c0

− 1

d3

)
=

FD1

2πρlR2
1

, (28)
 

R2z̈2
3

(
1 +

3R3
2

R3
c0

+
2ρp
ρl

)
+R2

1

(
R1R2z̈1

+ 5ż2R2Ṙ1

)( 1

R3
c0

− 1

d3

)
=

FD2

2πρlR2
2

, (29)

式中
 

F (Rj , zj) =
Rj

Rc0

[
1 +

ρs
ρl

(
1− Rc0

Rs

)]

+
2Rjz

2
j

R3
c0

+
2µRj

c2s ρlRs

(
1− R2

c0
R2

s

)
, (30)

 

H =
R2

c0Rsρs
2ρl

(
1− Rc0

Rs

)2 d4Rc

dt4
. (31)

Rc

d4Rc

dt4

动力学方程 (27)中出现了腔壁瞬时半径  对

时间的高阶倒数   , 根据液体体积不变, 结合

(16)式和 (27)式, 约去高阶小量, 近似有
 

R2
c0
d4Rc

dt4
= R̈1

(
2P1

ρl
− 3Ṙ2

1

)
+

1

ρl
(3Ṙ1Ṗ1 +R1P̈1),

(32)

Ṗ1 P̈1式中  和  的表达式可由 (21)式得导出, 即
 

Ṗ1 =
Ṙ1

R1

[
2σl
R1

− 3γPg1

(
R10

R1

)3γ
]
− Ṗac, (33)

 

P̈1 =
R̈1

R1

[
2σl
R1

− 3γPg1

(
R10

R1

)3γ
]

+
Ṙ2

1

R2
1

[
3γ(3γ + 1)Pg1

(
R10

R1

)3γ

− 4σl
R1

]
− P̈ac.

(34)
 

2.3    球腔内气泡的共振频率

为分析密闭腔内气泡相对位置对气泡共振频

率的影响, 设
 

R1=R10+x1(t), Rc = Rc0 + xc(t), (35)

|x1| ⩽ R10 |xc| ⩽ Rc0

Rs ≫ Rc0

且有   ,    , 若腔外侧介质厚度趋

于无穷, 即  , 忽略 (26)式展开式中的高阶

小量, 可得到气泡线性振动方程, 即
 

ẍ1 + δ1ẋ1 + ω2
10x1 = − Pac

ρlR10α1
, (36)

其中
 

ω2
10 =

1

ρlR2
10α1

(
3γPg1 −

2σl
R10

)
+Ω2

1 , (37)
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Ω2
1 =

4µR10

ρlR3
c0α1

, δ1 =
4ηl

ρlR2
10α1

, (38)
 

α1 = 1 +
R10

Rc0

(
1 +

ρs
ρl

)
+

2R10z
2
10

R3
c0

. (39)

由此可以看出, 球腔内气泡的共振频率与腔外介质

密度、弹性、液体表面张力系数、环境压力及气泡

在球腔内的位置等因素有关. 

3   数值分析

ρl = 1000 kg/m3 cl = 1500 m/s ηl = 0.001 Pa · s
σl = 0.072 N/m ρs = 1233 kg/m3 cs = 2111 m/s

γ = 1.4 µ = 6 MPa f = 0.7 MHz P0 = 101.3 kPa
Pa = 2 atm R1 = R2 = 5 μm
ρp=1.5ρ Rc0=500 μm Rs=Rc0 + 500 μm d =

10 μm

基于密闭腔体中液体内气泡和粒子间的相互

作用相关的动力学方程 (27)式—(29)式可分析气

泡的径向振动和平动以及粒子的平动, 采用的参数

有:   ,   ,   ,

 ,    ,    ,

 ,   ,   ,   ,

 (1 atm = 101325 Pa),   ,

 ,    ,    ,   

 , N = 10. 空腔外弹性介质层设为水凝胶 [20].

Wang[11] 分析了介质体积弹性对弹性介质包

围的液体腔中心的气泡的共振频率的影响, 发现随

着液体腔半径与气泡半径比值增大共振频率逐渐

减小并趋近于无界液体中单气泡共振频率. 为更清

楚地认识液体腔周围介质对气泡共振频率的影响,

基于 (37)式我们分析 R10 = 2 µm的气泡的相对

共振频率 w10/wm 随半径比 Rc0/R10 的变化 (wm 是

无界液体中单气泡固有频率), 如图 2所示, 其中气

泡相对位置 z1/Rc0 分别为 0, 0.3, 0.5, 对比发现相

对位置对气泡的共振频率的影响较小, 几乎可以忽

略不计. 随着半径比 Rc0/R10 的增加, 气泡的共振

频率有先减小后增大的变化趋势, 在半径比 7附近

存在极小值. 当半径比较小时 (大约 Rc0/R10 < 4),

气泡相对频率比大于 1, 而后相对频率比小于 1且

随着液体腔半径的增大逐渐趋近于 1, 与Wang[11]

预测结果存在一定的差异, 主要原因在于其未计入

外层介质密度的影响. 从密闭腔内液体中气泡的共

振频率表达式可以看出, 腔外介质的弹性的存在可

使得共振频率增加, 然后随着半径比的增加, 介质

弹性对共振频率的影响将逐渐减弱, 外层介质密度

对共振频率的影响逐渐占主导地位, 进而导致共振

频率比小于 1. 随着腔体半径的进一步增大, 腔壁

外侧介质特性对气泡的影响逐渐减弱, 气泡的共振

频率趋近于液体中自由泡的共振频率. 因此, 液体

腔外层介质对气泡的振动行为的影响会随着腔体

尺寸的变化而不同.
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图 2    相对频率随空腔半径与气泡半径比值的变化

Fig. 2. The relative frequency changes with the ratio of cavity

radius to bubble radius.
 

气泡的初始半径不同, 声场中气泡的振动行为

也不同. 为分析气泡半径对粒子和气泡系统平动的

影响, 选取初始半径分别为 2, 3, 4, 5 µm气泡做数

值分析, 如图 3所示. 在气泡和粒子中心间距不变

的条件下, 当气泡半径为 2 µm时, 气泡和粒子均

向腔壁平动; 随着气泡半径的增大, 气泡向液体腔

中心跳跃式平动而粒子向腔壁运动且其路径有起

伏跳跃特征, 且在气泡半径为 4 µm时相互作用力

最强. Wu等 [21] 发现无界液体中气泡和粒子间相

互作用强弱与气泡的初始半径相关并表现为互相

吸引. 由于液体腔外层的弹性介质会对气泡与粒子

间相互作用产生影响, 从而使得液体腔中的气泡和

粒子与无界液体中的气泡和粒子的运动趋势不同,

并在气泡半径不同时表现出相互吸引或排斥的特征.
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图 3    气泡初始半径对气泡和粒子的平动的影响

Fig. 3. The effect of initial radius of bubble on the transla-

tion of bubble and particle. 
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液体腔体内气泡和粒子动力学模型可用于分

析超声植物提取、生物组织空化等, 应用领域不同, 选

用的声波频率范围不同. 为探索频率的影响, 利用

(37)式计算了 5 µm气泡的共振频率约为 0.72 MHz

并选取频率分别为 0.7, 1.0, 1.5 MHz的声波分析

液体腔内气泡和粒子的平动, 如图 4所示. 当频率

为 0.7 MHz接近气泡的共振频率时, 气泡和粒子

间相互作用最强, 且表现为气泡向腔中心平动, 而

粒子向腔壁运动. 随着频率的增加, 气泡的径向振

动行为相对逐渐减弱, 二者之间的相互作用也减

弱, 在驱动声波频率为 1.5 MHz时, 气泡和粒子间

仅有轻微的相互远离运动特征.
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图 4    驱动声波频率对气泡和粒子的平动的影响

Fig. 4. The  influence  of  driving  sound  frequency  on  the

translation of bubble and particle.
 

声波频率一定时, 驱动声压大小决定气泡振动

强弱, 进而影响气泡与粒子的平动特征, 图 5中曲

线对应声压幅值分别为 0.5, 1.0, 1.5, 3.0 atm. 在

同样的声场条件下, 粒子相较气泡而言其平动更显

著, 主要原因在于气泡的膨胀推动粒子向腔壁运

动. 随着驱动声压幅值的增加, 气泡的径向振动越

强, 推动粒子向腔壁运动的位移越大. 在声压幅值

小于 1.5 atm时气泡进发生较小的平动位移, 而当

声压幅值增大到 3.0 atm时, 气泡向液体腔中心运

动. Vincent等 [13] 在实验中观察到凝胶中的液体腔

内气泡由于外层弹性介质的影响将向中心位置运

动, 而在声波作用下, 气泡和粒子间的相互作用在

一定程度上能够平衡外层弹性介质的影响, 但当驱

动声压较高时, 二者相互作用增强, 将表现为更为

复杂的相互吸引和排斥的特征.

液体腔的大小对密闭腔内气泡的运动状态有

着显著影响, 为更进一步分析影响特征, 改变内腔

半径分别为 100, 300, 500 µm分析粒子和气泡的

平动, 如图 6所示. 在不同尺度的液体腔内的粒子

和气泡在声波作用下的运动行为表现为: 粒子朝腔

壁运动且随着内腔半径的增大粒子的运动位移变

大; 对于气泡而言, 在内腔半径较小时, 外层弹性

介质对气泡的振动行为的影响更为显著, 因此, 在

一定程度影响可调节粒子和气泡相互吸引或排斥

的状态, 表现为腔内径 100 µm时气泡向着腔壁远

离粒子运动; 随着内腔半径的增大, 粒子向腔壁运

动的位移变大, 声波作用下气泡则朝向球腔中心有

小的位移变化.

液体腔内由于粒子的存在影响气泡的径向振

动和平动. 为更进一步分析粒子密度对密闭腔内气

泡的运动状态的影响 , 比较粒子密度 rp 分别为

0.5r, r 和 1.5r 时粒子和气泡的平动状态变化, 如

图 7所示. 随着粒子密度的增大, 粒子向腔壁运动
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图 5    驱动声压幅值对气泡和粒子的平动的影响

Fig. 5. The  influence  of  sound  pressure  amplitude  on  the

translation of bubble and particle. 
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图 6    腔体大小对气泡和粒子平动的影响

Fig. 6. The  influence  of  cavity  size  on  the  translation  of

bubble and particle. 
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的位移逐渐减小, 原因在于重粒子平动状态发生变

化需要更大的推力作用. 对气泡而言, 粒子密度越

大气泡向着球腔中心运动位移也越小, 因此气泡和

粒子间的相互作用同时影响二者的平动行为. 

4   结　论

本文构建了弹性介质包裹的液体球腔内粒子

和气泡间的相互作用动力学模型, 基于拉格朗日方

程得到了表征气泡径向振动和平动、粒子平动动力

学方程. 基于此方程, 可分析声场参数、球腔约束条

件 (如腔体大小)、气泡和粒子本身特征等因素对系统

运动的影响. 球形液体腔外层介质的弹性、密度、腔

体结构等均可影响气泡的共振频率, 由于介质弹性

的影响, 当气泡半径与球腔半径比较接近时, 气泡

共振频率大于无界液体中的共振频率; 随着球腔半

径的增加, 气泡共振频率逐渐减小到低于无界液体

中的共振频率的情形. 由于气泡的径向振动形成次

级声辐射引发粒子和气泡间的相互作用, 进而影响

二者在液体腔内的平动. 气泡的径向振动可推动粒

子向着腔壁运动, 且气泡的振动越强, 粒子在声波

持续时间内的平动位移越大, 同样, 气泡的平动也

会受到二者相互作用的调制, 在不同的相互作用情

形下存在向球腔中心运动和向腔壁运动两种情形.

气泡在球状液体腔内的运动可改变液体内的

速度场分布, 同时影响周围的物质运动状态. 气泡

和粒子间的相互作用在一定程度上可调控气泡的

运动行为, 进而增强液体腔内外物质交换, 可为解

释超声植物有效成分提取及生物组织内的空化行

为提供理论基础.

附　录

为了得到空腔中液体的动能表达式, 需要利用前文求

得的液体运动的解进行推导. 腔内液体动能可表示为 

Tl =
ρl
2

∫
Vl

(∇φl)
2dVl, (A1)

ρl Vl式中,   为与液体的密度,   为液体所占体积. 根据变换关

系, (A1)式可进一步表示为 

Tl =
ρl
2

∫
Vl

(∇φl)
2dVl = −ρl

2

(∫
Sc

nc · φc∇φcdSc

+

∫
S1

n1 · φ1∇φ1dS1 +

∫
S2

n2 · φ2∇φ2dS2

)

= − ρl
2

(∫
Sc

φlṘcdSc+

∫
S1

φl

(
Ṙ1 + ż1 cos θ1

)
dS1

+

∫
S2

φl (ż2 cos θ2) dS2

)
, (A2)

Sc S1 S2 nc

n1 n2

式中,   ,   ,   分别表示空腔、气泡和粒子的表面;   ,

 ,   分别表示垂直于空腔、气泡和粒子表面并指向液体

的单位向量. 结合 (2)式—(15)式后液体速度势 (1)式代

入 (A2)式, 得 

Tl = 2πρl
[
R3

c0Ṙ
2
c +R3

1

(
Ṙ2

1 +
ż21
6

)
+

ż22R
3
2

6

]

− πρlR2
1

[
2Ṙ1(b

(2)
0 +A

(1)
0 ) + ż1(ξ1b

(2)
1

+A
(1)
1 )

]
− πρlR2

2ż2(ξ2b
(1)
1 +A

(2)
1 ). (A3)

将 (11)式、(12)式代入 (A3)式, 液体动能的具体表达式为 

Tl = 2πρl
[
R3

c0Ṙ
2
c0 +R3

1

(
Ṙ2

1 +
ż21
6

)
+R3

2
ż22
6

+ 2πρl
[
−R2

1R
2
2R2Ṙ1ż2
d2

− R3
1R

3
2ż1ż2
d3

]
+

πρl
R3

c0
(4R4

1Ṙ
2
1z

2
1 + 4R5

1Ṙ1z1ż1 +R6
1ż

2
1 +R6

2ż
2
2)

+
2πρlR2

1R
2
2

R3
c0

(2R2Ṙ1z1ż2 +R1R2ż1ż2). (A4)
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Abstract

A theory is  developed to  model  the  dynamic  of  bubble  and particle  inside  a  spherical  liquid-filled  cavity

surrounded by an elastic medium. The aim of this work is to study how the outer elastic medium affects the

interaction between bubble and particle.  Starting from the theory of velocity potential distribution, combined

with  Lagrangian  equations,  the  motion  equations  of  bubbles  and  particles  in  the  cavity  are  obtained.  The

resonance  frequency  of  the  bubbles  and  influence  of  the  interaction  between  particle  and  bubble  on  the

translational  behavior  under the action of  sound waves are  analyzed.  The results  show that the properties  of

medium elasticity and density can change the resonance frequency of the bubble in the cavity. As the radius of

the spherical cavity increases, the resonance frequency of the bubble has a tendency to first decrease and then

increase,  and  gradually  tends  to  the  resonance  frequency  of  a  single  bubble  in  an  unbounded  liquid.  The

translation  of  bubble  and  particle  in  the  spherical  liquid  cavity  is  affected  by  factors  such  as  acoustic  field

parameters, the characteristics of the outer elastic medium, and the characteristics of the bubble and particle

themselves. The overall  characteristic is that the particle has a tendency to move to the cavity wall,  and the

translation of bubble is closely related to the interaction characteristics between bubble and particle.

Keywords: bubble, particle, radial vibration and translation, spherical liquid cavity
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